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INTRODUCTION.

Ce volume rassemble les exposés du séminaire de Grothendieck 2 1'IHES de
1965/66, initialement distribués sous forme de notes miméographiées. Par rapport a
la version primitive, les seuls changements importants concernent 1'exposé II, qui
n'est pas reproduit, et 1'exposé III, qui a été entidrement récrit et augmenté d'un
appendice numéroté III B. A part quelques modifications de détail et additioms de

notes de bas de page, les autres exposés ont été laissés tels quels.

Le coeur du séminaire est constitué par la formule de Lefschetz en coho-
mologie étale (III, III B, XII), et son application & l'interprétation cohomologi-
que des fonctions L (XIV), Tous les résultats annoncés par Grothendieck dans son
exposé au séminaire Bourbaki [2] sont ici compldtement démontrés. Les formules des
traces établies dans (III, III B, et XII), par des voies différentes, sont plus gé-
nérales qu'il n'est nécessaire pour prouver la seule rationalité des fonctions L .
Une démonstration de cette dernire, nettement plus courte, compléte, figure dans

1'exposé de Deligne (SGA 41/2

Rapport), oft est suivie la méthode de Grothendieck
des exposés XII et XIV, mais débarrassée de toute généralité superflue. Nous espé-
rons toutefois que les formules de III, III B pourront servir dans d'autres situa-
tions. Quant au reste du séminaire, il se compose de deux exposés sur la théorie du

passage & la limite donmant naissance & la cohomologie L-adique (V,VI), et de divers

compléments au formalisme de dualité (I, VII) et & la formule de Lefschetz (VII, X).

Voici plus précisément quel est le contenu de ce volume.

L'exposé I est indépendant du reste du séminaire. Son résultat principal
est que, sur un schéma régulier vérifiant certaines hypothéses supplémentaires de
nature locale, et sous réserve qu'on dispose de la résolution des singularités et
du théoreéme de pureté, le faisceau constant de valeur Z/nZ , pour n premier
aux caractéristiques résiduelles, est dualisant (I.3.4.1). Ce théorgme vaut notamment
pour les schémas réguliers excellents de caractéristique nulle, grace a Hironaka et

aux résultats d'Artin (SGA 4 XIX). Le cas d'un schéma régulier de dimension 1 est
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S 21z . . . 1
traité séparément, par une autre méthode, trds élémentaire (voir aussi (SGA 4
Dualité)). Signalons que, par un argument différent, n'utilisant ni résolution ni

41/2 Th. Finitude) que, si f : X —> S est

pureté, Deligne démontre dans (SGA
un schéma de type fini sur un schéma régulier de dimension O ou 1 , le complexe
f!(Z/nZ)S (n premier aux car. résiduelles) est dualisant. Mais on ignore si ce

résultat, plus utile que le théorime de bidualité de 1'exposé I, qu'il recoupe sans

le contenir, s'étend au cas d'un schéma de base § excellent régulier de dimension

>1 .

Comme nous 1'avons dit plus haut, 1'exposé 1I, qui était intitulé "For—
mules de Kiinneth pour la cohomologie 4 supports quelcongues™, ne figure pas dans
ce volume. Rédigé par L. Illusie, d'apres des notes manuscrites de Grothendieck, il
était consacré 2 des théoremes de propreté cohomologique et d'acyclicité locale gé-
nériques, mais ceux-ci n'étaient démontrés que sous des hypothéses de résolution.
Une démonstration des mémes résultats, sans ces hypothéses, obtenue depuis par

Deligne (SGA 41/2

Th. Finitude), a rendu inutile la publication de cet exposé. Cer-
tains compléments, concernant par exemple le cas des diviseurs & croisements normaux,
ont été incorporés dans un appendice & (loc. cit.). Ajoutons que des théorémes ana-

logues a ceux de (loc. cit.), pour le cas des faisceaux d'ensembles et de groupes

non commutatifs, sont démontrés dans 1'exposé de Mme Raynaud (SGA 1 XIII).

L'exposé III contient une démonstration de la formule de Lefschetz-Verdier
pour les correspondances cohomologiques entre complexes de faisceaux sur des sché-
mas de type fini sur un corps, et 1'on montre, dans 1'exposé III B, comment 1l'on
peut calculer les termes locaux de la formule dans certains cas, par exemple celui
de la correspondance de Frobenius sur les courbes. Nous renvoyons le lecteur aux

introductions des exposés III et IITI B pour plus de détails sur leur contenu.

L'exposé IV, par A, Grothendieck, consacré a la construction de la classe

de cohomologie associée a un cycle, a été rédigé par P. Deligne et publié dans

sca 4172



Apres des préliminaires techniques, dans 1'exposé V, sur les systémes pro-
jectifs adiques, on définit, dans 1'exposé VI, la notion de Z{,-faisceau construc-

tible (resp. constant tordu constructible, i.e. "lisse" dans la terminologie de

1/2 Arcata))), et l'on étend aux Z, -faisceaux constructibles,

4

par passage a la limite a partir des Z/Ln—faisceaux, le formalisme des images di-

Deligne ([17], (SGA 4

rectes supérieures i supports propres. L'exposé VI ne donne pas, cependant, de dé-
L
finition d'une catégorie dérivée des Z{,—faisceaux, avec des opérations ® ,
RHom , prolongeant celles dont on dispose dans la catégorie dérivée des z/i" -
faisceaux. A fortiori, 1'extension aux Z{/—faisceaux du formalisme de dualité de
SGA 4 XVIII n'est pas envisagée. Cette question faisait 1'objét de la thése (non

publiée) de Jouanolou. Le lecteur pourra toutefois comsulter le début de [17], o

sont définis les Ext- de %, -faisceaux.

2

L'exposé VII, indépendant du reste du séminaire, est sans doute 1'un des
plus intéressants. Il contient a) le calcul de la cohomologie de quelques variétés
standard (espaces affines, projectifs, variétés de drapeaux), b) un exposé de la
théorie des classes de Chern en cohomologie étale, c) une démonstration de la "for-
mule de self-intersection" i¥i,x = xcd(N) en cohomologie étale (resp. dans 1'an-
neau de Chow, démonstration due dans ce cas 2 Mumford) et diverses applications de
cette formule (calcul de la cohomologie des variétés éclatées, formule de Gauss-

Bonnet).

L'exposé VII contient des sorites sur les conditions de finitude dans les
catégories dérivées et les groupes de Grothendieck. Ces questions sont reprises dans

un cadre plus général dans (SGA 6 I, IV).

L'exposé IX, par J.-P. Serre, intitulé "Introduction & la théorie de
Brauer”, a &té publié dans [4], et n'est pas reproduit dans ce volume. L'un de ses
principaux résultats (d& & Swan), concernant l'existence d'un module projectif ayant

pour caractére le "

caractére de Swan", est utilisé dans 1'exposé X , oh est dé-
montrée une formule d'Euler~Poincaré pour un faisceau sur une courbe, légérement

plus générale que celle figurant dans 1'exposé de Raynaud [3].



Vi

L'exposé XI, rédigé par I. Bucur, n'existe pas, parce qu'il s'est perdu
dans un déménagement et que l'auteur n'en avait pas de copie. Il était comsacré a
la théorie de Grothendieck des traces commutatives, généralisant celle de Stallings
[5] . Une version plus sophistiquée de cette théorie, dans un cadre faisceautique,
est exposée dans (III B 5, 6). Des applications & des formules de Lefschetz sont
données dans les exposés XII et III B . La formule des traces de 1l'exposé XII est
démontrée indépendamment de la formule générale de 1l'exposé III, mais 1'on montre
dans (III B 6) que les termes locaux qui y figurent sont bien ceux de la formule

générale, et que cette derniére 1'implique.

L'absence de 1'exposé XIII n'est due qu'a une raison de numérotation
le contenu des exposés X 3 XII avait eté initialement prévu pour s'étendre sur

quatre exposes.

L'exposé XIV (parfois numéroté aussi XV) contient des généralités sur la
correspondance de Frobenius (avec, notamment, la comparaison entre Frobenius "géo-
métrique” et Frobenius "arithmétique"), et donne, & partir de la formule des traces
de 1'exposé ZXII (ou III B), la démonstration(de Grothendieck) de la rationalité
des fonctions 1 : les deux points importants sont la réduction au cas des courbes,
et le passage 2 la limite permettant de se ramener a une formule pour des z/2" -

faisceaux.

Lors du séminaire oral, Grothendieck avait fait un exposé des problémes
ouverts et énoncé quelques conjectures. Cet exposé, qui devait clore le séminaire,
n'a malheureusement pas &§té rédigé, pas plus d'ailleurs que son trés bel exposé
introductif, qui passait en revue les formules d'Euler-Poincaré et de Lefschetz

dans divers contextes (topologique, analytique complexe, algébrique).

Je remercie P, Deligne de m'avoir convaincu de rédiger, dans une nouvelle
version de 1'exposé III, une démonstration de la formule de Lefschetz-Verdier, levant
ainsi 1'un des obstacles & la publication de ce séminaire. Je lui suis trds recon-

naissant des améliorations de rédaction qu'il m'a suggérées, et de 1'aide qu'il



Vit

m'a apportée dans la préparation de ce volume pour 1'éditeur. Je remercie également
Mme Liévremont, qui a effectué avec soin, et en un temps trés court, la frappe des

exposés III et III B.

Je ne puis terminer cette introduction sans rendre hommage & la mémoire
de I. Bucur, mort d'un cancer en septembre 1976. Ceux qui, comme moi, ont eu le
privilége de 1'avoir pour ami n'oublient pas sa gentillesse exquise, son humour

souriant, et le charme de sa conversation.

Paris, le 19 Février 1977

Luc Illusie
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COMPLEXES DUALISANTS

par A. GROTHENDIECK
(rédaction de L. ILLUSIE)

Introduction

Cet exposé est consacré au théoréme de bidualité
en cohomologie étale. La théorie développée ici et dans SGA A XVIII
(SGA A = SGA 4), pour la topologie étale et les faisceaux constructibles de
torsion sur les préschémas, est formellement trés analogue 4 celle développée
dans HARTSHORNE [H] pour la topologie de Zariski et les faisceaux cohérents:
cette dernitre lui a, dans une trés large mesure, servi de modéle. Mais, tandis
que dans le cas des coefficients "continus" 1'existence de complexes dualisants
ne présente pas de difficultés, dans le cas des coefficients "discrets", en

revanche, elle est beaucoup plus délicate & prouver, et il semble gqu'elle re-

quitre de fagon essentielle la résolution des singularités. Voir cependant le

théoréme de bidualité de Deligne (SGA 41/2 Th. finitude 4.3.).

Le paragraphe 1 contient la définition des complexes dualisants et
les propriétés formelles qui en découlént, notamment 1tinterprétation des fone—

teurs dualisants comme "échangeurs de foncteurs'.

Dans le paragraephe 2, on montre que, sur un préschéma localement
noethérien connexe, un complexe dualisant est déterminé de manidre unique, a

translation prés des degrés et tensorisation par un faisceau inversible.



Dans le paragraphe 3, on en vient au théoréme central de
1'exposé (3.4.1.), qui assure que, sur un "bon" préschéma régulier X ,
par exemple un excellent préschéma noethérien régulier de caractéristique

(1)

nulle , le complexe (Z /n Z)X est dualisant.

Le paragraphe 4 donne les applications de la théorie au théordme
de dualité locale. Ce dernier exprime que l'on a, sur un "bon" préschéma X

muni d'un peint fermé x de corps résiduel séparablement clos, et pour un

faisceau constructible ¥ , un accouplement parfait entre E?(F')X et

g_lx(F), oi F' est le dual de F, i. e. F' =R Hon(F,K), »u K; estun

complexe duslisant.

Enfin, dans le paragraphe 5, on prouve directement que sur un
préschéma régulier de dimension 1 le complexe (Zi/n,Z)X est dualisant

(n premier aux caractéristiques résiduelles).

(1) Cette derniére restriction sera inutile une fois qu'on disposera de
la résolution des singularités & la Hironaka pour ces derniers, et

du "théoréme de pureté".



1. Définition et propriétés formelles des complexes dualisants

On se fize un amnneau de coefficients A =7 /nz. Si X est un

préschéma, on note Ay le faisceau constant sur Xy, de valeur 4, et D(X)

t

la catégorie dérivée de celle des AX—Modules. On note d'autre part DC(X)

la sous-catégorie triasngulée pleine de D(X) formée des complexes F tels
que Hl(F) soit un AX—Module constructible pour tout i . On pose

DX(X) = D' (X) A D (X), ob =4, +, -, oub.

Définition 1.1, : On 4it qutun AX—Module I est quasi-injectif si 1'on a
Ext (¥,1) = 0

pour tout A_X—-Module constructible F et tout 1 > 0 .

Remarques 1.2. : a) Contrairement 3 ce qui se passe dans le cas des coeffi-

cients "continus" (cf.[H] 11.7.17), un faisceau quasi-injectif n'est pas

en général injectif. Soit par exemple X = Spec(R), A =7Z /2 Z : le faisceau

AX est quasi-injectif, mais n'est pas injectif, ni méme de dimension injec~
. v . - * * b

tive finie, puisque H (X AX) =H{z/27; z/2 Z) est une algtbre de

polyndmes & un générateur de dimension 1.

b) Soit I un AX—Module quasi-injectif. Il est faux en général que la relation
Mi(F,I) = 0 pour i > O, valable pour F constructible, soit valable pour
tout F. Prenons en effet A = IFZ . Soient k un corps, ¥ une cldture séparable
dek, f: %= Spec(E) —> X = Spec(k) le morphisme canonique, et supposons
que, pour tout revétement étale connexe X' —> X , il existe un revétement
étale connexe X" —> X' tel que [x" : X'] soit divisible par £ (prendre

par exemple k = Q). Considérons la suite exacte



(%) o—sAX%f*f*AX—>F——>o

définie par la flidche d'adjonction ¥ . Vu 1l'hypothése, la section de
Extl(F,AX) définie par (*) ne s'annule au-dessus d'aucun U étale sur X,

done Extl(F,AX)]z £ 0. Or on vérifie trivialement que Ay est quasi-injectif.

Proposition 1.3. (Cf. [E] 1.7.6) : Soient X un préschéma et N ¢ Z . Conditions

équivalentes sur K £ ob D (X) :

(i) K est isomorphe, dans D(X), & un complexe I & degrés bornés tel que I°

soit quasi-injectif pour tout 1 et nul pour i > N;

(ii) pour tout P € ob DE(X) tel que Hi(F) =0 pour 1( 0, on a

Ext (F,K) = 0 pour i >N

(iii) pour tout AX-Module constructible F , on a Extl(F,K) = 0 pour i > N.

Preuve : (1) ::éb(ii) Soient F ¢ ob DE(X) tel que Hi(F) =0 pour i<« O,
et I ¢ ob D+(X) & degrés bornés et tel que Ii soit quasi-injectif pour tout
i et nul pour i > N; montrons que EEEF(F,I) =0 pour i > N. Raisonnant
par récurrence sur le nombre d'indices i tels que Ii # 0, on se rameéne, par
dévissage, au cas o N =0 et I est réduit au degré 0O . On a alors une

suite spectrale birégulidre
- *
qu = Ext®(TUF), 1) = Ext (F,I) .

Comme 1 est quasi-injectif, qu =0 pour p> 0 et tout g, donc on a

E Hom(E “(®),I) = Ext™(F,I), d'oh la conclusion.

oi _
5 =

(i1) = (iii) est trivial.

(iii) == (i) On peut supposer K & degréds bornés inférieurement et a



composantes injectives. L'hypothése, appliquée & F = AX, entrafne que
Hl(K) =0 pour i > N . On peut donc remplacer K par un complexe iscmorphe
X', & degrés bornés et tel que K soit injectif pour i < N et nul pour

i > N. On constate alors que K'N est quasi-injectif, ce qui achéve la

démonstration.

Remarque 1.3.1. : Le rédacteur ignore si (1.3) est encore vraie lorsqu'on
remplace, dans la condition (ii), 1'hypothése " P & ob DE(X)" par

"R € ob DZ(X)“.

Définition 1.4. : On appellera dimension guasi-injective de K , et on notera

dim.q.inj(K) la borne inférieure (dans ﬁ?) des entiers K vérifiant les
conditions équivalentes de (1.3).
Si K est de dimension quasi-injective finie, le foncteur

R Hom( ,K) : D(X) —> D(X) induit un foncteur DZ(X) —3 p°(x).

On verra plus bas que s1 X est lisse de dimension d sur un corps
k et n premier & la caractéristique de k, dim.q.inj(AX) = 2d.
L'exemple de (1.2 a)) montre qu'un complexe de dimension guasi-injective finie

n'est pas nécessairement de dimension injective finie. On a cependant :

Proposition 1.5, : Soient X wun préschéma localement noethérien et

K € ob DY(X). on suppose qu'il existe un entier N tel que cdl_(X) < N,
o I est 1'ensemble des diviseurs premiers de n (notation de SGAA X 1.
On a alors, pour N' & Z ,

dim.g.inj(K) ¢ ¥' == dim.inj(K) { N + N'

On utilisera, dans la démonstration, le



Lemme 1.5.1. : Soit C wune catégorie abélienne satisfaisant & (4B5) et possé—

dant une famille de générateurs (U.) . Soient K € ob D+(C) et

i‘i ¢ I

N ¢ Z . Conditions équivalentes :

(i) dim.inj(K)g W

(i1) pour tout 1 &1 et tout quotient F de Ui’ on a
Extn(F,K) =0 pour nb» N .

Preuve : Il suffit de prouver (ii) :$>(i). Par un argument bien comnu (ef.

par exemple[H] 1.7.6), on est ramené & montrer que si K' £ ob(C) est tel

que Extl(F,K') = 0 chaque fois que F est quotient d'un U, alors X'

est injectif. En d'autres termes, il s'agit de prouver que, si tout morphisme
d'un sous-objet V d'un Ui dans XK' se prolonge & Ui , alors K' est injectif.

Mais cela résulte aussitt de la démonstration du lemme 1 p. 1%6 de (Tohoku).

Preuve de (1.5) : Supposons dim.q.inj(K)éj N' et prouvons

dim.inj(K) £ N+ N'. Comme la catégorie des AX—Modules admet comme généra-
teurs les AU,X ot U est étale de type fini sur X, il suffit, en vertu de
(1.5.1), de prouver que Exti(X;F,K) =0 pour 1) N+ N' quand F est quo-

tient d'un tel AU ¥ donc constructible (SGAA 1X 2.9). Considérons la suite
y

spectrale
% = BP(GE (R, X)) => Bxt (XF,K) .

L'hypothese cdnSX),g ¥ (resp. dim.q.inj(K) £ N') dimplique qu =0 pour

p3» N (resp. q > N'). Done qu = 0 pour p+tg > N+N', d'oh la conclusion.



Remarque 1.5.2 : L'hypothése de (1.5) est vérifide (avec N = 24) si X est
un préschéma de type fini et de dimension 4 sur un corps k séparablement

clos, n étant premier 3 car(k) (SGaA X 4).

Proposition 1.6 : Soient £ : X —> Y un morphisme quasi-fini séparé de

préschémas noethériens, et K € ob D+(Y). Alors, pour N € Z, on a

1
dim.q.inj(K) ¢ ¥ =—=> dim.q.inj{R f(K)) ¢« N .

N

Preuve : D'aprés le "Main theorem" (EGA IV 8.12.6), il existe une factorisation
de f en f = uft, ol f' est une immersion ouverte et wu un morphisme fini.

On alR !f = IR!f' R !u, ce qui nous raméne & examiner séparément le cas d'une
immersion ouverte et d'un morphisme fini. Si f est une immersion ouverte,
1'assertion est triviale (puisque tout faisceau conmstructible sur X est alors
induit par un faisceau constructible sur Y). Supposons donc que f soit un
morphisme fini, et soit ¥ un AX—Module constructible.

On a alors les isomorphismes de dualité (SGAA XVIII 3.1.9.6)
. . .
f, Bt (F, R £(K)) =4 Ext (£,F,K)

Comme f*(F) est constructible (SGAs IX 2.14), il en résulte que, si
. L i ! .
dim.g.inj{K) ¢ ¥, ona f Ext (F,R'f(K)) =0 pour i > N, donc

3 1
Ext(F, R £(K)) = 0 pour i> N (SGAA VIII 5.5), cqfd.

Soient maintenant X un préschéma, et K & ob D+(X). Notons I_)_K
le foncteur WRHom( ,K). Nous allons définir, pour T & ob D(X) un homo-
morphisme fonctoriel F —> QK QKF (ef. [Hj V.1.2). La construction qui suit

vaudrait plus généralement sur un topos annelé. On peut d'abord supposer X



formé d'injectifs, ce qui permet "d'8ter les R ". Le morphisme identique
Hom(¥,K) —> Hom(F,X) définit, par la formule chére & Cartan, un homomor-
phisme F @ Hom(F,XK) —> ¥, d'oll, par une deuxi®me application de ladite,
un homomorphisme F —> Hom(Eom(¥,K),K), qui est 1'aomomorphisme annoncé,
et qu'on baptise homomorphisme canonigue. On dit que le couple (F,X) est

bidualisant, ou satisfait & la bidualité, ou encore que P est réflexif

relativement & X, si 1'homomorphisme canonique F — QK QK F estun

isomorphisune.

A partir de maintenant, tous les préschémas considérés seront,

sauf méntion expresse du contraire, supposés localement noethériens.

Définition 1.7 : Soit X un préschéma. On dit qu'un complexe K & ob D+(X)

est dualisant si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) K est de dimension quasi-injective finie;
.. - +
(i1) pour tout F & ob DC(X), on a QK(F) £ ob DC(X)‘

(iii) tout F & ob DZ(X) est réflexif relativement & X .

Remarques 1.8 : a) Par un dévissage standard (tronquer T et utiliser le fait

que Dn(X) est triangulée), on voit que la condition (ii) équivaut &

(ii bis) : pour tout AX—Module constructible F et tout i & 2,

Extl(F,K) est constructible.

b) La condition (ii bis) implique K& ob DZ(X). Contrairement & 1'exemple des
faisceaux cohérents (EGA OIII 12.3.%), la réciproque n'est peut-8tre pas autome—
tiquement vérifide. Elle 1'est cependant (voir n® 3) dans les "bons" cas, par

exemple lorsqu'on dispose sur X de la résolution des singularités et de la



pureté en particulier si X est un excellent préschéms de caractéristique

nulle).

¢) Par dévissage sur F, on voit que la condition (iii) équivaut & (iii bis) ;

tout AX—Module constructible P est réflexif relativement & K.

d) 5i K € ob DT(X) vérifie (1) et (ii) (resp. est dualisant), le foncteur

QK induit un foncteur (resp. une équivalence de catégories) (DE(X))O - DE(X).

e) Si K € ob D+(X) est de dimension injective finie (ef. 1.5.2) et vérifie
(ii), alors, pour tout F € ob DC(X), on a gK(F) £ Dc(x), et D induit
un foncteur (DZ(X))O — D;(X).

Si en outre X est dualisant, tout F & ob DC(X) est réflexif relativement a
K, et QK induit des équivalences de catégories

0 - o~ - R .
(D(%))° 225 D (x),(0(x))° & D1(X), (D(x))° 2y D(X). On ignore si

cette conclusion reste valable sans la restriction que K soit de dimension

injective finie.

Abordons maintenant les "formules d'échange.

Nous ne reviendrons pas sur la notion de tor-dimension d'un complexe
(SGAA XVII 4.1.9) (*). Retenons seulement que si X est un préschéma et
G £ ob D (X), la relation Tﬁi(F,G) =0 pour i» N et tout Ag-Module F
équivaut & la méme avec F constructible (grice 3 SGAA IX 2.9. et & la commu-

L
tativité de € aux limites inductives), donc qu'il n'y a pas & introduire de

notion de "quasi-tor-dimension" !

(%) . .
Voir aussi (SGA 6 I 5).
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Lemme 1.9 ({ecf. [H] II 4.3) : a) Soient X un préschéma, F € ob DC(X),

G € ob D;(X). Ona F é G E ob DC(X) si F & ob D;(X) ousi G est de tor-
dimension finie.

b) Soient f : X —= Y un morphisme de préschémass, et G € ob DC(Y).

pors, £ (G) & ob D (%)

=

Preuve : L'assertion b) résulte trivialement de (SGaL IX 2.4).
Prouvons a). L'une ou 1'autre des hypotheses sur (F,G) implique gquela suite

spectrale

= @_o_r‘_p(H%(F),qu(G)) = d'(r ¥ o)

q1 + 4 = q
est birdgulidre, On est donc ramené 3 prouver a) quand F et G sont réduits
au degré 0, i.e. sont des AX—Modules constructibles. La question étant
locale, on peut supposer X noethérien. F admet alors (SGAA X 2.7) une
résolution gauche F', ol les F'i sont de la forme AU,X , avec U étale
et de type fini sur X, Ona F é G £ F' @ G, et 1'on gagne car les AU,X & G

sont constructibles.

Notation 1.10.: Si X est un préschéma, nous désignerons par

pY(x)

kort ) la sous-catégorie pleine de D(X) formée des

b
(resp. D (X)qinjf

objets de tor-dimension finie (resp. de dimension quasi-injective finie).

+
Propogition 1.11 (ef. [H] V 2.6) : Soient X un préschéma et K € ob D (X).

)7

a) Pour P € obD (X) et € € ob D7(X) (resp. F & ob D(X) et G & ob Db(X)torf

il existe un isomorphisme fonctoriel

(P ) 5 Rum(F , Dy(e) .
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b) Si K satisfait aux conditions (i) et (ii) de (1.7), on a 1l'implication

G &ob DE(X) D.(G) € ob Dz(X)

tors T Iy et QK(G) satisfait

ginjf

a (1.7, ().

A - b
c) Si K est dualisant, il existe, pour F £ ob DC(X) et G & ob D (X)

°(x)

b
(resp. F € «b D(X), ¢ € ob DC(X) et p_K(G) € obD (X), .

) un

isomorphisme fonctoriel

gK(Fkl_)K(G)) 25 R Hom(F,G) .

On a en outre 1l'implication

D,(G) ¢ ob DZ(X)

b . .
— a
Dy => G € ob Dc(x)qinj et G satisfait

torf f

a (1.7. (ii).

d) Si K est duslisant et de dimension injective finie, les implications

de b) et c) sont des équivalences.

Preuve : a) n'est autre que la formule d'adjonction chére & Cartan

(SGA 6 1 7.4).

b) Soit G & ob Dz(X) . 51 F est un AX—Module constructible variable,

torf
les objets de cohomologie de F & G sont constructibles (1.9), et nuls en
dehors de deux bornes fixes indépendantes de F. Donc il en est de méme des

objets de cohomologie de QK(F & G),et 1'on gagne grice & a).

¢) La premidre assertion résulte de la formule a) appliquée a QK(G) au lieu
de G, et de la réflexivité de G. La seconde s'en déduit par un raisonnement

analogue & b).
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d) Prouvons par exemple 1'implication réeiprogue de b). Supposons que

et que D_(G) satisfait & (1.7.(ii)).

D.(G) ¢ ob DE(X) Dy

=X qinjf
Alors, pour P constructible variable, les objets de cchomologie de

QK(F é G) sont constructibles et nuls en dehors de deux bornmes fixes.

Donc il en est de méme des objets de cohomologie de PKQK(F ] G), mais

F & ¢ 4 QKQK(F & G) puisque K est dualisant et de dimension injective

finte (1.8 d)), done G est de tor-dimension finie. L'implication réciproque

de c¢) se démontre de manidre analogue.

Remarques 1.11.1 &) Le rédacteur ignore si 1'assertion d) de {1.11) est

valable sous la seule hypothese que K soit dualisant.

b) On traduit la proposition précédente de manidre imagée en disant que
le foncteur dualisant QK échange les foncteurs & et IR Hom, ainsi que
les notions de tor-dimension finie et de dimension quasi-injective finie,

(1'échange n'étant d'ailleurs tout & fait satisfaisant que lorsque K est

de dimension injective finie).

Proposition 1.12 : ‘Soient Y wun préschéma noethérien, f : X —> ¥ un mor—
phisme de type fini, X € ob D+(Y). Supposons n premier aux caractéristiques

résiduelles de Y , et posons - R'r ) (8Gas XVIIT 3.1),
% Ky

a) I1 existe, pour F & ob D (X), un isomorphisme fonctoriel

(1) Rf, D (F) > Dy R 2(F) .
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Si en outre K et K, sont dualisants (1), il existe, pour F £ ob DE(X),

un isomorphisme fonctoriel

(ii) R,f p_X(F) =5 Dy RE(F) .

b) I1 existe, pour F & D;(Y), un isomorphisme fonctoriel (2)
1

(1) R D, (F) = Dy £ (F) .

Si en outre K, et K, sont dualisants (1), il existe, pour F & DZ(Y), un

isomorphisme fonctoriel
‘s — !
(ii) £ D, F o5 D REF L
Preuve : a) (i) n'est autre que 1'isomorphisme de dualité (SGAA XVIII 3.1.9.6)

a) (ii) s'obtient en appliquant QY aux deux membres de a) (i) éerit pour
1'argument D.F, et utilisant le "th. de finitude” {SGAA XVII 5.3.6)

qui assure que IR, f(QX(F)) € ob DC(Y).
b) (i) n'est autre que la "formule d'induction" (SGAA XVIII 3.1.12.2).

b) (ii) s'obtient en appliquant EX aux deux membres de b) (i) écrit pour

1'argument D.F , et utilisant (1.9. v)).

Scholie : On peut dire, de maniére imagée, que les foncteurs dualisants

(1) On verra plus bas que, sous des conditions assez générales, Ki duali-

sant implique KX dualisant.

(2) Si le foncteur }?!f est de dimension cohomologique finie, ce qui est le
cas par exemple lorsque Y est de type fini sur un corps (SGAA X 4.3,
et XVIII 3.1.7), 1'isomorphisme b)(i) est valable pour
F € ob DC(Y).
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_Q_X et QY échangent les notions d'image directe (resp. inverse) habituelle et

* t
inhabituelle : WRfx et R ,f (resp. £ et R f).
Corollaire 1.13 : Sous les hypothéses de 1.12, supposons en outre f propre, et
soit F € ob D (X). &i (F,KX) est bidualisant, (]Rf*F,KY) est bidualisant.
Inversement, si f est fini, et si (R £, ¥ KY) est bidualisant, (F,KX) est

biduslisant.

Preuve : Supposons (F,KX) bidualisant. Appliquant Rf* 2 1'isomorphisme

canonique F =4y _D_)Z( F, il vient :

Rf,F >~ Rf D, D, F

* * 2% 2
~ D Rf, Dy F (par a) (1))
A'J“’QYQYIR f, F (par a) (1)) .

Le lecteur courageux se persuadera que l'isomorphisme obtenu est
ie canonique, ce qui démontre{ra) la premidre assertion.
Supposons maintenant f fini, et (f*F,KY) bidualisant (Rf* =f,, T dtant
fini), et prouvons que le morphisme canonique F -3 2}2( F est un isomor-
phisme. Par le lemme 1.14 a) ci-dessous, il suffit de montrer que le morphisme
qui s'en déduit f.F —> f_ _D_)Z( F est un isomorphisme. Mais, par une double

application de a) (i), "on se persuade" que ce dernier n'est autre que 1'iso-

morphisme canonique fF —> Q‘i 7,F, ce qui achéve la démonstration.

Lemme 1.14 : Soit f : X —> Y un morphisme fini de préschémas.

a) Soit u : F ~—> G une fliche de D(X). Pour que u soif un isomorphisme,

il faut et il suffit que fou le soit.
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b) Soit P & ob D(X). Pour que F £ ob DC(X), il faut et il suffif que

£,F € ob D (F).

Preuve : a) Le foncteur £, étant exact, on peut se bormer au cas o F et G
sont réduits au degré zéro. L'assertion résulte alors aussit8t du calcul des

fibres de f,F (resp. £,G) (SGAA VIII 5.5).

b) On peut de méme se borner au cas o F est réduit au degré zéro.

La nécessité est connue (SGaa IX 2.14), prouvons la suffisance, i.e. mon-
trons que f.F constructible implique ¥ constructible. La question étant
locale (en haut, donc a fortiori en bas), on peut supposer Y {(donc X) affine.
I1 existe alors (EGA IV 17.16.6) une famille finie (Yi) de sous-préschémas
affines de Y, deux & deux disjoints et de réunion Y, telle que, si

X =X Y i i i : c
5 Xy 5 le morphisme induit fi Xi —_— Yi se décompose en

u, v,
X, —«—}—> X{ _~3_7 Yi , Ol ui est un morphisme fini radiciel surjectif,

i
et v, wn morphisme fini étale. Posons FiXi = Fi . Par le théoréme de chan-
gement de base pour un morphisme fini (SGAA VIII 5.5), on a
fi* (Fi) - (f*F)lYi , et 1'on est ramené (SGAA IX 2.8) A prouver l'as-

t1 . ' = = e 11
sertion pour (fi,Fi) Posons Fi ui*(Fi)’ donc fi*(Fi) Vi*(Fi)
est clair sur la définition de la constructibilité (resp. résulte de

SCAA VIIT 1.1) que Fi (resp. Fi) est constructible si et seulement si Fi

(resp. Vi*(Fi)) 1'est, d'ol la conclusion voulue.

Corollaire 1.15 : Soit £ : X —> Y wun morphisme quasi-fini séparé de
préschémas noethériens. Soit KY € ob D+(Y), et posons, comme en 1.12,

Kk = DR!f(KY), QX = QKX , DY = QKY . Aors, si KY est dualisant, KX

est dualisant.
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Preuve : On sait déja (1.5) que si KY est de dimension quasi-~injective
finie, il en est de méme de KX . Montrons que si KY satisfait & la
condition (ii) (resp. (iii)) de (1.7), KX y satisfait également. D'apres
le "Main theorem" (BGA IV 8.12.6), f se factorise en f£'i, ol i est une

t 1 1
immersion ouverte et f' un morphisme fini. Comme R'f =~ R'i R'fr,
on doit donc regarder séparément le cas d'une immersion ouverte et d'un mor-
phisme fini, Si f est une immersion ouverte, 1'assertion est triviale, vu
qu'un faisceau constructible sur X est induit par un faisceau consiructible
sur ¥, et que la formation des R Hom commute & la restriction & un ouvert.
Supposons donc f fini. On sait alors (1.13) que si Ky satisfait i (iii),
KX aussi (compte tenu du théortme de finitude SGAA IX 2.14). Reste & prouver
que si K, satisfait 2 (ii), K, aussi. Soit F € ob D;(X), montrons que

+ PR L. -
QX<F) € ob Dc(X)' Par le théoreme de finitude, on a f*(Fﬁ € ob DC(Y),
done, par hypothdse, D f.(F) € ob D' (Y). Mais D.f (F) 22 £D.(F)
’ ' =yt c . * - X

-—7{
(1.12 2)(i)), et 1'on gagne grice & (1.14 b)).

2. Unicité du complexe dualisant

Y
Dans ce numéro, on suppose A local, i.e. que A = Z /‘4 z ,

+ premier.

Théoreme 2.1 (cf. [H] V 3.1) : Soit X un préschéma (localement noethérien)
connexe, et soit K un complexe dvalisant sur X (1.6).
Soit d'autre part K' € ob DZ(X). Pour que KXK' soit dualisant, il faut et il

suffit qu'il existe un AX—Module inversible L et un entier r (qui sont
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alors déterminés & isomorphisme unique prés) tels que :

Kt o KéL[r] .

Preuve ¢ Soit L un AX-Modu_le inversible, r un entier, et posons
ty . p + .
17 = Hom(L,AX). 11 existe, pour F € ob D(X) et & € ob D (X), des iso-

morphismes canoniques :

v. -
(*) R Hon(F §L]-r], 6) ~~ REm(F, ¢ #L]r]) 2 R Hou(F,c) & 1[7] .
On en déduit aisément que, si K' =L K é L[r], K' est duslisant.

En outre, si 1'on pose _]_)_K =D, P—K' =D'", ona, pour F & ob p(x),

D'F ~2 DF & L{r] d'aprés (%), done, comme DK =7 Ay, ona

DK ~ I1fr] ,
ce qui montre que L[r], donc L et r sont déterminés de maniere essentiel-
lement unique par K'.
Inversement, supposons XK' dualisant, et posons
P=D'K=DD4 =R Hom(K,K') .

Nous allons montrer que l'on a

a) K o~ K§P ,

b) P LIr] , pour un AX—Module inversible L, ce gui aché-

vera la démonstration du théoreme.
Remarquons d'abord qu'en vertu de 1.9 b){ii) on a, pour F & ob Dc<X) ’

() PHP 22 DIDF



Appliquant (*¥) & F = K, il vient

KEP =~ DK 22 p'ay =K', ce qui prouve a).

Appliquant (**) 3 F = P' = DD'4,, il vient
2 B 1 (VST ) [ VA

Done b) sera conséquence du lemme suivant @

Lemme 2.2. (cf.[H-] V 3.3) : Soit X un préschéma localement noethérien
connexe, et soient P, P' € ¢b D;(X) tels que P Ep ~ Ay T1 existe

alors un Ax—Module inversible L et un entier r tels que

P o~ LII‘] , Pt Y [—r] .
La démonstration va se faire en deux pas.

1) Cas particulier : X = Spec(k), k corps séparablement clos. Il n'y a qu'a
recopier la démonstration (d'ailleurs facile) donnée dans [H] (1oc. cit.).
Le point jmportant est que (Bea 21 5.4,3) si M et M' sont deux A-modules
de type fini tels que M & M' > A, alors M et M' sont inversibles et

v
M X M 5 ctest iel qu'intervient 1'hypothese A local.

2) Cas général,

En vertu du cas particulier précédent, il existe, pour tout x € X, un
entier r(x) tel que P)_( o A;{[r(x)] , P'; sl A}-{- [—r(x)] , l.e.
Hl(Pi) = 0 (resp. Hl(P’}—{) = 0) pour i #-r(x)(resp. +r(x)), et
H—l(x)(PE) = Ao, H+r(x)(P'X) =2 A- . 11 s'agit de momtrer que la

fonction x + r(x) est localement constante. En effet, supposons ce
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point acquis. Comme X est comnexe, r est constante, disons de valeur T, -
On a donc Hl(P) =0 pour i# -, Hi(P') =0 pour i# .. et

ETo(p) @ Hro(P') =2 A. Posons E TO(P) = L, HrO(P') =L

Soit u: X —> ¥ une fldche de spécialisation (SGAA VIII 7.2),

¥*
u oz L§' — I, u'* e L'? —> L's les morphismes de spécialisation

correspondants (SGAA VIII 7.7). On a un diagramme commutatif

L- @ L' et A
y v > 4
(%) u*le urx l
~
1 A
Iy 8Ly 7 A

Choisissons une base e (resp. f) de L (resp. Lf) sur Ao (resp. A;s_r)’ et
notons e {resp., ') la base "duale" de L' {resp. L‘?)’ i.e. telle que
l'image de e 8 ' (resp. f @ f') dans A’i (resp. Ay) soit égale 2 1.
Ona w¥f) = Ae, ' f!') = Ale', et la commutativité de (*) impligue

A At =1, done u* est un isomorphisme (et u'* 1!isomorphisme "contra—
grédient"). En vertu de (SGaA IX 2.13), cela entrafne que L et L' sont
localement constants, donc de présentation finie comme AX-Modules. Par
suite, si x & X, la fldche canonique @(L,F)E — Hom(Li , Fi) est un
isomorphisme pour tout AX—Module F. Comme les fibres géométriques de L
sont inversibles, il en résulte que L est inversible. De méme L' est
inversible, et L' X L\/. Donc ona P = L[—roj , Pt \I({-H*O] .
Tout revient donc & montrer que la fonction r est localement constante.
Pour m £ Z, ona r(x)=m si et seulement si Hm(P')i,l- 0, donc, en

vertu de (SGAA IX 2.4), r est localement constructible. Par conséquent,
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pour vérifier qu'elle est localement constante, on peut, par (EGA IV 1.10.1),
supposer X local, Soit x le point fermé de X , et soit U 1'ouvert

complémentaire.

On va montrer que r est constante. Raisonnant par récurrence sur la dimen-
sion de X , on peut déjh supposer que r{y) est constant et égal 2 T,
pour y & U, et il s'agit de prouver que r(x) = ro.

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, i.e. que 1l'on ait r(x) # r , et mon-
trons que 1'on aboutit & une contradiction. Par hypothése, on a

P|U = LIrOJ y ot L estun A-Module inversible. Quitte & translater

les degrés, on peut supposer r,=0.0na d'autre part r(x) #£ 0, disons

r(x) = a>0. Notons i:U — X, et j : x —> X les inclusions cano-

nigues.

Ecrivons la suite exacte :

() 0 — 1, (PI) =P —>j,3P —>0 .

Par hypotheése, les seuls objets de cchomologie non nuls de P sont

Ho(P) et E%P), et 1'on a ZX(P) o i,{L). I1 en résulte que (%)

splitte naturellement (grice & la fléche P —> E?(P)), done que 1l'on a
P 22 3,(PI0) + 50P . On en déduit
PEp o i!(PlU) b & j*j*(P) &
= 1, (P B i) « 5,5 & 5%p1)
=, (e +5,08)
ce qui est absurde, puisque i!(AU) + j*(AX) n'est manifestement pas iso-

morphe & {déja 1es HE° ne sont pas isomorphes !).
P

Cela achéve la démonstration du lemme 2.2.
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3. Existence de complexes dualisants.

3.1. Préliminaires.

Comme il a été dit dans 1'introduction, l'objet de ce paragraphe
est de prouver que, sur un "bon" préschéma régulier X, le faisceau AX est
dualisant, n étant supposé premier aux caractéristiques résiduelles.
En réalité, on aimerait qu'il en soit ainsi sur les préschémas excellents réguliers
d'égales caractéristiques, mais il ne fait pas de doute que la démonstra-

tion domnée plus bas s'étendra & ceux~ci lorsqu'on disposera dans ce cas de

la résolution des singularités et du théordme de pureté.

Nous allons d'abord présenter les divers ingrédients que nous

aurons & utiliser.

3.1.1. Lieu singulier. Soit X un préschéma (localement noethérien). Nous dirons
que X vérifie la condition (reg) si les propriétés équivalentes suivantes

sont vérifides (EGA IV 6.12.3) :

(i} pour tout sous-préschéma Y de X, l'ensemble Reg{Y) des points réguliers

de Y est ouvert dans Y;

(i1) pour tout sous-préschéma fermé intdgre Y de X, Reg(Y) contient un

ouvert non vide de Y.

La condition (reg) est vérifiée si X est localement de type fini
sur un anneau local noethérien complet (par exemple un corps) (EGA IV 6.12.8),
ou sur un anneau de Dedekind dont le corps des fractions est de car. O (par
exemple Z ) {BGA IV 6.12.6), plus généralement si X est excellent

(EGA IV 7.8.6).
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3.1.2. Dévigsage de faisceaux constructibles. Soit X un préschéma noethé-

rien, et soit C une sous-catégorie strictement pleine de la catégorie
Cons(X) des AX—Modules constructibles. On suppose C gtable par facteurs

directs et extensions. Conditions équivalentes :
(i} C = Cons(X) ;

(i) C contient les faizmceaux du type 1i,(F), o i :Y¥ —>X est
1'immersion d'un sous-préschéma inteégre, et F est localement constant

sur Y

(iii) C contient les faisceaux du type f*i!(ﬂU), ou 1 :U — Y estun
ouvert d'un préschéma integre, f:Y —> X estun morphisme fini tel
que le poirnt générique de Y soit séparable sur son image et

A = 7/27 , pour £ diviseur premier de n .

Si X vérifie (reg) (3.1.1.), ces conditions sont encore équivalentes aux
suivantes :

(ii vis) : analogue a (ii), Y &tant de plus régulier ;

(iii bis) : analogue & (iii), avec U régulier.

Si en outre X est affine, on peut supposer dans {ii) (resp. {ii bis))

Y fermé dans un ouvert du type D(f), f & r(x;p_x).

Preuve : L'équivalence de {i)-(iii) a été prouvée dans (SGAA IX 2.5 et 5.8).

Les autres assertions s'en déduisent par récurrence noethérienne.

3.1.3. Dimension cohomologique. Soit X wn préschéma (1ocalement noethérien).

Wous noterons (gdloc) la condition suivante :
n

Pour tout sous-préschéma Y de X, fout point géométrigue F de Y, et tout
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f & F’(Y(;?);QJI y) (ot T(3) désigne (cf. SGAA VIII 7.1.) le localisé strict
s
de Yend) ona

cdl(i(g) - (1)) ¢ din % 7 (= dim 9y , par BCGA TV 6.1.3), ou

I est l'ensemble des nombres premiers qui divisent n.

La condition (cdlocn) est vérifide si X est localement de type fini
sur un corps (scan XIV 3.5), ou est un préschéma excellent de caractéristique

nulle (SGas XIX 6.2.).(*)

3.1.4. Pureté cohomologique absolue. Scit X un préschéma régulier, et soit

Y un sous-préschéma fermé régulier de X de codimension d en tout point.
On dit que le couple (X,Y) satisfait au théorime de pureté cohomologique
absolue (relativement 3 n) si l'on a :

i

E-Y(AX) =0 pour i % 2d, et

/2

si 1'homomorphisme "classe fondamentale locale" (SGAA 41 Cycle 2.2)

by = EY(p)y™

est un isomorphisme.

On dit que le théordme de pureté (cohomologique) absolue est vrai sur X si
tout couple (U,Y) comme ci~dessus y satisfait, ol U est un ouvert de X.
Le théoréme de pureté absclue est vrai sur X si X est lisse
sur un corps parfait de car. premidre & n, (SGAA XVI 3.9), ou est un
préschéma excellent de caractéristique nulle (SGAA XIX 3.2), ou est un

*
préschéma régulier de dimension 1 (ef 5.1)5 )

* s
) (ajouté en 1977) ou, d'aprés un résultat récent de G. Ofer, si X
est excellent, régulier, et de dimension 2
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3.1.5. Résolution des singularités & la Hironaka.

a) Soit X un préschéma régulier, et soit D un diviseur 3 O sur X.

On dit que D est strictement & croisements normaux s'il existe une famille

finie (f.), dtéléments de [ (X;0.) telle que D = i;_ aiv(s,)
i'i ¢ 1 X e i
(EGA IV 21) et que pour tout x ¢ EMpp(D) les (fi)x tels que (fi)X - o,

fassent partie d'une suite de paramétres réguliers. On dit que D est &

croisements normaux si D est, localement pour la topologie étale, strictement

4 croisements normaux.

L'exemple-type d'un diviseur & croisements normaux est fourni par
une réunion localement finie d'hyperplans de coordonnées dans 1'espace

affine type.

b) Soit X un préschéma localement noethérien. Nous dirons que X est

fortement désingularisable si la condition suivante est vérifide :

Pour tout morphisme fini £ : Y —> X, ot Y est intéere et de point géné-
rique séparable sur son image, et tout ouvert régulier U de Y, il existe
un morphisme propre et birationnel h : Y' —>» Y, o Y' est régulier,

h induit un isomorphisme de U’ = h-l(U) sur U, et Y' -U' estun

diviseur 4 croisements normaux,
Voici des cas o X est fortement désingularisable :
a) X est excellent, de caractéristique nulle (12]};

£ 1

b) X est localement noethérien, régulier, et de dimension £

¢} X estde type fini sur Z ou sur un corps parfait, et de dimension £ 2
(%)
ot

(¥) (ajouté en 1977) plus généralement, si X est excellent noethérien de
dimension <2, d'apr2s H. Hironaka, Desingularization of excellent surfaces,
notes by B. Bennett, Bowdoin college, 1967 (a compléter éventuellement par
H. Hironaka, Certain numerical characters of singularities, J. of Math of
Kyoto Univ., 10, 1970, p. 151-187).
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3.1.6. Finitude cohomologigue. Soit f : X ~>» Y un morphisme de préschémas,
et s0it P € ob D:(X). Ona RE(F) E ob D:(Y) dans les cas suivants :
a) f est propre et de présentation finie (SGAA XIV 1.1);

b) "lorsqu'on dispose de la régsolution des singularités et du théoreme de

pureté", en particulier

(i) si X et ¥ sont localement de type fini sur un corps k de caracté-

ristique O et f un k-morphisme de type fini {SGAA XVI 5.1);

(ii) si Y est excellent de caractéristique nulle et £ de type fini

(scas XIX 5.1);

(iii) si X est localement de type fini sur un corps et dim(X) < 2

(SGaA XIX 5.1).

3.2. Dimension guasi-injective de AX .

Proposition 3.2.1. Soit X un préschéma régulier, de caractéristiques rési-

duelles premiéres & n. On suppose que X satisfait aux conditions (reg)
(3.1.1) et (cdloc)n (3.1.3) et que le théordme de pureté absolue est vrai
sur X (3.1.4). Alors, pour tout AX—Module constructible F et tout

x £€X% ona
. i ~ : .
(%) Ext’ (F,AX)X =0 pour i > 2 dim QX,X .

Preuve : La question étant locale, on peut supposer X affine.

IS

Par dévissage (3.1.2), on peut se bormer i vérifier (¥) powr F =1 (G), ol
i+ Y —> X est 1'immersion d'un sous-préschéma intégre régulier fermé

dans un ouvert D(f) (f & A(X)), et & est un faisceau localement constant
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constructible sur Y. Il s'agit de calculer Ex-tq(F,A.X) = Y R H_cg(F,Ax)).
La formule de projection pour i (SGAA XVIII )} donne
R Hon(i,(6),4) 24 Ri, R Hon(G,R ’iAX). Par le théortme de pureté, on a

R !i(AX) o0 (/"Ln)Yﬁ.d [-2d7 , ot d = codim(Y,X).

Posons (/‘Ln)YM =T. Comme G est localement constant constructible, on a
mp((},’f)? Ead Extp(GB-;,T:;) pour tout point géométrique ¥ de Y et tout p.
or TB; est injectif, car isomorphe 3 A = Z /nZ. Par suite Ext™(G,7) = 0
pour p#0, donc R Hom(G,T) ¢ Hom(G,T), d'oh finalement

IR@(F,AX) =2 Ri,(H) [-24], avec H = Hom(G,T). Soit 2 1'adhérence
schématique de Y dans X (EGA I 9.5.10). Ona Y = ZN D(f) (EGA 0; 2.1.6).
Notons j : ¥ —=2, k : 2 —» X 1les immersions canoniques. On a

Ri, =k, Rj, , donc on est ramené & calculer ]R,j*(H). Soient X un point

géométrique de 3, 7= Spec(gZ _) le localisé strict de Z en X, f 1'image
'X
Yy_7 =7 -7 7 13 3 ¥
de f dans QZ,E’ T=2xY=1% (f), § 1'image inverse de H sur Y.

D'aprés (SGAA VIII 5.2), on a qu*(H)i =~ g%¥,H), d'ok
E_xi_:_q(F,AX)}_{ 22 g3%4F 7). La condition (cdloc) impligue alors

Ez_tq(F,AX)E =0 pour g¢-24 > dim O, _ . Des relations

“ZyX
d = codim (Z,X) ¢ dim & - (EGA IV 5.1.3) et
dim _QZ,X = dim Qx,x - codimx(Z,)() (EGA Opy 16.5.12 et IV 5.1.9), on

tire Extq(F,AX)x =0 pouwr q>2dimQ _, cqfd.
b

Remargue 3.2.2 : La majoration obtenue dans {3.2.1) est la meilleure possible.
Soient en effet x wun point de X et ¥ le sous-préschéma fermé intégre de
X ayant x pour point générique. Comme X satisfait & la condition (reg),

il existe un ouvert régulier U de Y contenant x. Et par le théoreme de
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. 24 . @d N . .
pureté, on a Ext (AU,AX)|II= €¢¢H)U y ot d=dimQ = codin(Y,X).
4

Corollaire 3.2.3. : Soit X un préschéma régulier de dimension 4.
Si X est lisse sur un corps k de car. premitére & n, ou est excellent
de caractéristique nulle alors X vérifie la conclusion de (3.2.1) et l'on

a par suite

dim.q.inj(AX) < 2d .

Preuve : Lorsque X est excellent de car. O, ou lorsque k est parfait de
caer. premidre & n, et X lisse sur k, les hypoth®ses de (3.2.1) sont véri-
fides en vertu de (3.1.1), (3.1.3) et (3.1.4). La conclugion est encore
valable si X est lisse sur un corps k quelcongue,comme on le voit aussi-—
t8t par changement de base Spec(k') —> Spec{k), o k' est une clbture

parfaite de k (SGAA VIIT 1.1).

Lemme 3.2.4 : Soit X un préschéma satisfaisant & 1a conclusion de (3.2.1)
et de dimension ¢ d . S'il existe un entier N tel que X soit de dimen-

sion cohomologique { N, on a
dim.inj(4y) ¢ 24 + N .

Si en outre, pour tout fermé Y de X, codim(Y,X) > p dimplique cdlfY) £ N-2p,
on a alors

dj_m.inj(AX) <N .

Preuve : La premidre assertion résulte aussitdt de (1.5). Pour la deuxidme,
on raisonne comme dans (1.5). On est ramené & prouver, pour F constructible
sur X , la relation Extl(X;F,AX) = 0 pour i > N. Pour ce, on examine la

guite spectrale
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B0 - P(nEed(R ) —> Ext*(x;F,AX) .

D'apres (3.2.1)9 les faisceaux Egj?i(F,AX) et Egj?l—l(F,AX) sont concen-

psei _ .p,2i-1
E2 = E2

hypothése. Donc qu = 0 pour p+tq > N, d'ou l'assertion.

trés en codimension } i. Donc =0pour py N-2i par

Corollaire 3.2.5 : Si X est un préschéma lisse de dimension 4 sur un

corps k séparablement clos de car. premidre 4 n, on a dim.inj(AX) =2d .

Preuve : Par (3.2.3) et (SGAA X 4.2), on est en effet dans les conditions
dtapplication de (3.2.4) (Noter que les hypothéses de (SGaA X 4.2) sont
vérifides en vertu de (SGAA X 2.1 et 3.2))y qui implique dim,inj A& 2d
La relation dim.inj(AX) = 2d provient du théordme de puretd (ef. 3.2.2) :
si x est un point fermé de codim. d de X, on a en effet

.24 2d @d
Ext (X,AX,AX) =H Xg A,X) e (k) £o0.

3.3. Constructibilité des Exti(F,AX).

Proposition 3.3.1 : Soit X un préschéma.

a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) pour F €obD(X) et ¢ € ob DZ(X) , R Hon(F,¢) € ob D(X) ;

(i bis) pour tout couple (F,G) de AX—Modules constructibles,

R EQQKF,G) & ob DZ(X), i.e. les Exti(F,G) sont constructibles pour tout i;

(ii) pour toute immersion ouverte i : U —»> X et tout AU—Module construc-

tible ¥, Rpi*(F) est constructible pour tout p;
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(ii bis) : pour toute immersion i : Y — X et tout AY-Module constructible

F, Rpi*(F) est constructible pour tout p.
(ii ter) : pour toute immersion i : ¥ — X et tout AY—Module locslement
constant constructible F, Rpi*(F) est constructible pour tout p.

(iii) pour tout morphisme fini {resp. toute immersion fermée) £ 1 ¥ —>» X,

et tout F € ob DY(X), R's(F) e ob D}(1).

b) Ces conditions sont vérifides dans les deux cas suivants :
(1) aim(X) g 1

(ii) "On dispose sur X de la résolution des singularités et de la pureté"

(ef. 3.1.6 b)).

Preuwve : L'équivalence de (i) et (i bis) résulte de la suite spectrale

standard des Ext aux hyper Ext.

(i bis) = (ii). Soit F um AX—Module constructible prolongeant F, par

exemple F = i'(F). Par dualité (SGAA XVIII 3.1.10), on a
1 - —
Ri,(F) = Ri, REan(a,i'(F)) = R Hom(i,(&;),F), et 1'on gagne.

(i1) = (ii bis). Factoriser i en une immersion fermée suivie 4'une

immersion ouverte.

(ii vis) = (i bis). La question étant locale, on peut supposer X affine,
et, par le dévissage habituel (SGAA IX 2.5), on peut se bornmer & vérifier
(ii) pour F = i,(M), ou i :Y —> X est l'immersion d'un sous-préschéma,

et M est un AY—Module localement constant (constructible). Par la formule
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de projection {SGAA XVIII )
1
R Hom(i,(M),¢) =~ Ri REom(M,Ri(G))
1
et une suite spectrsle, on est ramend & prouver que R Hom(M,Ri'(G)) & ob D:(Y).

1
Montrons d'abord que R i’ (G) & ob DZ(Y). Quitte & factoriser i, on peut

supposer Y fermé. Soit j : U= X - Y 1'immersion complémentaire.

Appliquant le foncteur R Hom( ,G) & la suite exacte
O-—}AUyX‘*‘%AX*—?AYﬁ‘O

on obtient un triangle distingué

R Hom (4. ,,6)

IS

R .Hﬂl;(AY: G¢) ~—> RHo (A,G) .

1
Or on a R Hom G) = G. D'autre part R Hom G) ~ Rj, i’ (¢
___.<A—X7 ) 1% ’ _—(AU,X’ ) Jyg d ( )
f . !
appartient & D:(X) par hypothese. Donc R Homt‘Ay,G) ~z i, Ri’ (G) appar-
tient & DZ(X). Résolvant M & gauche localement, pour la topologie étale,
par des AY—Modules iibres, on en &dduit, par un nouveau dévissage, que

1
R Hom(M, Ri'(G) € ob D‘C“(x), cqfd.
(ii bis) = (ii ter) est trivial.
(ii ter) =2 (ii). Soient i : U —> X une immersion ouverte, F un
ANModule constructible. On doit prouver que R i F) £ ob DZ(X)-

La question étant locale, on psut supposer X noethérien, et 1l'on procéde

par récurrence noethériemme sur X. On peut supposer U % ¢, donc il existe
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j ¢+ V—> U un ouvert non vide de U tel que j*(F) soit localement
*
constant (SGAA IX 2.4). Soit M le mapping-cylinder de F —> Rj,j (F).

Appliquant Ri,, on obtient donc un triangle distingué
R (1)
(+1;///’ v\\\\\
. R . m . .*
Ri(F) — Ri Ry j (F) .
La condition (ii ter) implique que 1'on a
o s s ¥ PR J* +
Ri, R, 3 (F) = R(15), 3 (F) € oD (X) .
On a par suite
. L¥ ¥ L. ¥ . +
R (F) &= 1 R(15), 3 (F) € oD (V) .

Done M & ob DZ(U), puisque F & ob DZ(U). En outre, la cohomologie de M

est & support dans un fermé Z de U distinct de U. Appliquent 1'hypothése de
= = +

récurrence & U3 —3 7, on en déduit que K i (M) & ob D(X), et par

suite que Ri(F) € ob DZ(X) .

L!équivalence des conditions (1)-(ii ter) avec la condition (iii)
est laissée au lecteur (utiliser 1.14).
b) (i) Par normalisation, on se ramdne au cas o X est régulier et 1'on
utilise la pureté (qui sera démontrée en (5.1)).

b) (ii) voir 3.1.6 b).
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3.4 : Le théordme de bidualité sur les préschémas réguliers.

Théortme 3.4.1. {ef. [H] V 2.2.) : Soit X un préschéma (localement noethé-
rien) régulier de dimension finie. On suppose que X est fortement désingu-
larisable (3.1.5), satisfait aux conditions (reg) (3.1.1) et (cdloc)r1
(3.1.3), et que le théoréme de pureté absolue (3.1.4) est vrai sur tout

préschéma lisse sur X . Alors Ay est qualisant (1.6).

Démonstration : Il s'agit de prouver que A‘X satisfait aux conditions (1)

3 (iii) de (1,6). La condition (i) est vérifide en vertu de (3.2.1).

De plus A, satisfait 3 (ii) en vertu de (3.3.1 b)). Reste la condition
(iii). Autrement dit, reste & prouver, d'aprés (1.7), que, pour tout
AX-Module constructible F , l'homomorphisme canonique F —» _QX P—X F (ob
1'on & posé I_)X = TR Hom( ’AX) } est un isomorphisme. La question étant
locale, on peut supposer X noethérien, et par dévissage (3.1.2 (iii bis),
on peut se borner sux F de la forme ¥ = f*i!(A’U), ot i : U —Y est
1l'inclusion d'un ouvert régulier dans un préschéma inteégre, f:Y—>X
est un morphisme fini tel que le point générique de Y soit séparable sur
son image, &' =7 /27, # diviseur premier de n .

Comme X est fortement désingulrrisable, 1l existe alors (3.1.6)

un morphisme propre et birationnel h : Y' —> Y, ou Y' est régulier, h
induit un isomorphisme de U' = h’l(U) sur U, et Y' - U' est un diviseur
% croisements normaux (3.1.6). On a grice au th. de changement de base

(ef. sGas XVII ) i!(%) 2 R, i'!(A'U') {ow it est 1'inclusion

Ut —5 Y1), d'od
£,o1,(a) 22 £, Ru 1, (a) =2 Rg, 31 (4)

avec g = fh. En vertu de (1.11), il suffit de prouver que le couple
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1
(i'!(A!U,),]R'g(AX)) est bidualisent. Plongeant localement Y' dans un
préschéma X' lisse sur X, et appliquant le théorgme de pureté sur X', on
1
voit que R g(Ax) est localement isomorphe & 4y, , A trenslation prés.

On est donc ramené & prouver le cas particulier suivant de (3.4.1) :

Lemme 3.4.2 : Soit X wun préschéma localement noethérien régulier sur le-
quel le théordme de pureté absolue est vrai (3.1.4). Soit ¥ = Ylu cee U Yp

un diviseur strictement & croisements normsux sur X (3.1.6), et soit

U=X-Y . Alors le couple (A‘U X,AX) est biduslisant (1.4).
1

Preuyve : Gréce & la suite exacte 0 —» A —> A — A —> 0, il
LEesve A,x & & ,
revient au méme de vérifier que le couple (A'Y,AX) est bidualisant.

On raisomne par récurrence sur p.

a) p=1. Notons i 1'immersion Y —> X . Par (1.11), il suffit de vérifier
que (Al!,]R!i(AX)) est bidualisant. Or, en vertu du théoréme de puretéd,
1, Y Btr = . . )
R ‘J(AX)_ (/Ln)Y [-2] . Par suite, 1'homomorphisme canonique
A'Y —> -QY ]_)_Y(A'Y) est un isomorphisme, comme on le vérifie trivialement

fibre par fibre (duslité de Pontryagin pour les A-modules).

b) p > 2. Poscns Y' = Yl V...l . On a la suite exacte

-1
\J 1
O__}A(Y—Y'),X——}A!Y—_‘?AY'HO -
Le couple (A'Y,,A.X) étant bidualisant par hypothése de récurrence, on est

ramené par le lemme des 5 & vérifier la bidualité pour (A‘(Y-Y') X’AX)’
’

Or, on a de nouveau une suite exacte :

\J 1 \
O Ay x T T v 77 ©-
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Comme (A.’Y , AX) est bidualisant, on doit donc vérifier qu'il en est de wéme
de (A'Y O AX) Apvliquant & nouveau (1.11) et la puretd, on est finalement
P

ramené & vérifier la bidualité pour (A’Y Ayt Ay ) sur Yp , et 1'on gagne
P P

par hypothese de récurrence.

Corollaire 3.4.3 : Soit S un préschéma noethérien régulier excellent de

caractéristique nulle. Alors A, est dualisant. Bn outre, si f : X ~—> S

S
!
est un morphisme de type fini, R 'f(AS) est dualisant.

Preuve : La premidre assertion résulte de ce que S vérifie les hypothoses
de (3.4.1) (voir 3.1). Pour la deuxidme, on doit d'abord vérifier que

R !f(AS) est de dimension quasi-injective finie. Pour ce, on recouvre S
par un nombre fini d!ouverts affines s, tels que X, = f_l(Si) soit
réunion finie d'ouverts affines Xij plongés comme fermés dans des X' i;
lisses de dimension finie sur S,. De (3.2.%) et (1.6), on déduit alors que
dim.q.inj(l?!f(As)) Z 2 Sup(dimX'ij). Reste & vérifier les conditions (ii)
et (1ii) ge (1.7). Comme celles-ci sont de nature locale sur X pour la
topologie étale, on peut supposer que f se factorise en f = f£'i, ol

f1 ; X' —> S est un morphisme lisse de dimension relative d et i : X — X!
une immersion fermée. On a R !f(As) ~ R'y R f'(AS).

Or IR !f‘(AS) est localement isomorphe & Ay (& translation prés de 2d),
donc dualisant en vertu de la premidre assertion. Par suite, en vertu de
(1.15), R !f(AS) est dualisant, donc en particulier vérifie les conditions

(ii) et (ii) de (1.7), cqfd.

Corollaire 3.4.4 : Soit k wun corps, et soit £ : X — S = Spec(k) un

morphisme localement de type fini, avec dim(X) £ 2.
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t
Alors, R 'f(As) est dualisant.

Preuve : Quitte & remplacer k par sa cl8ture parfaite, opération anodine
pour la topologie étale (VIII 1.1), on peut supposer k parfait. On recou~
vre X par des ouverts affines Xi de type fini sur k . Comme

dim(Xi) £ 2, Xi est fini sur un X’i lisse sur S et de dimension 2
(lemme de normslisation). Par (1.15) on est alors ramené au cas ou f est
lisse, done f!(AS) oL Ay [2d] (localement) i.e. & montrer que dans ce
cas AX est dualisant; mais ceci résulte de (3.4.1), car les hypothéses sont

bien vérifides (voir 3.1)).

Remargue 3.4.5. : On verra plus bas que si X est régulier de dimension ¢ 1,

AX est dualisant.

4. Duslité locale

L'objet de ce numéro est de présenter la notion de "bidualité"
développée aux numéros précédents sous une forme plus proche de 1l'intuition

géométrique.

4.1, Soient X wun préschéma, i : x —> X un point fermé de corps résiduel
séparablement clos, KX un complexe dualisant sur X (1.7). On sait
(1.15) que K{._X} = P!i(KX) est un complexe dualisant sur x , done, en
vertu de (2.1) et (3.4.4), isomorphe & A[rI pour un r £ Z {si A est
local). Nous dirons que KX est normalisé en x si r =0 et si 1'on s'est

donné un isomorphisme K, _, 2 A.
3
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Par exemple, si X est lisse de dimension relative d sur le

spectre d'un corps séparablement clos, le complexe ( ﬁn)xﬁd [Zd__i_ est, en

1/2

vertu du théoreme de pureté (SGA XVI 3, SCGA 4 Cycle 2.3), canonique-

ment normalisé en tout point fermé de X .

4.2. Scient X un préschéma, i : ¥ ——» X un sous-préschéma fermé, KX

i
un complexe dualisant sur X. Aors (1.15) K = R'i(KX) est un complexe
dualisant sur Y, et l'on a la formule d'induction complémentaire (1.12. v)

(ii)), pour F < c¢b D:(X),

(4.2.1) 1" D(F) =~ D Ri(F)

ol 1'on a posé Q_leﬁgg( ’KX) » Dy = R Hom( 'KY)

Appliquons en particulier (4.2.1) an cas ob Y= f{x}est un
point fermé de X & corps résiduel séparablement clos, KX étant normalisé

en x (4.1). Compte tenu de ce que AX est injectif, (4.2.1) s'éerit alors
1
(4.2.2) Q_X(F)x o~ Hom'(R'i(F),a) .

!
Notant que Ri(F) s'éerit aussi, par définition, R T (F), on a donc

~i
ix

un accouplement parfait dans (D(A) :
1

(4.2.2) D(F), x RT (F) —— & ,

donnant lieu & des accouplements parfaits entre groupes finis :
" i -1

(4.2.2) B (F), = B (F) —— 4.

Par exemple, soit X wun préschéma lisse de dimension d sur un
corps séparablement clos, et solt x € X un point fermé. Alors, pour

F & ob DE(X), on a une dualité parfaite canonique entre groupes finis :

(4.2.2)m TS

Ep 2 x B () —> 4.
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Exercice 4.2.3. Soit X un schéma strictement local {SGaa VIII 4.2), de
point fermé =x , et soit i : x =X 1le morphisme canonique. Soit K wun

complexe dualisant sur X , normalisé en x. Notonms
. b -
Li, : D°(4) — D(X)

le foncteur défini par

[l
=
.

Li?(M) =1

(Si X est de tor-dimension finie sur 4, L i? stétend en un foncteur de
p*(4) dans D(X)).

Montrer qu'il existe, pour L & D (X) et M & Db(A), un iso-

morphisme fonctoriel canonique
1
(%) R Hom(L, Li, (M) =5 RHom(R i(1),H) ,

y - -
{on suppose bien entendu que R i : D (X) —» D7(4) est défini ...),

Hint : Définir 4'abord un morphisme "trace" : R'i gi?(M) —> M, puis,

pour vérifier que (*) est un isomorphisme, se ramener, par dévissage, au

cas ou L & ob DE(X) et M= A, et appliquer (4.2.2). Noter que, pour

M = A, (*) se réduit & 1'accouplement parfait ("dualitd locale" cf.[Hj V 6.2)
R TX(L) x R Bom(L,K) —3 & ,

ou

H}i((L) x Ext’i(L,K) — A

4.3. Nous allons maintenant généraliser (4.2.2) au cas d'un point gdométrique
X de X localisé en un point =x non nécessairement fermé. Nous aurcns besoin

pour cela de quelques préliminaires.



38

Lemme 4.3. Soient X wun préschéma, X! le localisé strict de X enun
point géométrique x , f : X' —> X 1la fldche canonique. Alors, pour
F € ob D;(X), G € ob D+(X), 1thomomorphisme fonctoriel canonique

(scar vI T 3.7)
¥ REon(F,¢) —> R Hom(£*F, £*G)

est un isomorphisme.

Preuve : On se ramdne, comme d'habitude, & F et G réduits au degré O.
La question étant locale au voisinage de x , on peut supposer X affine.
F  admet alors (SGAA IX 2.7) une résolution gauche par des faisceaux du type
i!(AU)’ ol i : U —>X est étale de présentation finie, donc, par dévis-

sage, on est ramené & F = i'(AU)' Formons le carré cartésien

g

U = W
{

oo

f

X & X!
On a des isomorphismes canoniques, cas particuliers iriviauz de la dualité
(SGAA XVIII 3.1.10)

R Hom(F,6) «2F Ri, i G

X* * * ¥
R Hom(f'F,f G6) «°% Ri', giG .
Par ces isomorphismes la fléche canonigue
* * *
f R Hom(F,G) —> R Houw(f F,f G)
s'identifie 3 la fldche de changement de base (SGAs XVII

* * *
£ Rii (6) —> Rit,gi(a) -
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Or celle-ci est un isomorphisme, comme on le voit aussitdt par passage &

la limite (SGAA VII 5.11).

Lemme 4.4. Soit X un préschéma, et soit K & ob D:(X) un complexe satise

faisant aux conditions (i) et (ii) de (1.7). Pour que K soit dualisant, il
_ - _— *

faut et il suffit que, pour tout localisé strict f : X(x) —> X, f XK

goit dualisant.

Preuve : Utiliser le fait que tout faisceau constructible sur un localisé
strict X(i) est induit par un faisceau constructible sur un schéma étale

T-ponctué sur X (SGAA IX 2.7.4) et appliquer (4.3).

4.5. Soient X wun préschéma, X un point géométrique de X ,

1% =3X(%) —> X le localisé strict correspondant.

Soit Y 1le sous-préschéma fermé intdgre adhérence de x dans X,

notons g : X —> Y et i:Y —> X 1les fléeches canoniques, et formons

le carré cartésien

(2 est & la fois le point fermé de X' et le localisé strict de Y en ).
Nous noterons

RO s (X)) —> DT(%)
le foncteur défini par

(4.5.1) R = g R'i .
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1 *
Utilisant la relation bien connue entre les foncteurs IR i et ﬂ?j*j ,
ou J : U-—>X est l'ouvert complémentaire de Y, et appliquant le passage &

la limite (SGAA VII 5.11), on trouve un isomorphisme canonigue

(4.5.2) R T 22 Rrlas

Lorsque x est un point fermé de corps résiduel séparablement
clos, le foncteur R Pi coincide avec le foncteur R f‘x habituel

(SC8A V 4.3) ce qui justifie la notation.

. + ', *
Soit Ky € ob D'(X), et posons K, = R'j(K), K, = £ &,
K =£HI";(KX) attention, ¥ u'est pas la fibre de K; en % !). Supposons que
KX soit dualisant. Alors, en vertu de (1.15) et (4.4), il en est de mlme
de Ky,, K, K. Donc (2.1) on a K. o2 g d] pourun & & Z.
Nous dirons que KX est normalisé en ¥ si d =0 et si l'on a choisi un
isomorphisme Kii o~z A. Dans le cas ol x est fermé de corps résiduel

séparablement clos, on retrouve la notion introduite en (4.1).

Soit KX un complexe dualisant, et posons _QX = TR Hom{ ,KX);
N b, .
P‘Y =R Hom({ ’KY)’ etc. Soit F & ob Dc()&), calculons (-D'XF)E'
On a:
(DgF)y =2 g i DyF
e Dy R'i 7 (en vertu de la formule d'induction

complémentaire (4.2.1))

o QE g R'i(F) (d'aprds (4.3)), c'est-i-dire

(4.5.3) (D,F)

Dy AQERJ’}—((F) .

Bien entendu, on aurait pu faire un calcul analogue en passant par
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X' au lieu de Y , on aurait alors obtenu un isomorphisme canonigue
(oF) % Do R'it £(F)
D)y = R R A '

compatible avec {4.5.3) moyennant 1'identification {4.5.2).

Si en outre KX est normalisé en X , on obtient des accouplements

parfaits généralisant (4.2.2)' et (4.2.2)" :

] —
(4.5.3) (P x RIF) — 2 ,

" i ~i
(4.5.3) E@y(P)y) = E(F) — a,
(ot 1'on a posé Eliz ER & ).

Inversement, soit Ky € ob pY(X) satisfaisant sux conditions (i)

et (ii) de (1.7) et tel que K}? =IRI"'§(KX) soit dualisant pour tout point
géométrique X de X . Alors, pour tout X , on peut définir (ef. 1.12 b)

(ii)) wune fléche canonique

(4.5.3) D(Fz — Dz RT_(F) poar F & ob DE(X) .

Si celle-ci est un isomorphisme pour tout x et tout F , alors KX est

dualisant. En effet, il s'agit de vérifier que la fléche canonique

est un isomorphisme pour tout F & ob D:(X). Or, en un point géométrique

arbitraire ¥, on a

N . .
Fo ™% Do Do (Fi) (puisque K- est dualisant)
2y D-RT QX(F) (par (4.3) et la formule d'induction
1.12 b) (1))
o5 DpDe(F) (par hypothdse)
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done, wmoyemnant une vérification de compatibilité, (F,KX) est bidualisant,

ce qui prouve notre assertion. En résumé :

Proposifion 4.5.4. Soient X un préschéma, et Ky € ob DT(X) un complexe
satisfaisant aux conditions (i) et (ii) de (1.7). Pour que KX soit duali-
sant, il faut et il suffit que pour tout point géométrique X de X 1le
complexe Ki soit dualisant et que la fléche canonique (4.5.3) soit un

isomorphisme pour tout F € ob DZ(X).

Remarque 4.5.5. L'existence de complexes dualisants doit &tre considérée,
en un sens, comme un complément important au théoréme de dualité globale,
En effet, ce dernier exprime que l'on a, pour un morphisme séparé de type

fini £ : X —> Y (Y étant quasi-compact), un isomorphisme canonique
DB, (F) 25 R, Dy(F)

(avec les notations de 1.12).

Son exploitation pour le calcul de EQ!f(F) (quand F & ob D:(X) )
nécessite des renseignements sur QX<F)' Lorsque KX est dualisant, ceux-ci
sont fournis par 1'isomorphisme (4.5.%), qui permet, du moins théoriguement,
un calcul des fibres de QX(F) comme invariants de cchomologie "purement

spatiale™,

Exercice 4.5.6. Soit X un préschéma muni d'un complexe dualisant (1.7).

La famille des foncteurs (cf.(4.5.3)" )

_}f).{ : Dz(x) —> (A-modules)

(i parcourant Z et X 1'ensemble des points géométriques de X) est
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. . b
"conservative', i.e. un morphisme F —> G dans DC(X) tel que les
%(F) > H;(G) soient des isomorphismes, est un isomorphisme.

4.6, Soient X un préschéma, j : ¥ —3 X un sous-préschéma fermé,
i: X —> Y un point géométrique de Y. Scit d'autre part KX un
complexe duslisant sur X , normalisé en x {cf. (4.5)). On a vu en (4.5)

que, si Y est l'adhérence de x , on &, pour F & ob DZ(X), un accou~

plement parfait

1.
R J(F)i x QX(F))_(—} A .

I1 n'est pas difficile de définir un accouplement analogue dans le cas

général. Introduisons la factorisation de i en

Pour F & ob DE(X), on a des isomorphismes canoniques :

1
*X- -QY R j(F) (formule d'induction complémen~

taire (4.2.1))

*
R1'23 D(F) >Ry

Y 1 1
R e D, R°5(F) (¢éfinition de R[L (4.5.1))
* * ’ . -
T At D_‘{ i" | 3(F)  (induction ordinaire
(1.12. v) (i) )

o
Bt D i" R *j(F) (par 4.3)), i.e. finalement un

isomorphisme canonique

Lip)_ 22 X
(4.6.%) R 5(¥) > D-R[_J gX(F) ,

X

d'ol des accouplements parfaits
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t
(4.6 RUE xR U InE —s 2,

(4.6.1)" £yF); 1 LR — & .

Exemple 4.6.2. Soient X un préschéma régulier, X un point géométrique de

. ) N ) e s )
X, 4= dlm(QX’X). Posons kX = (Mﬁh)x LZdI . 31 X satisfait & la condi:
tion (reg) (3.1.1) et au théordme de pureté (3.1.4), alors Ky est cano-
niquement normalisé en X. Donec, si KX est dvalisant, on a des accouplements
parfaits

E(F); x ET(EIY) — &,

pour tout fermé Y contenant X et tout F & ob DE(X), avec

)

v

F' =R Hom(F,(fﬁ
Donnons, pour terminer, une variante strictement locale de (4.6.1).
4.7. Soit X un schéma strictement local noethérien (SGaa VIII 4.2), de

point fermé x. Soit Y wun fermé non vide de X , et considérons les immer-

sions canoniques
U=X-Y —2 5 v=X-;x—d>1.

Enfin, soit KX un complexe dualisant normalisé en x (4.1), d'ol des

complexes dualisants "correspondants" sur U, V, ¥, x (et par hypotheése

* * - -
QX=RH0m< JA) ) Ky =3 Ky Ky=1i K, KY=IRLY(KX).
Scit G & ob DZ(U), et posons G' = QU(G) . Nous nous proposons de

définir un accouplement naturel

(4.7.1)  RT(,) x RI(V,i,6)[-1] —> A ,

i.e. un homemorphisme fonctoriel



45

L
(4.7.4)" RT(U,6) ®, RIT(V,1,6)[-1] —> A

(L'anneau A =2/ £ 7 étant de dimension cohomologique infinie pour > 2,

on ne sait définir que les produits tensoriels

B:07(a) x07(4) —s D(4)

et b, (4) xDb(A)tor —> D(a) (#®

£

On laisse donc au lecteur le soin de faire des hypothtses convenables
assurant que les deux facteurs de & figurant dans (4.7.1)' sont dans

Db(A) ou que 1l'un d'eux est de tor-dimension finie.)

Notons d'abord que, par la formule de dualité complémentaire (1.12 a) (ii)

on a un isomorphisme canonique

(4.7.2) i!(G') y Q_V(R’i*G) .

D!'autre part, on a 1l!'isomorphisme de dualité ordinaire
(4.7.3) R Hom(4;,G) 22> R Hom(4y, B1,0) .

Par définition de QV (et indépendamment du fait que K, est dualisant),

on a une fldche canonique
(4.7.4) Ri,6 BD(Ri8) —> K .
De (4.7.2), (4.7.3) et (4.7.4) on déduit une fleche (canonique)
L
(4.7.5) RT(U,6) 8, RI(V,1,6') —> Riom(Ay,K) .
Mais K, = j!KX, et 1l'on a 1'isomorphisme de duslité {SGaA 3.1.10)

(4.7.6) R Hom(AV,KV) ~y R Hom(AV’X , KX) .

Enfin, la suite exacte

(*) (ajouté en 77) Inexact : il est facile, en fait, de prolonger

3
L
é : D(A) x D(A) —>D (A) en ® : D (A) x D(A) —=> D(4) .
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(4.7.7) 0 —= by x> by —> b —> 0
donne un homomorphisme de degré 41 :

(4.7.8) R Hom(AV,X y Ky) — IRHom(A KX YA

En composant (4.7.5), (4.7.6) et (4.7.8), on obtient la fldche annoncée
(4.7.1)0

Nous allons voir maintenant que 1'accouplement (4.7.1) est
Yparfait", i.e. que la fidche (4.7.1)' identifie RT(V,i,6")[-1] a

QXH?I“(UG) .Supposons en effet, ce qui est loisible, que l'on a

k.3
¢=(ji) 7,
avec P < ob Dg(x). Posant F' = gX(F) et Py 4= (3i),G', on a la suite
R !
exacte
(4.7.9) 0 —> F,_, —> F —> F'Y —> 0 ,

U, X

qui donne naissance & un triangle distingué

4
Ie(Fyx)

(b) / \

RT(F1Y) &— RrT( .

Par définition de }%Iﬂx , On a

RI(F = R Hom(A_, F'y o) ;

'
U,X) U,X

done, utilisant (4.7.7) et le fait que (F = RIX, FU

L
U,X>

on a un isomorphisme canonique

R Hom(AV’X , U X)D] IS RTT U X) .
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Mais on a

R Hom(AV’X , F'U’X) = ]RHom(,j!Av s j!i!G‘)
~ RHom{4, , 1,6') per dualité (SCa4 3.1.10)

d'ol finalement un isomorphisme canonique
{4.7.10) Rrv(i!c-)[-q:g ]RI‘X(F'U’X) .

On a d'autre part la suite exacte

(4.7.11) 0 —> &y y —> by —> A4 —> 0 .

qui domme naissance & un triangle distingué.

R (U, Flv)
(a) / \\
R Fy(p) > R I‘X(F) .

En vertu de (4.7.1) et (4.7.10), on a wn accouplement naturel
(4.7.12) mr(u,y\u)erX(F'U’X) —> 3 .

En vertu de (4.6.1), on a un accouplement parfait

(4.7.13) RI“Y(F) x ]RPX(F'QY) —> A .

Enfin, par la formule d'induction ordinaire (1.12 b) (i)}, on a un

accouplement parfait
(4.7.14) BTEOxRIT(F) —> 4 .

Le lecteur qui aura la patience de s'orienter dans ce dédale de "fleches
canoniques" vérifiera que les accouplements (4.7.12), (4.7.13), et (4.7.14)
sont "compatibles" avec les fliches des triangles (a) et (b), et par suite

que les accouplements (4.7.12) et (4.7.1) sont parfaits.
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L'accouplement des triangles (a) et (b) donne naissance 3 deux

suites exactes "transposées l'une de 1'autre" :

(4,715 s BA(X,F) > E(KF) —> B (0,F) — ...

iy o -i , —i-1
ver & H X(Y,FIY) e E (X,F') ¢ E (V,F'U,v) PEEEN

En résumé, nous pouvons énoncer :

Proposition 4.7.16 : Soit X un schéma strictement local noethérien, de
point fermé x . Soient Y un fermé non vide de X, U= X - Y,
V=X-x,1:U -~—>V et j:V~-~>» X les inclusions canonigues.

Soit KX un complexe dualisant sur X normalisé en x (d'oil des complexes

dualisants associés sur V, U, Y).
Pour G & ob DE(U), on a un accouplement parfait :
(*) RHU,G) er‘(v)i!(;'{-lz _> A

G)) .

(oh @

D
Si G=PFPIU, ol F & ob Dz(X), on a un isomorphisme canonigue
(%) RI(v,i6"H [-1] =<5 R I"X(F'U’X)

(o F' =D (F) et Py = (31),(7110) = (31),(6') ),

et un accouplement parfait entre les triangles distingués

- 1.7l - '
R T(U,F|U) RT X(F U,X)

:/ \\ et 1 \
F)

+
R Ty ( » RI7(X,F) RY (p'lY) &—— RT () .
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compatible avec 1'accouplement (*) et 1'isomorphisme (#*), et donnant lieu

4 deux suites exactes transposées l'une de 1'autre {4.7.15).

Remarque 4.7.17. Dans le cas particulier ou Y = {x}, 1'accouplement
(4.7.1) se définit sous la seule hypothdse que Kx s0it normalisé en x
(et non nécessairement dualisant), i.e. tel que HQI“X(KX) > A,
(1'isomorphisme étant domné) : 1'isomorphisme (4.7.2) (qui utilisait la
bidualité) se réduit en effet & 1'identité. Comme 1'accouplement (4.7.14)

est de toute fagon parfait, on voit donc que la_dualité locale sur X

(sous la forme (4.2.2)') dquivaut A& la dualité "globale" sur U = X - x,

i.e. au fait que 1l'accouplement (4.7.1)
RXU,6) x RI(U,6")[-1] —> 4

est parfait, ou encore que les accouplements

HHU,6) x BN (u,et) —s 4
sont parfaits.

Supposons que l'on dispose sur X d'un complexe dualisant KX
normalisé en x. Si X est excellent et U régulier de dimension 4 (x
pouvant donc &tre une singularité isolée), on doit pouvoir vérifier que
Ky = K |U est canoniquement isomorphe 2 ([“h)UQdIZd] (on le vérifie faci-~
lement en tout cas si X est localisé strict d'un préschéma localement de
type fini sur un corps de car. 0). Alors la duelité locale sur X implique
que l'on a, pour tout AU—Module localement constant constructible G, des

accouplements parfaits :
g (v,0) z 2201 4(y,6%) — 5 4

(ot e = EQQ(G,(/LH)Ugd) ), qui correspondent formellement & la dualité de
f

Poincaré sur un schéma de dimension 2d-1.
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5. Dualité locale sur les courbes.

Théoreme 5.1. Soit X un préschéma noethérien régulier de dimension 1.
On suppose n premier aux caractéristiques résiduelles de X.
Alors le théordme de pureté est vrai sur X (3.1.4) et le complexe A

est dvalisant (1.7).

Démonstration : Supposons prouvée la pureté., Comme X satisfait évidemment
3 la condition (reg) (3.1.1), et que la condition (cdloc)n est vérifide en
vertu de (SGAA X 2.2), on en conclut, par {3.2.1), que dim.q.inj(AX) = 2.
D'autre pert, la condition {(ii) de (1.7) est vérifide d'aprds (3.3.1 1) (1))
(qui a été démontré moyennant la pureté). Donc, en vertu de (4.4), on est
ramené & prouver que AX est dualisant quand X est strictement local.
Mais, pour prouver la pureté, qui est une question locale au voisinage d'un

point fermé, on peut également supposer X strictement local. Finalement,

on est ramené & prouver le théoréme guand X est strictement local.

Supposcns done X strictement local. Soient x son point fermé,
T = car(k{x)), aﬁ son point générique, U= X - x = Spec(k(iz)).
Soit G = Gal(k(52)/k(7 )) le groupe fondsmental de U. On sait

[CL Chap. IV § 2 Exer 23 qu'on a une suite exacte canonique

(5.1.1) 1—SPpP—>G—>H—=1 ,

l

oh H= ’,94,‘;_ z,(1), Z#(l) =din eV, et P estun pro-T -groupe.
N i 3/ i “
)

o

(Bien entendu, H est isomorphe, mais non canoniguement, & ;¥»I ZSQ.
SETT L
On sait d'autre part (SGAA VILI 2) que la cohomologie étale de U

s'interpréte comme la cohomologie galoisienne de G, les failsceaux (resp.
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faisceaux constructibles) de AU—modules correspondant aux A-modules (resp.

A-modules de type fini) sur lesquels G opére contindment.

Cela étant, les H;(AX) sont déterminés par la suite exacte
o 0 o
(5.1.2) 0 —>» HX(AX) —> " (X,AX) —> H (U,AU) —> Hi(AX) -—> 0,

et les isomorphismes

i o pi-l )
(5.1.3) HX(AX) H (U,AU) pour i >2 .
Or on a triviaslement HO(X ) = HO(U } = 4, donc Ho( )= Hl( Y=0
byt = byl = Ay gyt = Hldy) = 0
D'autre part, pour un G-A-module {galoisien) M, on a la suite spectrale de

Hochschild - Serre
k3
Epg = BP(g,8¥P,m)) —>H (G,M) .
Comme n est premier & 70 et que P est un pro-T-groupe, on a

Hq(P,M) =0pour g £0 ,
donc Epg =0 pour q# O, d'ol un isomorphisme canonique
(5.1.4)  E(c,m) =< ER(mal) .
On voit d'ailleurs, par un argument analogue, gque HP(H,N) stidentifie &
Proy -
BP(2(1),N) lorsqu'on fait opérer trivialement sur N 1le facteur Z (1).

On a donc finalement, avec la convention précédente, un isomorphisme

canonique
(5.1.5) #(6, M) o2 wP(Z(1),1P) .

Or la cohomologie galoisiemne de 7 est bien comnue (CG chap. I p.31)

pour un G~A-module N, on a

L
(5.1.6) E(ZN) =0 pour i 2 ;
~ 7
Bz,N) = v
l Fa
(zXN) =8~ .

Z
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De (5.1.3), (5.1.5), et (5.1.6) on déduit aussitdt que
Hi(U,AU) =0 pour i} 2,
ot Hl(U,AU) Ao A

Ce dernier isomorphisme n'est pas canonique, car il dépend du cheix d'une
~ ~

identification de Zﬁl) & Z. Mais, utilisant la suite exacte de Kummer, on

trouve (SGAA XIX 1.3) un iscmorphisme cenonique (domné par la "classe

fondamentale locale")

(5.1.7) Hl(U,/Jh) oA

La pureté est donc démontrée.

Prouvons maintenant que AX est dualisant. D'apres (4.7.17), il
s'agit de montrer que, pour tout AU—Module localement constant constructible

M, 1l'accouplement
(5.1.8.)  EYU,M) x Hl-i(U,Hom(M,AU)) e Hl(U,AU) 20 (//f-n)@-l
—— X

est une dualité parfaite., Nous allons interpréter cet accouplement en termes

de cohomologie galoisienne. Nous utiliserons le lemme élémentaire suivant :

Lemme 5.1.9 : Notons D = Hom{ ,4) le foncteur duslisant de Pmtrjagin sur la
catégorie des A-modules de type fini. Soit I un A-module de type fini sur

lequel un groupe G opere A-linéairement.

(i) On a un isomorphisme canonigue

(M%) =~ (o), .

(i1) Si G est wn groupe profini opérant continfiment sur M et si G est de

pro-ordre premier & n, la fl&che canonique

G
M — MG

est un isomorphisme.
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Preuve : On a par définition

W0 = 1im Ker(M 573, w) |

s¢G

dtou
p(M*) ~ 1in Coker(d¥ 571, pM) o2 (DM),
=1 G
8¢G
ce qui prouve (i).

Prouvons (ii), Soit M' le A-module d4fini par la suite exacte

0 = N —> K —> MG-——%* o .

On a Hl(G,M‘) = 0 parce que G est de pro~ordre premier & n. La suite
exacte de cohomologie implique donc que la fléche M _— MG est un épi-

morphisme. Mais, appliquant le foncteur D et tenant compte de (i}, on en

déduit qu'elle est un monomorphisme, ce qui achéve la preuve.

Appliquant (5.1.9) & M et P, on trouve que Egg(M,A)P s'identifie

' ~

canoniquement & Hom(MP,A). Si 1'on choisit un isomorphisme de Z{1) sur Z,
ltaccouplement (5.1.8) s'éerit, compte tenu de (5.1.5),

(5.1.8)" B (7,) x 87 HG,0(0F)) —> #(5,8) = 4.

I1 résulte aussitdt de (5.1.6) et (5.1-9(i)) que (5.1.8)' est un accouple-

ment parfait. Cela achdve la démonstration de (5.1).
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APPEND ICE

par L. ILLUSIE

La théorie précédente s'étend facilement & des Anneaux de base plus
généraux que 1'Aanesu constant 2Z/nZ. Nous allons indiquer bridvement comment
s'éerit la théorie pour des Anneaux de base localement constants, ammulés par
n >0, et & fibres géométriques des anneaux noethériens. Ce n'est d'ailleurs
la qu'un cadre provisoirgez on devra t8t ou tard globaliser, en prenant

comme "coefficients" sur un préschéma X des préschémas relatifs sur le

site (Xét,_z/ng).

1. Faisceaux constructibles
1.1. Soit X un préschéma, et soit AX un faisceau d'anmneaux sur X (pour

la topologie étale), localement constant, i fibres géométriques des anneaux

noethériens & gauche. On note AX la catégorie des AX-Modules a gauche, et

D(AX)(OUVD(X) s'il n'y a pas de confusion & redouter) la catégorie dérivée

correspondante. La notion de AX—Module (n gauche) constructible se définit

comme dans (SGAA IX 2.3), en remplacant 1'expression "localement constant
de valeur de présentation finie" par "de présentation finie comme

AU ~Module".
i

On note Dc(X) la sous-catégorie pleine de D(X) formée des complexes B tels
que g}(E) soit un AX—Module constructible pour tout i. C'est une sous-

catégorie triangulée de D(X).

()

Selon Grothendieck!
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1.2, Soit E & ob D(X). On dit (ef. Exp. II 3.11) que E est pseudo-
cohérent si, pour tout i, g?(E) est un Ac-Module de présentation finie
{ou localement constant constructible si 1'on préfére). On note D(X)coh
(ochoh(X)) la sous-catégorie pleine de D(X) formée des objets pseudo—
cohérents. Il résulte de (SGAA IX 2.1} que c'estune sous~catégorie trian-—

gulée de DC(X).

Proposition 1.3. (lemme de dévissage). Soit X un préschéma quasi-compact
et quasi-séparé (resp. noethérien), et soit C une sous-catégorie strictement
pleine de la catégorie Cons(X) des AX—Modules & gauche constructibles.

On suppose C stable par extensions. Conditions équivalentes :

(i) ¢ = cons(Xx) ;

(1) C contient les faisceaux du type i (F), ot i:Y —>X estun

sous~préschéma de présentation finie (resp. un sous-préschéms intégre), et

F est localement constant constructible sur Y .

Si AX est constant de valeur A un anneau noethérien & gauche annulé par
un entier n » 0, les conditions précédentes sont équivalentes & :

(iii) ¢ est stable par facteurs directs et contient les faisceaux du type
f*i!(MU), obh 1 : U —>Y est une immersion ouverte {resp. mn ouvert d'un
préschéma intégre), f : ¥ —> X un morphisme fini (resp. fini et tel que
le point générique de Y soit séparable sur son image), et MU un
AU-Module & gauche constant de valeur un A-module monogéne annulé par un

diviseur premier de n.

Enfin, si X est noethérien et satisfait b la condition (reg)

(I 3.1.1), la condition {ii) (resp. (iii)) équivaut & la condition analogue



57
ol 1'en suppose en outre Y (resp. U) réeulier.

Preuve : L'équivalence des conditions (i) et (ii) se prouve comme dans le
cas ol AX est constant, voir (SGAA IX 2.4 et 2.5).

Supposons Ay constant de valeur 4 annulée par n, et prouvons que (iii)
implique (ii). Soit E & ob Cons(X), montrons que % € ob C. D'aprds
1téquivalence (i) & (ii), on peut supposer que E = j!(F), o J:Z2-—X
est 1l'immersion d'un sous-préschéme de présentation finie (resp. intdgre),
et F un AZ-Module constructible localement constant, que 1l'on peut méme
supposer (quitte & dévisser un peu pius) trivialisé par un revétement étale
g: 4" —> 7 de groupe G. Le faisceau F est donc défini par un A-module
de type fini M ol G opére. Si Z est un diviseur premier de n, le sous—

groupe de Z—torsion de M est un sous~G-A-module MZ de M, et 1'on a

M = @ Mg y
ol Z parcourt l'ensemble des diviseurs premiers de n. Vu la stabilité de
C par facteurs directs, on est donc ramené gu cas ou M est de )2 ~torsion.
Soit H un £-groupe de Sylow de G, et soit h : U = Z'/H —> 7 1le revé-
tement intermédisire correspondant & H. Le degré de h étant premier a £ ’

la "méthode de la trace" (SGAA IX 5.1) montre que la fldche d'adjonction
*
F — b, h (F)

est un isomorphisme sur un facteur direct, donc il suffit de prouver que
*
3, b, b (F) & ob C. En vertu du "Main Theorem" (EGA IV 8.12.6), il existe

un diagramme commutatif

h f

Y

)

U—>> Y
‘_3—9}(

N <
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ol i est une immersion ouverte, et f un morphisme fini. On a
* *
ihha (P) o2 £4 0 (F) .
*
Or h (F) est défini par M considéré comme H~A-module. L!implication

(iii) :#}(ii) résultera donc 4u lemme suivant :

Lemme 1.3.1. Soient A wun anneau noethérien & gauche, £ un nombre premier,
H un Z-—groupe fini, M un H-A-module & gauche de type fini annulé par

W
£ (» ;,1). I1 existe une filtration finie de M par des sous=H-A-modules

tels que les quotients successifs soient des A-modules monogénes annulés

par € et ou E opére trivialement.

Preuve : La suite exacte (de H—A—modules)

00— M — M —> WAL —> 0
raméne, par récurrence sur v , au cas oi M est annulé par 4.
Montrons qu'alors M admet une filtration finie par des sous-H-A-modules tels
que H opere trivislement sur les quotients successifs. Raiscnnant par récur-
rence noethérienne sur 1'ensemble des sous-H-A-modules de M possédant la pro-
priété énoncée, on est ramené & prouver que M £ O implique MH #£ 0. Or on vé-
rifie trivialement que le noyau de 1'augmentation :Féf[Hl ] Hié est un idéal
nilpotent, et le lemme de Nakayama implique que tout H—Ifg -module non réduit
& 0 possiéde un vecteur invariant non nul, ce qui prouve notre assertion.
M admet donc une filtration finie telle que les quotients successifs soient
des A-modules de type fini annulés par £ et ou H opére trivialement. Par
récurrence noethérienne on peut méme obtenir que les quotients successifs soient
des A-modules monogdnes, ce qui achéve la démonstration de (1.3.1).

La dernidre assertion de (1.3) est immédiate et laissée au lecteur.
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2. Dimension guasi-injective.

Les notations étant celles de (1.1), on définit comme en
(I 1.1 et 1.4) les notions de AX—Module quasi-injectif, et de dimension
quasi-injective d'un objet de D(X). Les propositions (I1.3, 1.5 et 1.6)
st étendent sans changement.

I1 est parfois commode d'introduire une notion de dimension guasi-

injective ponctuelle. Soit x £ X, et soit X & ob D+(X). On dit que K

est de dimension quasi-injective < N en X si, pour tout AX—Module cons-—

tructible F, on a

Extl(F,K)_i =0 pour i>N.
On appelle dimension quasi-injective de K en X, et 1'on note dim.q.inji(K)
la borne inférieure des N vérifiant la condition précédente. Bien entendu,
on a

dim.q.inj(K) = Sup dim.q.inji(K) R

ol X parcourt l'ensemble des points géométriques de X.

I1 est intéressant de comparer la notion précédente avec la notion
de dimension topologique stricte introduite par VERDIER dans E?] . On di%
que K €& ob D+(x) est de dimension topologique stricte < N en un point

géométrique X de X si pour tout sous-préschéme Y de X, on a
Bxtt(A,,K)  =H(K). =0 pour i > N.
Ext {4y, < EY 5

On appelle dimension topologique stricte de K en X et 1'on note dimstopi(K)

la borne inférieure des N vérifiant la condition précédente.

Tandis que la dimension quasi-injective dépend a priori de 1'Ammeau
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de base, la dimension topologique stricte ne dépend que du complexe de fais-
ceaux abéliens sous-jacent.
On a évidemment :

dimstopi{x) < dim.q.inji(K) .

Nous verrons plus bas des exemples ol 1l'on a 1'égalité.

3. Complexes dualisants ; définition et propriétés formelles.

Gardons les notations précédentes, mais supposons AX commutatif.
Les notions de couple bidualisant et de complexe dualisant se définissent
comne en (I 1.7). Les énoncés (I 1.9, .11, 1.14) sont valables sans modifi-
cation. Les énoncés (I 1.12, 1.13, 1.15) sont également valables, mais 2
condition de supposer A amnulé par un entier n> O premier aux caracté-
ristiques résiduelles de Y. Enfin le théoréme d'unicité (I 2.1) est valable

pourvu que l'on suppose Spec(AE) connexe pour tout point géométrique X de X.

4. Pureté absolue

Revenons sur la situation de la pureté cohomologique absolue
(1 3.4.4) . Soit X un préschéms localement noethérien régulier, et soit
n > 0 un entier premier aux caractéristiques résiduelles de X . Soit
it Y —» X un sous-préschéma régulier de codimension d > O en tout point.
Dire que le couple (Y,X) satisfait & la pureté cohomologique absolue signifie,
1/2

rappelons~le, que 1'homomorphisme "classe fondamentale locale® (SGA 4

Cycle 2.2).
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8-d - !
)y 2] — Ri(%/n2),

(4.1) (

71

est un isomorphisme.

Donnons-nous maintenant sur X un faisceau d'anneaux AX annulé
par n. Posons pour un instant G = (_Z/n_Z,)X. Alors, pour tout P & ob D+(AX),

on peut définir une flidche canonique de D+(AX) H

(4.2) i*(p) éynz Ri'(Q) —> Ri'(F ég/nz Q) .

I1 revient au méme, en effet, par dualité (sGas XVIII 3.1.6)
de définir une fléche
*

i!(i (F) éz/nz_ Fi!(G)) —> F g/n_z_G ;

on choisira pour celle-ci la composée de la fléche de Kilnneth

(SGAL XVIT 5.4.2.2)
Lol ¥ ! . .1
8,60 By, FU(0) — Ry, s RE@
et de la Tliche déduite de 1'homomorphisme trace (SGAA XVIIT 3.1.6)

F&Z/n—z_i!mi!(G) —> Féz/nze .

On notera que dans la définition de (4.2) on a seulement utilisé le fait que
G et ]Ri! (G) étaient de tor-~dimension finie sur _Z_/n_Z_. Supposons d'autre
part que le foncteur i! soit de dimension cohomologique finie sur la caté-
gorie des (_Z/ng)x-Modules : clest le cas par exemple si X est de type fini
sur un corps (SGAA XIV 3.1), ou plus généralement si X est excellent d'égales
caractéristiques (SGAA XIX 6.1) lorsqu'on dispose de la résolution des singu-
larités, ou encore si X est de type fini sur Spec(_&) (SGAA X 6). Alors, la
flsche (4.2) se définit pour tout F € ob D(AX).

Composant (4.1) et (4.2), on a donec, pour F €& ob D+(AX)’ une

fléche canonique
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(4.3) i () &_Z./ (v [-2d] —> Ri'@) .

+
Supposons que AX soit localement constant, et soit F € ob D (Az)
tel que, pour tout i, g}(F) soit un Ay-Module localement constant.

1
Aors, gi i’ est de dimension cohomologique finie, la fléche (4.2) (et par

suite la fldche (4.3) si (¥,X) satisfait & la pureté) est un isomorphisme.

En effet, par dévissage, on se raméne d'abord au cas ou F est ré-
duit au degré 0. La question étant locale, on peut supposer X affine, et
AX et F constants. Résolvant F A gauche par des AX—Modules libres, et
appliquant 1'hypoth&se que i! est de dimensien cohomologique finie, on se
raméne au cas ou F est libre. Par un passage & la limite immédiat, on se
raméne & F libre de type fini, et finslement & F = by Il suffit donc de
démentrer 1'assertion dans le cas Ay = (g/ng)x . Mais le dévissage précédent

raméne & P = (g/ng)x, et dans ce cas la fldche (4.2) se réduit & 1'identité.

Définition 4.4. L'Anneau AX étant donné ﬁocalement constant, annulé par n)

nous dirons que le couple (Y,X) satisfait & la pureté cohomologique au sens
fort, si, pour tout P ¢ ob D+(AX) tel que les E?(F) soient localement
constants, la fléche canonique (4.3) est un isomorphisme.

Nous dirons que le théortme de pureté est vral au sens fort sur X,
si localement (pour lsa topologie étale) tout couple (Y,X) comme ci-dessus
satisfait a la pureté au sens fort.

D'aprés ce qu'on a vu, pour que (Y,X) satisfasse & la pureté au
sens fort, il suffit donc que (Y,X) satisfasse i la pureté au sens ordi-

1 . -
naire (I 3.1.) et que le foncteur 1i° soit de dimension cohomologique finie.
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5._Majoration de la dimension guasi-injective.

Proposition 5.1. Soit X un préschéma localement noethérien régulier, muni

d'un faisceau 4'anneaux AX localement constant, annulé par un entier n > O

premier aux caractéristiques résiduelles de X , et & fibres géométriques

des anneaux noethériens a gauche. On suppose que X satisfait aux conditions

{reg) (I 3.1.1) et (cdloc)n (I 3.1.3), et que le théordme de pureté au sens

fort est vrai sur X (4.4) (Conditions toutes vérifides si X est lisse

sur um corps parfait, ou si X est excellent de caractéristique nulle).

Soit F ¢ ob D+(AX) tel que les g?(F) soient localement constants, et soit

X un point de X tel que l'on ait P £0 et dim.injAﬁ(Fi) <+ > ,0na
X

dans ces conditions :

dim.q.in,ji(F) = 2 dim(0

_X’X) + dim.m,j(F.i) ,

avec les notations du n° 2.

N

Démonstration. I1 n'y a qu'a reprendre pas 4 pas la démonstration de

(I 3.2.1). On va d'abord montrer 1'inégalité
dim.q.inj=(F) < 2 ain(Qy ) + dim.inj(F) = N,
i.e. la relation
(*) Extl(E,F)§.= O pour i> N et tout AX—Module constructible E.

La question étant locale, on peut, par dévissage (1.3), se borner & vérifier
(%) pour E = i'(M), ou i :Y-—> X est un sous-prdschéma intégre régulier
fermé dans un ouvert D(f), (oh f ¢ [’(X,0,)), de codimension d en tout

point de D(f), et M un AY—Module localement constant constructible

(ay = 1'8y).
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Or on a 1'iscmorphisme de dualité (SGAA XVIII )
1
]RHom(i!(M),F) &2 Ri, REom(M,Ri’F) .
Par le théoreme de pureté, on a d'autre part 1'isomorphisme (4.3)

E b, (O] 25 Ri'(E)

Soit ¥ un point géométrique de Y. Comme M est localement constant

constructible, on a {canoniquement)

) ’

! . t
R Hom(M, R4 F)y o P@(My, (Ri F)i

donc, gréce & (4.3),
1
]RHom(M,IRi'F); ~ R Hom(M37 s Fi) [-24] .
On peut d'autre part supposer qu'on s'est placé dans un voisinage de X

connexe. On a alors

. o2 P, O
F3 7 % ¥

pulsque AX et les g?(F) sont localement constants, d'ol

i

i/, . e
Ext (M§ s F§) 0 pour i > dlm.an(FE),
soit finalement
1
BxtYM,Ri'F) = 0 pour q > 2d + diminj(E) .
!
Posons G = R Hom(M,Ri'F), et calculons maintenant R i*(G)i R
Pour cela, on introduit, comme en (I 3.2.1), 1'adhérence schématique Z de Y
dans X, d'ol un diagramme cartésien 3'immersions
Y — 5 D(f)
Y l
k
Z .5 X .
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On a donc R i*(G) ~ k*]R,j*(G). On suppose bien entendu que x ¢ Z, sinon
1'on aureit trivialement IR i*( @) = 0. Introduisons alors le localisé strict

Z= Spec(Q_Z,i) de Z en %, et notons T 1'image de f dans O

“2,% !
T=2 x, Y= Z v D(f), & 1'image inverse de & sur Y. D'aprds (SGA4 VIII
5.2), on a
s — . ,\/ > A
IR:L*(G)}.E = ]RJ*(G)E > RO (Y,6) .

La condition (cdloc)n implique donc, via un argument de suite spectrale,
que l'on a
D. _ N .

R l*(G)§ =0 pour p>24 + dlm.ln‘](FE;) + dlm(QZ’x) .
Meis on a (ef. I 3.2.1 démonstration)

dm(Q,Z’X) = dim(gx,x) -d >0 ,

D. ~ R R

done R'i, (G)E— 0 pour p> d + dlm(gx,x) + dm.mg(Fg) ,

donc a fortiori pour p > Zdim(_(lX x) + dim.in,j(Fi) , ce qui démontre (*).
H
Reste & prouver que la majoration (*) est la meilleure possible.
Posons f = dim.inj(FE), et soit M' un A--Module de type fini tel que
f
Ext (a0, F) £0 .

Soit Z le socus-préschéma fermé intégre de X adhérence de x, et soit
Y=UMN2Z un ouvert régulier de Z contenant x et de codimension

d

(3.1'.!11(_(2X x) en tout point. Quitte & restreindre Y, il existe un AY-ModuJ.e
’
localement constant constructible M tel que Mi = M!', Appliquant le

théordme de pureté, on trouve alors

Bt (i), o2l (e,m) 40,

ce qui achdve la démonstration.
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Notons que si F est un AX—Module tel que FE soit injectif, on
peut, dans la derniére partie de la démenstration, choisir M= AY; on

obtient donc :

Corollaire 5.1.1. Sous les hypothéses de (5.1), supposons que F soit un

AX-Module localement constant tel que Fg soit injectif. Alors on a
dlm.q.lngi(F) = dlmstop§(F) =2 dlm(gx,x) y

avec les notations du n° 2,

Remarques 5.1.2. a) Avec les notations de {5.1), si Fi =0, alors F =20

dans un voisinage de x , donc R Hom(E,F)E = 0 pour tout E % ob DT(X).

b) Si dim.inj(Fi) =+ =0 , alors dim.q.injg(F) = + of ; en effet, pour
tout p, il existe un A--module de type fini M' tel que ExtP(M',F;() £ 0,
donc un AX—Module constructible M, localement constant au voisinage de x,

tel que E_xf’(lvl,F)E £ 0.

6._Constructibilité de N Hom.

Lféquivalence des conditions a) de (I 3.3.1) est encore valable
lorsqu'on remplace 1'Anneau (g/ng)x par un Anneau commutatif, localement
constant, et & fibres géométriques des anneaux noethériens: il n'y a rien i
changer & la démonstration.

Les conditions précédentes sont vérifiées lorsqu'on dispose de la
résolution des singularitds et de le pureté au sens fort (4.4), en particulier
si X est de dimension £ 1, ou si X est excellent de caractéristique nulle,

ou localement de type fini sur un corps et de dimension < 2.
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{. Existence de complexes duslisants.

Dans ce numéro, X désigne un préschéma muni d'un faisceau
4'anneaux A'X commtatif, localement constant, et & fibres géométrigues

des anneaux noethériens.

. - +
Lemme 7,1. Soient F & ob D coh(x), G ¢ ob Dcoh(x), alors

R Hom(F,G) € D:Oh(X) (notations de (1.2)).

Preuve : C'est standard. On se raméne, par une suite spectrale, & F et G

réduits au degré O, puis 1l'on procéde comme dans (EGA OIII 12.3.3).

Lemme 7.2, Soit g : X' —> X un morphisme de préschémas, et munissons X'
. . o - +
du faisceau 4!anneaux AX' =g (AX) Mors, pour F £ ob Dcoh(X)’ GeobD (x),

la fléche canonique
* * *
g R Hom(F,G) —> R Hom(g F,g G)

est un isomorphisme.

Prauve : C'est également standard : on se raméne, par dévissage, a

F=iy (cf. BGA O 12.3.5).

i1

Remarque 7,2.1. Les lemmes précédents sont des cas particuliers d'énoncés

plus généraux qui figurent dans (SGA 6 I).

o+
Lemme 7.3. Supposons X quasi-compact, et soit K & ob Dcoh(x) tel que,
pour tout point géométrique X de X, Ki soit un complexe duslisant au sens
de @7 V 2.1. Alors, pour tout F & ob D:oh(x), on a

R HBou(F,X) ¢ ob Dzoh(x), et T est réflexif relativement & K.
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N

Preuve : On peut, bien entendu, se borner & faire la vérification pour P

réduit au degré O. Dtaprds (7.1), on a R Hom(F,K) € ob Dzoh(X).
b

coh(X). Soit ¥ un point géométrique

Prouvons que l'on a R Hom(P,K) ¢ D

de X. D'apreés (7.2), on a
R Hom(F,K)}-{ =~ R Hom(F}-{— » Ko ).
Si 1'on pose dim.inj(Ki) = %(x), on a done
@c_t}(F,K)i =0 powr i N(Z) .

Comme les Extl(F,K) sont localement constants, il existe alors un voisinage
ouvert U de ¥ tel que Ext (F,K)|U =0 pour i> N(X), et l'on gagne

gréice & 1'hypothése de quasi-compacité sur X. Reste & vérifier que la

fléche canonique
P — RHon( R Hon(F,X),K)

est un isomorphisme. Il suffit pour cela de se placer en un point géométrique
X de X. Dans le diagramme commutatif
F. ——— RHon( R Hon(P,X),¥)
| |
14 i
B ]RHom(]RHom(FE,Ki),K.X) s
la fliche verticale de droite est un isomorphisme d'apreés (7.2) et la fliche

horizontale du bas est un isomorphisme parce gue Ki» est duslisant, donc la

fleche horizontale supérieure est un isomorphisme, cgfd.

Lemme 7.4. On suppose que X est un préschéma noethérien régulier, que

AX est annulé par un entier n > 0 premier aux caractéristiques résiduelles
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de X, et que le théordme de pureté au sens fort (4.4) est vrai sur X.
Soit D wun diviseur & croisements normaux sur X (I 3.1.5 a)), notons

Jj: Y= V(D) —> X et i : XY =U —>X 1les inclusions canoniques.

Soit K € ob D:OhﬂX) tel que, pour tout point géométrique X de X, K soit
un complexe duaslisant pour 1'anneau Ai (au sens de Z§7 v 2.1). Alors, pour

*
tout E £ ob Dgoh(x), ona R Hom(i,i (E),K) & ob DE(X), et le couple

*
(1,1 (B),K} est bidualisant.

Preuve : On peut supposer E réduit au degré O, i.e. un AX-Module localement
constant constructible. D'autre part, la question étent locale sur X pour

la topologie étale, on peut supposer que

(a) AX est constant de valeur A, et E est constant de valeur notée E

par abus de langage, soit E = EX H

N

(b) D est strictement 2 croisements normaux, soit D = /
i€l

div(si),

o s, €T (%,0).

Raisonnons par réeurrence sur p = card(I). Pour p = O, les assertions sont

conséquence de (7.3). Supposons que I = {1,...,p}, posons Yi = V(sj),

¥ = V(;Ei__.ﬁ_ div(s,)), U' = X =¥ , d'ol un diagramme cartésien
1<1i<pt *

d'immersions

i f

1
3 — LA N N X,

l 3'p\’/ l 5

it
— X .

I —=» WU
Considérons la suite exacte

0 —> By y —> By x —> EU'hYp,X >0 .
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Par hypothese de récurrence, le théoréme est vrai pour le couple (EU‘ g K).
s

Comme, pour K fixé, 1l'ensemble des F tels que R Hom(F,K) € ob DE(X) et

que (F,K) soit bidualisant forme une sous-catégorie triangulée de DC(X), on

est ramené i prouver le théortme pour le couple (E X). Mais on a

TAY X!
4
Enpy ,x = 9 i Gpiny )|
P P
et, dtaprés (I 1.13), il revient au méme de prouver le théoréme pour le cou-

. !
ple (l;)!(EU’f)Y Y, ’Jij'(K)) dans Yp. Mais, par le théordme de puretsd,

on e (4.3)
Ry, (0 o g, (/;n)Yf* r-2] .

! - +
D Rj "(K) & obD
one Jp ( ) (SR G

h(Yp) et pour tout point géométrique ¥ de T,

1
(l’ij (K>)§ est dualisant, et par suite on gagne grice & l'hypothése de

récurrence.

Théortme 7.5, On fait les hypoth®ses suivantes : X est un préschéma noethé-
rien régulier; AX est annulé par un entier n > 0 premier aux caractéristi-
ques résiduelles de X ; X est fortement désingularisable (I 3.1.5.), satis—
fait aux conditions (reg) (I 3.1.1) et (cdloc)n (I 3.1.3); le théorime de
pureté au sens fort {4.4) est vrai sur tout préschéma lisse sur X
(Conditions satisfaites si X est excellent de caractéristique nulle, ou

de dimension & 2 et lisse sur un corps parfait).

< ob 3t (X) est tel que KSE soit dualisant (au

AMors, s1 X coh

sens de _/1317 V 2.1) pour tout point gdométrique ¥ de X, K est duslisant.

Démonstration. Il s'agit de montrer que K satisfait aux conditions

(1) & (4ii) de (I 1.7). Pour tout point géométrique X de X, K est de
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dimension injective finie, et, comme K & ob D' _ (X), la fonetion

coh
X oy d:i_m,in,j(Ki) est localement constante, donc bornée puisque X est
noethérien, I1 résulte alors de (5.1) que K est de dimension quasi-

injective finie.

D'aprés ce qu'on a vu su N° 6, la condition (ii) de loc.cit. est

également vérifide.

Reste & prouver la condition (iii), i.e. que tout F & ob DE()&)
est réflexif relativement & K. Par dévissage, on peut supposer F réduit au
degré O. D'autre part, la question étant locale sur X pour la topologie
étale, on peut supposer AX constant de valeur A. Le dévissage (1.3) nous
ram®ne alors & F = f*i!(EU), ot £ : Y —» X est un morphisme fini, avec Y
intégre de point générique séparable sur son image, i : U —> ¥ un ouvert
régulier £ §, et EU un  Ap-Module constant de valeur E un A-module de
type fini. Comme X est fortement désingularisable, il existe (I 3.1.5) wn
morphisme projectif et biratiormel h : Y!' — ¥ el que ¥' soit régulier,
que h induise un isomorphisme h_l(U) —> U, et que h—l(U) soit le complé-
mentaire d'un diviseur & croisements normaux dans Y'. Identifiant h—l(U)

a U par h, on a donc un diagrame commutatif
Yl
il
/ \Lh \
i f
i) Y X

*
f*i!(EU) = f Rh, i'!(EU) 2 Reg, i'!(EU) > Rg, i',i (EY,) .

On a par suite

En vertu de (I 1.13), il suffit de prouver la bidualité pour le couple
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1
(i‘li'*(EY,),ﬂ?'g(K)). Mais, plongeant localement Y' dans un préschéma X'
lisse sur X et appliquant la pureté au sens fort sur X' (4.4), on trouve

1
que R ‘g(K) est localement isomorphe (& translation pr2s des degrés) a

* ! . + 1
g (K), donc que R ‘g(K) ¢ ob Dos ¥t) et que R 'g(K).}z est dualisant

W
pour tout point géométrique X de Y'. I1 suffit alors d'appliquer (7.4).
La démonstration précédente prouve d'ailleurs gue l'on a
b
R Hon(F,K) & ob Dc(X) (moyennant le théoréme de finitude pour un morphisme
propre (SGAA XIv), ce qui soulagera le lecteur qui n'aurait pas eu confiance

dans le laius du n® 6.

Cela acheve la démonstration.
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Exposé III1

FORMULE DE LEFSCHETZ

par A, Grothendieck, rédigé par L. Illusie

Dans cet exposé, nous démontrons la formule de Lefschetz en cohomologie
étale, pour les correspondances entre complexes de faisceaux, dans la formulation
de Verdier (cf. [187). Dans une rédaction antérieure, distribuée par 1'IHES il y a
dix ans environs, la formule était énoncée, sous des hypothéses de résolution, mais
les compatibilités réquises n'étaient pas démontrées. Les théorémes de finitude de

Deligne (SGA 41/2

Finitude) ont permis de se débarrasser de ces hypothéses, a condi-
tion de travailler sur desschémas séparés et de type fini sur un corps. Quant aux

compatibilités, le rédacteur les a (péniblement) vérifiées.

Disons tout de suite que la formule de Lefschetz dont il est question ici,

1/2 Cycle),

tout comme la formule des traces pour les coefficients constants (SGA 4
qu'elle généralise, est essentiellement triviale : elle traduit seulement certaines

compatibilités dans le formalisme de dualité., Grosso modo, elle dit que, sous cer-

taines conditions la trace d'un endomorphisme d'un complexe d'hypercohomologie

RI(X,L) , ot L est un complexe de faisceaux sur X , peut se calculer comme™in-
tégrale'" de certaines classes de cohomologie sur X x X . En pratique, les endomor-
phismes que 1l'on considére sont associés 2 des correspondances Cc X x X , et les

classes que 1'on récupére sur le produit sont & support dans C N A , oi A est la
diagonale ; ces classes sont "de nature locale" au voisinage des points fixes, ce
qui, en principe, facilite leur calcul. Voir 4,2, 4,7 pour des énoncés précis. En
fait, le calcul de ces classes "locales" en termes d'invariants plus compréhensibles,
sans lequel la présente formule n'aurait pas d'intérét, n'a été abordé pour l'instant
que dans des situations trés particuligres (voir 4.10, 4.11, et 1'exposé suivant, ob

est traité notamment le cas de la correspondance de Frobenius sur ume courbe),

Faute de disposer d'une bonne catégorie dérivée de faisceaux 4-adiques
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(1a theése de Jouanolou n'ayant malheureusement pas été publiée); nous travaillons

systématiquement avec des coefficients de torsion (premidre aux caractéristiques ré-
siduelles), En dépit de menues difficultés techniques dans la définition des traces,
ce point de vue conduit en fait & des formules plus fines, plus maniables aussi dans
la mesure ol, pour le calcul des termes locaux, on désire trivialiser par des revé-

1/2

tements les faisceaux en jeu (voir notamment (SGA &4 Rapport), III B , et XII).

a

Au n° 1, nous fixons les notations et rappelons diverses formules de

Kunneth de (SGA 41/2

Finitude), qui fouent un rdle essentiel dans la suite, Nous in-
troduisons aussi un certain nombre de catégories fibrées et cofibrées, dont la con-
sidération facilite plus loin certaines vérifications de compatibilités. Le n°2, trés
technique, peut 8tre sauté en premilre lecture. Son résultat principal (2.5) exprime
une compatibilité entre produit tensoriel externe de RHom image directe et change-
ment de base. Au n° 3, nous définissons les correspondances cohomologiques entre com-
plexes, et montrons comment elles agissent sur 1'hypercohomologie ; le résultat cité
ci-dessus permet de décrire cette action de diverses maniéres équivalentes, Le coeur
de 1'exposé est le n° 4, ol est défini 1'accouplement de Verdier entre correspondances
cohomologiques, et prouvée la formule de Lefschetz, dans une situation relative sen-
siblement plus générale que celle considérée d'habitude, en vue d'applications ul-
térieures a des calculs de termes locaux. Nous domnnons les corollaires les plus évi-
dents pour les correspondances & coefficients constants. Au n° 5, nous indiquons ra-
pidement comment généraliser aux correspondances entre complexes certaines construc-
tions usuelles sur les correspondances & coefficients constants (cf, [12]) telles

que passage & la duale, composition, produit tensoriel externe. La plupart des véri-
fications, analogues & celles des numéros précédents, ont été omises. Enfin, en ap-
pendice, nous paraphrasms la théorie précédente dans le contexte des faisceaux co-
hérents, en utilisant le formalisme de dualité de [87]. On peut ici travailler sur une
base noethérienne S quelconque, & condition de faire, quand il le faut, des hypo-
théses de propreté, de tor-dimension finie et de tor-indépendance sur les S-schémas
considérés. Nous montrons que la formule de Lefschetz trés générale que l'on obtient

contient comme cas particulier la formule de Woods Hole [17], et signalons quelques

applications,
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1. Notations et rappels de formules de Kunneth,

1.1 On désigne par S 1le spectre d'un corps. Sauf mention du contraire, les

S-schémas considérés dans la suite seront des S-schémas séparés et de type fimi.

On désigne par A un anneau commutatif noethérien, annulé par un entier
inversible sur § . Si X est un S-schéma, on note D(X) = D(X,A) 1la catégorie
dérivée des complexes de A-Modules sur X (pour la topologie étale), Dctf(x)
la sous-catégorie pleine formée des complexes de tor-dimension finie, & cohomologie

constructible. La catégorie Dctf(X) est une sous-catégorie triangulée de D(X)
L

Si E,F € ob D___(X) , il découle aisément des définitions que E ® F € ob Dctf(X)

ctf
1/2

D'aprds (SGA 4 Th. Finitude 1.6, 1.7), on a aussi RHom(E,F) € ob D, (x)

tf

1.2 Soit f : X —>Y wun S-morphisme. On a trivialement

]
f Dctf(Y) <D, x ,

tf

et, d'aprés (loc, cit.),

RED  (X) cD (V)

tf

RE Dctf(X) c D,

' ) ,

tf

1
RE Dctf(Y) c Dctf(X) s

(1'inclusion relative 2 Rf, n'utilise que le théor2me de finitude pour les mor-
phismes propres (SGA 4 XIV) et le sorite (SGA 4 XVII 5.2.11), elle vaut donc plus
généralement pour tout morphisme compactifiable & fibres de dimension majorée),

!
s RE® 3

!
Dans la suite, nous écrirons parfois f, , £, , £° au lieu de Rf* , RE

3 ! 1
. 1

les hypothéses de 1.1 entrainent que ces foncteurs sont définis sur la catégorie

dérivée toute entiere,.

1.3 Pour f : X —> 8§ , nous poserons

et noterons Dy (ou D ) le foncteur RHom(—,KX) . D'aprés (SGA 4172 Th, Finitude
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4.3), le complexe KX est dualisant : pour E € ob Dctf(X) , on a canoniquement
E — DDE
1.4 Soient £ : X —> Y un S-morphisme, L € ob D(X) , M € ob D(Y)

On posera

Homﬁl)(L,M) Hom(f*M,L) (= Hom(M,f*L) )

HomEZ)(L,M) = Hom(L, £%M)

(SGA 4 XVIII 3.1.5)
Homj(fz')(L,M) = Hom(£,L,}) ( = Hom(L,£'M) )
Hom§4)(L,M) = Hom(f!M,L)

Les éléments de Homél)(L,M) s'appelleront fléches de type i de L dans M
au-dessus de f (ou f-fléches de type i de L dans M ). Les isomorphismes

{
y £y s £ f° permettent de composer les

de transitivité pour ks foncteurs £¥%
fléches de type i pour i fixé , et 1'on obtient ainsi certaines catégories fibrées
ou cofibrées sur la catégorie des S-schémas : par exemple, pour i =1 (resp, i = 3)
on obtient la catégorie fibrée et cofibrée envisagée dans (SGA 4 XVII 4.1.3) (resp.

(SGA 4 XVIIT 3.1.13)), dont la fibre en X est la catégorie opposée a3 D(X) (resp.

p(x)) .
1.5 Soient, pour i =1,2, X, un S-schéma, X = Xp xg X, 5 L; € ob D (Xi) .
Nous poserons

L « L

Ly & Ly = pryly @ pril,
od PT, X ———>»Xi est la projection canonique,
1.6 Soient, pour i =1, 2, fi : Xi — Yi un S-morphisme,
£=1£ x5 f, 1 X=X Xg X —>Y =Y, x, ¥, , L; €0bD (Xi) » M; €obD (Yi) .
L'isomorphisme canonique évident
L L

] 2 d
(1.6.1) f1M1 ®s f2M2 E— f*(Ml ®SM2)



78

. (1 (2)
permet de définir, pour uy ¢ Homf‘ (Li’Mi) (resp. Homf. (Li’Mi) ),

i i
- (1) (2)
(1.6.2) u; ® u, € Homg (L,  (resp. Hom, (L,M ) , on
L L
L= L1 ®S L2 , M= M1 ®S MZ . Si ug L vy sont composables, on a
L L L
(1.6.3) (Vlul) ®g (vyu,) = (v1 ®g v,) (u; B uw) .

Prenant M, = fi%}i »et u, , de type 1, donné par l'identité de fi*Li s

1.6.2 fournit une fléche de Kumneth (cf. (SGA & XVII 5.4.1.4))

L L
(1.6.4) £, B G L, —> £.(1; & L)
D'aprés (SGA 41/2 Th, Finitude 1,9), 1.6.4 est un isomorphisme : par 1.6.3 on se
raméne en effet au cas on X2 = Y2 s f2 =1 , et 1l'on applique (loc. cit. App. ).

Quant £, et f, sont propres, il n'est pas nécessaire d'invoquer (loc. cit.)

1,6.4 est cas particulier de 1'isomorphisme de Kunneth (SGA 4 XVIT 5,4.3),

1.7 Choisissons une compactification fi = piji , ol ji est une immersion

ouverte, p; un morphisme propre, Composant 1'isomorphisme canonique é&vident (ot
j= 3y % 3y
L ~ L
Tty & Jggky — > 30y B Ly)
avec l'isomorphisme 1,6.4 relatif a (pi, jil Li) , on obtient un isomorphisme de
Kunneth (SGA 4 XVII 5.4.3)

L L
(1.7.1) f“Ll B f2LL2 —— f!(Ll ®S LZ)

On vérifie facilement (loc., ecit.) que 1.7.1 ne dépend pas des compactifications
choisies, et est compatible aux isomorphismes de transitivité pour des composés

gifi (cf, (loc, cit. 5.2.4)). Grace 2 1.7.1 , on peut définir, pour v, € Homé3)(Li,Mi)
i

L
(1.7.2) ® u, € HomS)(L,M)

"1
avec L et M comme en 1.6,2 , et 1l'on a une formule de transitivité analogue a

1.6.3.
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Pour Li = f:M, , et u, donné par 1'identité de Li , 1.7.2 fournit

une fl&che de Kunneth

L L
! 1 1
(1.7.3) 1M 2 f'2M2 —_— f (M1 ® M2)

Proposition 1,7.4 - La fléche 1,7.3 est un isomorphisme,

Par la formule de transitivité, il suffit de traiter le cas ol

X2 = Y2 s f2 =1 ., Par dévissage, on raméne 2 M2 = g*J!AV ,on j: V—>01

est une immersion ouverte et g : U —>Y un morphisme fini, puis,par (SGA 4

2
XVIII 3.1.12.3), au cas ot M, = AY . Par localisation sur X , on peut supposer

2 2
d'autre part que f1 = gljl , ol j1 est une immersion fermée, et g un morphisme
lisse purement de dimension relative ny Par transitivité, il suffit de traiter
les cas
a) f1 =g
D) £ =i

Dans le cas a), le morphisme trace fournit par adjonction (SGA 4 XVIII 3.2,5) un
~ !
isomorphisme f*Ml(n 2n,] —— f‘M1 : celui-ci est compatible au changement de
1 1 1 1
base Y2 —=> 8 , car il en est ainsi du morphisme trace (SGA 4 XVIII 2.9), d'oi
1.7.4 dans ce cas, Dans le cas b), si i désigne 1'inclusion de 1'ouvert complé-

mentaire, on a une suite exact

. P
o0 —> jl*RJlMl _> M1 E— Rll*lifMl — >0 ,

et la compatibilité de Ril* au changement de base, cas particulier de 1.6.4, en-

traine la conclusion,

Grace a 1.7.3, on peut définir, pour u, € Hom§4)(Li,Mi) s

(4)

(1.7.5) u N

L
1 ®S u, € Hom (L,™M

(L et M comme en 1.6.2), avec une formule de transitivité analogue 2 1,6.3.

D'autre part, avec les mnotations de 1.3, 1.7.3 fournit un isomorphisme
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L ~
(1.7.6) le ®s KXZ—-—eKX

1.8 Seient £ : X —=Y un S-morphisme, L € ob U(X) , M € ob DY) , S'
un S-schéma, P € ob D(§') , f' : X' —=Y' le morphisme déduit de f par le
changement de base §' —> S |, La flache identique de P peut &tre regardée in-

différemment comme une flache de type i (1 < i < 4) au-dessus de la fléche iden-

(1)

£ (L,M (1 <1i<4) , on peut donc, d'aprés 1.6.2,

tique de S' : pour u € Hom
1.7.2, 1.7.5, considérer

L (1), L L
(1.8.1) u ® Id, € Homg, (L ® P, M B P)

L L

Nous écrirons parfois u ®S P au lieu de u ®S IdP
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2. Fonctorialité de RHom et produits tensoriels externes.

2.1 Soient f : X —> Y un S-morphisme, P € ob D(Y) , Q € ob DT (Y) . La
flache canonique évidente au niveau des complexes  f¥#*Hom® (P,Q) — Hom' (£#P, £¥Q)

fournit par dérivation une fléche canonique
(2.1.1) f#¥RHom(P,Q) — > RHom(f#*P,£#Q) .

Soient L € ob D(X) , M € ob D+(X) . Posons

(1

£ (M:Q) H]

(2.1.2) Homéi’j)((L,M),(P,Q)) = Homéi)(L,P) X Hom

avec les notations 1.4 . Pour (u,v) € Homéz’l)((L,M),(P,Q)) on définit

(

fl)(RHﬂ(L,M), RHom(P,Q) )

(2.1.3) RHom(u,v) € Hom

en composant 2.1.1 avec la fléche RHom(f#P,f*Q) —> RHom(L,M) définie par u et

f%P, Q= fM , u (resp. v) donné par l'identité de L (resp. Q) ,

v , Pour L m

RHom(u,v) est 1'isomorphisme de "dualité triviale

(2.1.4) RHom(P, £ M) ——> £ RHom(£+*P,M)

Pour (u,v) € Hom§3’4)((L,M) , (P,Q)) , on définit

1)

(2.1.5) RHom(u,v) € Hom,

(RHom(L,™) , RHom(P,Q))
comme composé des fléches

]
RHom(P,Q) ——> Rélom(f,L,Q) L £ Riom(L, £°Q) —=> £,RHom(L,M)

ot a (resp. c¢) est défini par u (resp. v) , et b est 1'inverse de 1'isomor-

phisme de dualité (SGA 4 XVIII 3.1,9.6).

Il résulte facilement des définitions que la formation de RHom(u,v) est
compatible & la composition : pour (u,v) , (u',v') composables et de type (2,1)

(resp. (3,4)) , on a

(2.1.6) RHom(u'u,v'v) = RHom(u',v') RHom(u,v)



82

2.2 Soient X wun S-schéma. Rappelons que pour L € ob D (X) , M€ ob D(X) ,
N € ob DT(X) , on a 1'isomorphisme d'adjonction (" cher a Cartan", comme dit
Grothendieck)

L
(2.2.1) Hom(L ® M,N) = Hom(L,RHom(M,N})

Pour E € ob D (X) , F € ob DT(X) , la fleche identique de RHom(E,F) définit

via 2.2.1 wune fléche
L
(2.2.2) E ® RHom(E,F) —=>F ,

dite fléche d'évaluation : elle dérive de la fléche au niveau des complexes

Bom' (E,F) ® E —=>F ,f & x ——= f(x)

Soient, pour i = 1,2, EfE& € ob D, (X) . par adjomction (2.2.1), la

tf
flache
L L L L
E, ® E, ® RHom(E,,F;) ® RHom(E, ,F,) —>F ®F, ,
composée d'un isomorphisme de symétrie et du produit tensoriel des flaches d'évalua-
tion relatives 2 (EI’FI) et (EZ’FZ) , fournit une fléche
L L L
E

(2.2.3) RHom(E, ,F;) & RHom( 5 Fy)) —> RHom(El ®E,,F, @ F2)

Soient, pour i = 1,2, Xi un S-schéma, X =X

L L
la projection canonique, E;,F, € ob D_ (Xi) ,E=E ® E, ,F=F ® F_ ., On

tf

a une fléche canonique
L
(2.2.4) RHom(El,Fl) By RHom(EZ,FZ) ——> RHom(E,F) s

composée du produit tensoriel des flaches pﬁRHom(Ei,Fi) —> RHom(pri,p¥Fi) et

3] 3
de 2,2.3 pour (piEi’piFi)

Proposition 2.3 - La fléche 2.2.4 est un isomorphisme,

Par localisation et dévissage, on se ram&ne a Ei = fi‘AU pour
C i

fi : Ui———> Xi étale. On a des isomorphismes canoniques (dualité)
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ot # jast =
(0 RHom(fi!AUi,Fi) —> £, ,f¥F, , RHom(E,F) —=> £ £*F (f = £, %, )

Compte tenu de la formule de Kunneth 1.6.4 , il suffit, pour conclure, de vérifier

que ces isomorphismes rendent commutatif le carré

L
2.2.3
RHom(fl"AUl,Fl) 8 RHom(fz,Auz,Fz) —_—— RHom(f!AU,F)
O ; £ E¥4F 1.6.4 £, £¥%F
I#71°1 7S "2%72°2 * ’
ot U = U1 XS U2 . Or, comme fi est étale, 1'isomorphisme (1) relatif 2 fi

(resp. f) est adjoint de la flache composée

3 d 3* % #
(3> fiRﬁom(fiLAUi’Fi) _— RHom(fifi!AUi,fiFi) e fiFi s

ot la seconde fléche est déduite de 1'adjonction AU —_—> fffi'A (resp. la
i
fléche composée analogue avec f), La commutativité de (2) équivaut a celle du

U,
i

carré
L

3 # g

¥ ,Fl) B fZRHom(fZIAU ,Fz) — f RHom(f,AU,r)

1 2 .
(4) J/
L =~

¢ i3
fTFl ® f"zF2 f*F s

f*RHom(flLA

olr les fléches verticales sont données par (3). Or la commutativité de (4) découle
du fait que 2.2.3 est fonctoriel en Ei et se réduit a 1'identité pour Ei =A ,

d'olr la proposition,

2.4 Soient, pour i = 1,2, fi : Xi e Yi un S-morphisme,
= £,
£ £l xg £yt X—>7v | E;, , F;, €ob Dctf(Xi) s P, Q €ob Dctf(Yi) s
L L L L
= E = = =
E=E @By, F=F & F, , P=P &P , Q=0 & Q
(2.4.0
) (E,F)
R — ———
(E1 Fl) X X xg Y, X
. [
Q) Yy M Yy xg %,
S Y, X,
(p,,Q,) (E2,F2)
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(3,4)
Donnons-nous (ul,vl) € Homfl <(E1’F1) s (Pl,Ql)) R

(uz,vz) € Homéz’l)((Ez,Fz) s (PZ’QZ)) (notations de 2.1.2 et 1.4). Par 1.8, on
2

déduit de (ui,vi) un carré

L L
L L (E. ®. u, ,F. ®, v,)
1°s 2°°1 % "2

(2.4.1) (E1 B P,,F) B Q2) (E,F)
L L | L
(u1 ®; P,svy ®S Qz) L L (u1 B E2,v1 ®s Fz)
v (P & u),Q) &v,) L L
(P,Q) (P1 8 E,»Q & Fz) s

olt les flaches verticales (resp. horizontales) sont de type (3,4) (resp. (2,1)).
Nous pouvons maintenant énoncer la compatibilité principale de ce numéro, qui jouera

un rdle essentiel dans la vérification de la formule de Lefschetz-Verdier,

Proposition 2.5 - Le diagramme 2.5.1 ci-aprés, oli le carré de droite est déduit de

2.4.1 par application de RHom au sens de 2.1.3 et 2.1.5, est commutatif :

L 2.2.4
RHom(El,Fl) i®s RHom(Ez,Fz) RHom(E, F)
L L ////: \\\\\\\\\Q L L
RHom(u, ,v, ) fs Riom(u,,v,) RHom(E1®SP2,F1®SQ2) R.Hom(Pl®SE2,Q1®SF2)
L 2.2.4 \ /
RHom(Pl,Ql) ®s RHom(PZ,QZ) RHom(P,Q)
2.6 La démonstration de 2.5 va occuper le reste du n°2, Il découle de 1.6.3

que, si W, Li —_—> Mi est une fléche de type 1 au-dessus de fi , la fléche

L
w o= ®S w rend commutatif le diagramme

2
L
Ly 8 1y
L L
Ll ®S w w1 ®S L2
L L
Ly 8 M, Mg L
L L
vy 8 M3 By Wy
L
M B M,
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Appliquant cette remarque a w, = RH°m<ui’vi) , on voit qu'il suffit de prouver les

cas particuliers suivants de 2.5 :

Corollaire 2.6.1. - Soient f : X —> Y un S-morphisme, S' un S-schéma,

f' : X' —>Y' le morphisme déduit de f par le changement de base

(¥), P', Q" €obD___(8") ,

§' —>S5 ,E, FE€ obD (X),P,QEObDC ctf

ctf tf
(u,v) € Homéz’l)((E,F), (P,Q)) (xesp. Hom§3’4)((E,F) , (P,Q)) ). On a alors un

carré commutatif, ofi les fldches verticales sont de type 1 au-dessus de f'

L 9. 2.4 L L
(2.6.1.1) RHom(E,F) ®s RHom(P',Q") — RHom(E 8 P',F' ®S Q")
L L L
RHom(u,v) ®g RHom(P',Q") RHom(u B P',v B Q")
L 2.2.4 L L

RHom(P,Q) ®¢ RHom(P',Q") RHom(P & P',Q 8 Q') .

Examinons d'abord le cas ot (u,v) est le type (2,1). Par fonctorialité,
on peut supposer que E = f#P | F = £%Q , (u,v) étant donné par 1'identité de
(£#p,f%Q) . La commutativité de 2.6.1.1 dans le cas P' = Q' = Ag est

évidente ; pour 1'établir dans le cas général, il suffit donc de vérifier que pour

L , MgobD, (Y) , le carré

tf
£+RHom(E, F) ; £¥RHom(L, M) £4(2.2.3) > £#RHom(E ; L,F ; M))
. |
2,1.1® 2.1.1 l 2.1.1
2.2.3 L

L
RHom(f*E, £%F) ® RHom(f*L, £#M) RHom(£¥(E ® 1),f*(F ® M))

est commutatif. Or on constate aussitdt que les deux composés de ce carré sont ad-
joints du produit tensoriel des fléches d'évaluation
L L
% ® f*RHom(E,F) ——> f*F et f#L ® f*RHom(L,M) ——> f*M , d'oh 1'assertion,
Passons maintenant au cas oty (u,v) est de type (3,4). Par fonctorialité,
on peut supposer que P = f'E, F = le , (u,v) étant défini par (IdP,IdF) . On

doit prouver la commutativité du carré
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y L b L , L
£ RHom(E, £°Q) @S RHom(P',Q') ———————=> £ RHom(E B P',f*Q ®s Q")
L
a ®S RHom(P',Q") a'
L

L 2.2.4 L
RHom( £, E, Q) 3 RHom(P*,Q') ———=——— RHom({ E B P',Q & Q"

oi b est composé de f%(2.2.4) et d'un isomorphisme de changement de base, a

est 1'isomorphisme de dualité (SGA 4 XVIII 3.1.9.6), a' le composé de 1'isomorphis-
L L
me de dualité (relatif a E ®s P' et Q ®S Q') et des isomorphismes de changement
L L ;L ;L
de base fE ® P' — £ 2 P') , £Q8 Q' —i—> £'*(Q® Q') . Rappelons

que a est composé de la fléche canonique (SGA 4 XVIIT 3.1.9.5)

! !
£ RHom(E, £*Q) ——> RHom(f E,f £*Q)

!

1
et de la fleche définie par la fléche d'adjonction f,f°Q —=>Q . On a une des-

cription analogue de a' |, comme composé de la flache citée
L , L L , 1
(%) £ RHom(E B P' , £°Q 8 Q') —> RHom(f, (E @S PY), £ (£7Q 8 Q')
des fléches définies par ¢ et d , et de la fléche définie par la fléche d'adjonc-
L L
!
tion fif"(Q ®S Q") —=Q B Q' . Or, par définition, d est adjointe de la
; L L
flache fi(f'Q B Q') —=Q B Q' dé&finie par 1l'isomorphisme de changement de
L L
! ! !
base f;(f’Q ®s Q") ~ £,£%°Q 8 Q' et la fléche d'adjonction flf'Q —>Q , en
d'autres termes le carré
y L fid L
fi(f'Q 8% Q") fif"(Q 8% Q")
ch, base r_vl adj
L L
di
£,'0 80" szl Q8 Q'

est commutatif. Par suite, on peut aussi décrire a' comme composé de (#) , de la

fleche définie par ¢ , et de celles définies par 1'isomorphisme de changement de
L

L
! ~ ] !
base f!(f°Q ®S Q') —= £, £°Q ®s Q' et la fléche d'adjonction flf'Q —>Q .

l {

Cette décomposition de a' et celle de a donnée plus haut, jointes & la commuta-

tivité du carré
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L L L
1 1
RHom( £ E,f,£°Q) N RHom(P',Q') —————> RHom(£,E ®S P',£,£°Q ®s Q")

| !

L L L
RHom(£ E,Q) ®s RHom(P',Q') ~——————> RHom(f,E ®s P',Q ®S Q")

!
défini par 2.2.4 et la fléche d'adjonction £f,£°Q —> Q , montrent que, pour éta-

blir la commutativité de 2.6,2 , il suffit de prouver la compatibilité suivante

Lemme 2.6,3 - Soient £, f', E, F, P', Q' comme en 2,6.1 . On a alors un carré
commutatif

L €8 L L
£ RHom(E,F) B RHom(P',Q') ——————> fRHom(E 8 P',F & Q")

(2) (4)

L L

(3) '
F ® Q ) s

L
RHom(f,E, f,F) ®g RHom(P',Q') ————> RHom(f!E E p',f

ot (1) est composé de 1'isomorphisme de changement de base
L N L
£ RHom(E, F) ®; - ———> £L(RHOm(E,F) & -) et £1(2.2.4), (2) est déduit de la

fléche canonique f*RHom(E,F) _— RHom(f'E,le) SGA 4 XVIII 3.1.9.5) _par applica-

tion de ;SREBE(P"Q') s (3; est dozné par 2.2.4 enfinL(A) est COSPOSé de 1la
flache canonique £ RHom(E 2 P', F 8 Q') — RE_QE(fi(E ® P'),fi(F B q'))
(loc, cit.) et des flaches définies par les isomorphismes de changement de base
f!'(E;SS p')%flEgs P', fi(F;S Q')%fIF;S Q'

Revenant & la définition de la fléche (SGA 4 XVIII 3.1.9.5), on choisit
une compactification de £ (1), et 1'on est ramené A prouver le lemme séparément

dans le cas ot f est une immersion ouverte et celui ot f est un morphisme propre.

a) Cas ot f est une immersion ouverte. Par adjonction (2.2.1), il suffit

L
de voir que si l'on temsorise le carré de 2.6.3 par fLE ®S P! et que l'on compose
avec la fléche d'évaluation 2.2.2
L L L L L

(f!E & P')® RHom(’flE EN P, le 8 Q") —> le B Q' ,

(I)” La flache citée est définie a 1'aide d'une telle compactification, mais elle
n'en dépend pas : ce point, admis tacitement dans (loc, cit.), se vérifie facilement,
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le carré que l'on obtient est commutatif. Or les sommets de ce carré sont nuls en
dehors de X' , de sorte qu'il suffit de vérifier que le carré induit sur X' com-

mute, ce qui est trivial.

b) Cas ot f est un morphisme propre. On a alors f, = £, , fi = f%

On voit aisément que le composé de f*RHom(E,F) _ RHom(f*E, f*F) avec 1'isomor-
phisme de dualité triviale RHom(f E,f F) — f RHom(£#f E,F) (2.1.4) n'est
autre que la fléche déduite de la fléche d'adjonction f*f F —>E vpar application

de f RHom(-,F) . De méme, le composé de (4) avec 1'isomorphisme de dualité triviale

L L L L

RHom(£.E @ P', fF 8. Q') —> [iRHom(f*f E & P' , F & Q")

L L
(f,F ®S Q' étant identifié a f!(F B Q') par l'isomorphisme canonique) n'est autre
que la fléche déduite de la fléche d'adjonction £%f E —= E par application de
L =

L
f;RHom(— ®S P" , F ®S Q') . On est donc ramené 2 vérifier la commutativité du

carré

L L
RHom(f E, £,F) B Riom(P',Q") @Ruom(f*f: és P' £ F B Q")

f RHom(£¥f E,F) ;s RHom(P',Q") —(1—'l>f;€R@(f*f*E 6158 P',F éSQ') s
oty les fléches verticales sont les isomorphismes de dualité triviale et (1') est
(1) avec E remplacé par t*f,E . Mais celle-ci est un cas particulier de celle de
2.6.1.1 dans le cas, déja traité, ot (u,v) est de type (2,1) (prendre
u f*f*E —_— f*E donné par 1'identité de f*f%E , et v : f—> f*F donné
par 1'identité de f%F ). Nous avons donc prouvé 2.6,3 . Comme on a vu, la commuta-

tivité de 2.6.2 en résulte, ce qui achéve la démonstration de 2.6.1 et, finalement,

de 2.5
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3. Correspondances cohomologiques.

3.L Soient, pour 1 : 1,2, Xi un S-schéma, LiE ob Dctf(xi) s

1 %g X2 , pi X > Xi et qi : Xi —= 5 les projections canoniques

X
Ll Xl 2 L2
\/
X

Avec les notations de 1.3, on a un isomorphisme canonique (2.2.4)

L L L
~ !
DL1 B L2 —_— RHom(L1 ®S AX2 _ As ®s L2)
1 L ~ '
Composant avec 1'isomorphisme de Kunneth qi AS ®S L2 — péL2 (1.7.3), on ob-

tient un isomorphisme

L

~ '
(3.1.1) DL, ® L, —> RHom(pILl,szZ)

Celui-ci jouera un rdle fondamental dans toute la suite, Pour Xi =85, 3.1.1 se

L
réduit a L{ ® L2 — RHom(Ll,Lz) , cas particulier d'un isomorphisme valable
pour des complexes parfaits sur un topos annelé quelconque (SGA 6 I 7.7). Nous pose-

rons

5 i1 ) :
(3.1.2) RHom(piLl,szz RHomS(Ll ,L2) ,

*
Hom(piL, .,

LZ) = HomS(Ll’LZ)

Les éléments de HomS(Ll’LZ) s'appelleront correspondances cohomologiques de L, 2

1
L . Au lieu de "correspondance cohomologique de a " nous dirons simple-
2 P g
1 2
ment "correspondance cohomologique de X1 a X2 " (sous-entendu : & coefficients
dans A)
Si X1 est lisse, purement de dimension relative LPI il en est de méme

de p, , et par le théoréme de dualité (SGA 4 XVITI 3.2.5) , on a
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!

#
p,L, p3L, (rl)[ZrI] , domc
= 28 3
(3.1.3) RHomS(Ll,LZ) RHom(plLl,pZLz)(rl)[ZrI] ,
2r1
= 3 #
HomS(Ll’LZ) H (X,RHom(plLl,szz)(rl))

En particulier, le groupe des correspondances cohomologiques de X1 a X2 s'iden-
2r

tifie dans ce cas a H l(X,A(rl))

3.2 Les correspondances cohomologiques qu'on rencontre dans la pratique sont

associées a des S-morphismes X2 — X1 , ou plus généralement des cycles de X ,

ou des schémas au-dessus de X ., Soit ¢ : ¢ —> X un schéma au-dessus de X

(on dit parfois que c est une correspondance entre X1 et X2 ), notons

¢, = p;c C —> Xi les projections, Nous appellerons correspondances cohomolo-

iques de L a L 4 support dans ¢ (ou C , s'il n'y a pas de confusion a
£13ue8 1 7 @ SUPPOrt dams yap

Y
. = ™ »
C2L2)) ( Hom(clL ) si ¢

'
craindre) les éléments du groupe HO(X,C'RHom(ch 1,c'2L2

1’
est propre), D'aprés la formule d'induction (SGA 4 XVIIT 3.1.12.2), on a un isomor-

phisme canonique

1
1°P)

'

! ~
. " 3 .
(3.2.1) c RHom(piL LZ) —_ RHom(ClLl’CZLZ) s

d'ofi, en appliquant c et composant avec la fléche d'adjonction ¢, ¢* —> 1Id ,

'
.

des fléches canoniques

'

1
1 . e .
(3.2.2) CLRHom(ClLl’CZLZ) E—— RHom(PiLl’pZLZ) s
o o !
(3.2.3) H (X’CLRHom(Cle’CZLZ)) —_— HomS(Ll’LZ)

Toute correspondance de L. & L, a support dans C définit donc canonigquement,

1 2
par 3.2.3, une correspondance (sans support) de Ll a L2
Exemples : a) Supposons ¢ propre et c, de tor-dimension finie et de dimension
relative < N . Le morphisme trace (SGA 41/2 Cycle 2.3.3)

Ir CZLAC —> Ay (- [-2N]

2 2
définit par adjonction une correspondance cohomologique de Ay a Ay (-N)[2N]
1 2
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a support dans C , qu'on appellera classe de (c,N) , et quon notera

(3.2.4) ctle,m € w1 2N, cta, (coy .
2%,

Le cas le plus important est celui ot N =0 , i.e. cy fini et de tor-dimension

finie), auquel cas cf(c) est une correspondance cohomologique de X1 a XZ a

support dans C . Si Xl est lisse, purement de dimension relative r , on a

d'aprés 3.1.3 et 3.2.1 ,

H—ZN HZ(rl—N)

1
(3.2.5) (C,CZAX (-M) =

) (C,clAX(rl-N))

Si de plus ¢ est une immersion fermé€e, le second membre se récrit
2(5-N) . 1z
H, (X,Ax(rl-N)) , et la classe de (c,N) , considérée comme é&lément de ce

groupe, n'est autre que la classe de cohomologie associée & ¢ au sens de (SGA

41/2 Cycle 2.3.1) , comme il résulte aussitdt des définitions.

b) Soit F : X, —> X, un S-morphisme, notons c(F) : ¢(F) —>X

son graphe, i.e, 1'image de la section de P, définie par F ("ensemble des points

(fx,x) ") : <, est un isomorphisme, et clcg1 = F . On a donc des isomorphismes
canoniques
!
9 ) 3% . = Lo .
(3.2.6) RHom(cl(F ) Ll’CZ(F) LZ) RHom(F Ll,Iz) s

4
% . = 3
Hom(cl(F) Ll,cz(F) Lz) Hom(F Ll,LZ)

a L a2 support dans

En d'autres termes, les correspondances cohomologiques de L1 9

le graphe de F sont les "reldvements" de F en un homomorphisme F%L1 — 1L,

Voici deux exemples importants de telles correspondances

(1) X, =X , Ly =L , F=1"identité de xl s

dont le graphe A est la diagonale, La correspondance a support dans A définie par

1'identité de L

1 s'appelle correspondances diagonale. C'est 1'élément

1€ Hom(Ll,Ll) = HO(X,A*A‘RHomS(Ll,Ll)) (groupe qui d'identifie 2
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Hir(X,RHoms(Ll,Ll)(r)) quand X, est lisse, purement de dimension relative t).

1
(ii) On suppose que S est le spectre d'un corps fini Fq s que
X1 = X2 s L1 = L2 , et on prend pour F : X1 _ X1 1'endomorphisme de Frobenius
relatif a Fq s identité sur 1'espace sous-jacent et élévation & la puissance
q-iéme sur QX (cf. XIV), et pour relévement de F 2 L1 1'isomorphisme canonique
1

F¥L, — L, (loc, cit. §2 prop. 1) (plus exactement, le a-idme itéré de 1l'iso-

morphisme de (loc. cit.), si q = pa) . La correspondance cohomologique de Ll a

L a support dans le graphe de F ainsi définie s'appelle correspondance de Frobenius

1

(relative 2 IE‘q R

¢) Certaines correspondances cohomologiques entre faisceaux sur des courbes,

liées aux opérateurs de Hecke, ont &té étudiées par Langlands dans ([137§7)

d) Les correspondances cohomologiques entre faisceaux constants (les plus
fréquentes dans la nature) fournissent de fagon naturelle, par "intégration", des
correspondances cohomologiques entre complexes, comme nous allons le voir maintenant.

3.3 Soient, pour i = 1,2, fi: X, —> Y, un S-morphisme,

f=1f

: X ! =
>Y s e Y, £ =Y

' = o=
1% 5 £y =¥y xg By 5 P =X x5 £y s

' =
Py = xg %y

(3.3.0) X1 Xg
|
Y
Soient L, € ob Dctf(Xi) . Il existe un unique isomorphisme

(3.3.1) f*RHomS(Ll LZ) RHom (f“Ll,fZ*Lz)

dont 1l'inverse rende commutatif le carré
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L 3.1.1
3
D(f; L)® £y, LZ——>RHom (£ Ly Epuly)
(1
fDL;;fL——e() fRHom(L L)
;
1#°71 T8 T2 2

ott (1) est déduit de 1'inverse de l'isomorphisme de dualité (SGA 4 XVIIT 3.1.9.6)

171 1% 71 2%72

morphisme de Kunneth £, ®s £yl — £, (DL ® L, ) et de £,(3.1.1) . Par

pf L, —= £ DL par application de ® f L , et (2) est composé de 1'iso-
L

application de RT(Y,-) on déduit de 3.3.1 un isomorphisme

B .L)

(3.3.2) £, : HomS(Ll’LZ) —_— Homs(fllL 3Ly

%* 1

Pour u € HomS(Ll’LZ) » la correspondance f u sera dite image directe de u par
£ . Quand Y1 = Y2 = 8 , nous écrirons plutdt u, que f*u . Si Y1 =Y, =S

est le spectre d'un corps séparablement clos, 3.3.2 s'écrit
(3.3.3) Hom (L, ,L,) —> Hom(RT_(X,,L{) , Rr(xz,Lz))

Ainsi, les correspondances cohomologiques "opérent" sur la cohomologie. L'énoncé
ci-aprés va nous permettre d'interpréter cette opération de diverses manidres, et
notamment de faire le lien avec les définitions habituelles dans des situations telles

que a) ou b) ci-dessus,

Proposition 3.4 - Avec les notations de 3.3.0, on a un diagramme commutatif d'iso-

morphismes de Dctf(Y)

RHomg (£, L L)

1171 £yl
(n (2)
(3.4.1) fl*RHomS(Ll,fZ*Lz) f2  Riom (fuL1 LZ)
£1,03) /2*<4>
f*RHomS(Ll,LZ) s

ott (5) est l'inverse de 3.3.1 et les flaches (1) 2 (4) sont dé&finies par les

diagrammes commutatifs ci-aprds, dans lesquels 'ch, b." désigne une fléche déduite
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d'un isomorphisme de changement de base ou de Kunneth de 1'un des types envisagés au

n°l, "dual." une fléche déduite d'un isomorphisme de dualité de type 2.1.4 ou

(SGA 4 XVIII 3.1.9.6), "triv." un isomorphisme trivial

L L
ch.
————>

RHom(f1!L1 B AY ,KYl B fZ)LLZ) Riom (f L 2%, )

ch, b,

L L
]

RHom(fl!(Ll B AYZ)’KYl ®S fz%Lz)

dual ., (1)

L L
i
1 Ve
f %RHom(Ll ®S AYZ,fl (K . @S £,.L.))

1 2%
ch, b,
L L
]
~———>
fl*RHom(Ll B AYZ,KXI ®S fZWLZ) f fRiome (L 2*Lz)
L L ch. b
3 - - 3
RHom(f, T, B¢ AY? Igll By £y4ly) —— > RHomg (£} 1), f, L))
ch.b,
L
RHom(f“L1 B AYQ’ 2M(KY ® L,))
dual. (2)
L L
! !t
fZ%RHom(fZ (f“Ll ®s AYZ),KYl By Lz)
triv,
L L ch. b,
e 2
fZRHom(fLQSAXIQI®L) szHom(fLL)
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L L

ch. b
. b.
RHOm(L1 & AYZ,KX1 ®S fz* LZ) —_— RHomS(Ll,f2*L2)
ch, b,
L L
1
RHom(L, @ AYZ,pl*(le 8 L,))
dual. (3)
L L
1 (3
12 RHom(p1 (L1 B AYZ),le 8 Lz)
triv,
v .
L L ch. b J
¥ . - 1 s
pléﬁﬂom(Ll 8 AXZ,KXl B Lz) _— pl*RHomS(Ll Lz)
L L ch, b
. b,
RHom(f1!L1 ®s AXZ,KYl ®s L2) _— RHomS(fllLl,Lz)
ch, b.
L L
'
RHom(pz“(L1 B AXZ),KYl B L2)
dual. (4)
L ' L
' LIRS
pZ*RHom(L1 ®S AXZ,p2 (KYl ®s LZ))
ch, b,
L L J

' ch, b. \
_c¢ch. b. o
pz%RHom(Ll B AXZ,KXl ®g LZ) pZ%RHoms(Ll,LZ)

Ce n'est qu'une explication de 2.5 dans le cas particulier of
. 's . Vo
(ul,vl) : (Ll’KXI) Em— (fl!Ll’KYl) est donné par 1'identité de f1!L1 et 1'iso

. . ! ~ .
morphisme canonique flKYl _— le s (UQ’VZ) : (AX2,L2) _— (AYz’fZ*LZ) par

1'isomorphisme caninique AX —= f%ZFAY et 1'identité de fZ*LZ
2 2

Corollaire 3.5 - On suppose que Y, =Y,=85 . Soit u¢ HomS(Ll’LZ) . L'image

l’fz%LZ) (3.3.2) peut s'obtenir des deux manidres &quiva-

directe fu € Hom(fllL

lentes suivantes :
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a) On s'identifie wu , par dualité triviale , a une fléche
!
Ll —_—> PleéLZ ; on compose avec l'isomorphisme de changement de base
pl*PzL — f f2*L2 5 f*u est 1'adjointe de cette fléche composée.

b) On identifie u , par adjonction, 3 une fléche pZYPIL e L 5

on compose avec 1l'isomorphisme de changement de base féf L = pz‘p1 1 ; fLu

est 1'adjointe de cette fladche composée.

La description a) (resp. b}) correspond en effet au trajet

(£,,(3) o (1)) (resp. £,.(4) o (2)) de 3.4.1

fx 23

3.6 Dans la pratique, c'est surtout la description 3.5 b) qui est utilisée.
Explicitons-la au niveau des classes de cohomologie, en supposant, pour alléger
1'écriture, que S est le spectre d'un corps séparablement clos, Soit

u € HomS(Ll,LZ) = Hom(p% L.) . Pour x € Hi(X ,L ), u*(x) € Hi(Xz,Lz) est

1’p2

défini comme suit : on considére 1'élément pix € yt (X2,p2'p1L ) déduit de =x par

image inverse, on lui applique u , i.e. on forme le produit u,pfx € Hl(Xz,pz'pZL ),

puis 1'on applique la fléche a : HI(XZ’pZ‘sz ) —> H (X L ) définie par la fléche
!

d'adjonction p2'p2 ——> Id ; en résumé

(3.6.1) u,(x) = g(u.pTX)

Soient ¢ : C ——> X un morphisme propre, et u € Hom(C*L 2 2) . No-
tons u, € Hom(RTc(Xl,Ll), RT(XZ,LZ)) 1'image de u par le composé de 3,2.3 et

3.3.3 . I1 découle de 3.6.1 que, pour x € Hz(Xl,Ll) , on a

(3.6.2) u, (x) = i(u.cfx) R
v ¥ ' i i 3
ol cix est 1'image inverse de x dans H (XZ’CZ!ClLl) et
. ' :
a Hl(Xz,cz'c'L ) —> Hl(XZ,LZ) est la flache déduite de 1'adjonction

2’c2L2 —> Id . Dans la situation de 1'exemple 3.2 a) , on trouve ainsi que

(3.6.3) c{(c,N)%(x) = Tr (c*x) s
3 02 1
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. oLl i-2N
ot Trc2 : B (XZ’RCZYAC) —> Y
me trace relatif a cy - Cette formule concorde, pour N =0 , avec (SGA 4

(XZ,A(—N)) est la fladche induite par le morphis-
1/2

Cycle 3.6) : cf(c), est 1'homomorphisme noté v % dans (loc. cit.). Si X,
271

est lisse, purement de dimension relative T, s et ¢ une immersion fermée, il

découle de 3.6.,1 et de la remarque faite a la fin de 3.2 a) que 1'on a aussi

(3.6.4) el (e,N) (x) = Trpz(c{(c)pfx) s

2(r1-N)
C

-
Tr : H#(X,,Rp,,A, ) —>H Zrl(X ,A(-r.)) la fléche définie par le morphisme
P, 2 21 X2 2 1
trace relatif a Py - On retrouve la définition habituelle de 1'homomorphisme

1/2

o cilC) ¢ H (X,A(rl—N)) est la classe de cohomologie de C et

induit sur la cohomologie par une correspondance ([1271.3) , (S5GA 4 Cycle 3.2).

3.6.5. Dans la situation de 3.2 b), il découle de 3.6.2 que, pour u € Hom(F*Ll,LZ) s
u, Hi(xl’Ll) —_— Hl(Xz,LZ) est le composé de 1'homomorphisme "image inverse"

Hi(Xl,Ll) -—-—i-Hl(XZ,F*Ll) et de 1'homomorphisme induit par u (plus généralement

f*u : Rfl!L1 —_— RfZ*LZ est composé de 1'homomorphisme canonique

Rf., L. —— Rf__F*L et de Rf

11k 2% 1 P ). En particulier, la correspondance diagonale

induit 1a fléche canonique Rfl'L — Rf1¥L (1'identité si X est propre sur

1 1 1

s)

3.7 Revenons & la situation du début de 3.3 , en supposant donné en outre un

carré commutatif

>
(@}

(3.7.1) f

<
o

(]
o
(e}

avec c¢ propre. Posons ¢ d, = q.d , of p; ¢ X —> X, , 9, Y —> Y,

1 1 1

sont les projections. On déduit de 3.7.1 un diagramme commutatif of le carré inté-

rieur est cartésien :



X = '
g
(3.7.2) f g'
d \
Y<— D
Pour K € ob Dctf(X) , on a une flache canonique
! '
RN _—> ’
(3.7.3) £4c,0 K dd £,.K ,

composée de la fléche

1 o1 1 '
| I vrs <0 ! Vol ' o tat”
fue K= fel(ii)e K ————> fcic'"'K = dgic''K

1
définie par la fléche d'adjonction i ——> Id , et de 1l'isomorphisme

] ~ 1
dple! K ———>dd K

#O3

f ~ ]
défini par 1'isomorphisme canonique gid'" —>d'f  (SGA 4 XVIII 3.1.12.3). Prenant
K= RHomS<L1’L2) , et composant 3.7.3 avec 1'isomorphisme déduit de 3.3.1, on trouve

une fléche canonique

! !
(3.7.8) £ye ¢ RHom (L, ,L,) ———> d d"RHom (£, L., ,f, .1 ) ,
qui, grace a 3.2.1, peut se récrire

" ! * !
(3.7.5) f*c*RHom(c’lLl,chz) _ d*RHom(dl(fl!Ll),dz(fZ*Lz))

On en déduit

3 ! IS !
(3.7.6) £, ¢ Hom(ciLl,chz) g Hom(dl(fl!Ll)’d (EZ*LZ))

La flache 3.7.5 (resp. 3.7.6) généralise 3.3.1 (resp. 3.3.2), avec laquelle elle
cothcide quand ¢ et d sont 1'identité, Notons aussi que, pour ¢ propre, 3.2.2

(resp. 3.23) n'est autre que 3.7.5 (resp. 3.7.6) quand fl’ f2 et d sont les

fléches identiques. Quand Y1 = Y2 =8 =D , nous abrégerons f,u en u _ , comme

plus haut,
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4. Accouplements de correspondances. Formule de Lefschetz,

4.1 Soient, pour i = 1,2, Xi un S-schéma, X = X1 g X2 » Py ¢ X — Xi
les projections, L, € ob Dctf(xi) s Kxi le complexe dualisant (1.3). Les fli&ches
canoniques
L
* 35 *
(4.1.1) piRHom(Li,KXi) ® piL, —> piKXi s

composées de 2.1.1 et de la fléche d'évaluation 2.2.2, donnent, par produit tensoriel
sur X et composition avec 1l'isomorphisme de Kunneth 1.7.6, un accouplement

L L L
(4.1.2) (L, ® L,) & (L; & DL,) —> Ky ;
qu'on peut récrire, grdce a 3.1.1, 3.1.2,

L

(4.1.3) Riom (L, ,L,) ® RHom (L,,L;) —> K
On en déduit un accouplement, dit cup-produit,

Q
(4.1.4) < > HomS<L1,L2) ® HomS(LZ,Ll) —> i (X,KX)

On peut encore considérer 4.1.2 comme le produit tensoriel externe des fla-
L
ches d'évaluation DL, 8 L, —> Ky . Compte tenu de 1'isomorphisme de Kunneth
i

2.2.4, on voit ainsi que 4.1.2 est une "dualité parfaite", i.e. identifie par 1'iso-

L L
morphisme d'adjonction 2.2.1 chacun des complexes DL1 ®S L2 s L1 ®S DL2 au dual
de l'autre (3 valeurs dans KX)
Quand X, =X, =S , 4.1.3 est cas particulier d'un accouplement valable

1 2

pour des complexes parfaits sur un topos annelé quelconque (SGA 6 I 7.8), et, avec

les notations de (SGA 6 I 8.3), on a

(4.1.5) < u,v > = Tr(vu) = Tr (uv)

4.2 Soient ¢ : C—>X ,d : D——>%X , e =c¢ de : E=¢C xXD —> X

Pour P, Q € ob D (X) , on dispose d'une fléche canonique (qui n'est pas un iso-

ctf

morphisme en général)
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1 L [ ] 1 L
(4.2.1) c'P®Xd‘Q—-—>e'(P®Q) s

définie, de la méme maniére que 1.7.3, comme adjointe de la fléche composée

L L L
1 1 ' ¥
e, e’ P d'Q) Lﬁ,)é c’c'P®dvd'Q£)—>P®Q s

ot (1) est l'isomorphisme de Kunneth (SGA 4 XVII 5.4.2.2) et (2) le produit tenso-

riel des fléches d'adjonction. Appliquant e, & 4.2.1 et composant avec 1'isomoxr-

phisme de Kunneth qu'on vient de citer, on obtient une fléche canonique

y L ' y, L
(4.2.2) c,c P®ddQ—=>¢e,e (P®Q

L L
1 ' 1 !
De méme, composant la flache de Kunmeth c,c'P®ddQ—>e,(cP ®y d'Q) avec

la fléche déduite de 4.2.1 par application de e, , on obtient une fleche canonique
1 L ' y, L
(4.2.3) c,cP®dd Q—->e*e'(1>® Q
L L
Pour P = DLl ®S L2 , Q= L1 ®S DL2 , on déduit de 4.2.2, 4.2.3, par composition
1
avec 4.1.2 et 1'isomorphisme e'l%( = KE , et avec les identifications 3.1.1 ,

3.2.1, des accouplements

L
s ! 1
3 ! 4 !
(4.2.4) c!RHom(clLl,chz) ® d'RHom (dzﬂ,z,dlLl) _ e!KE R
(4.2.4)" RHom(cL, ¢\ ) & ¥, ,d)
2.4 ¢ RHom CiLl’CQLQ ® d*RHom(dsz,dlLl) —_ e*KE R
. ’ ! - ! o
(4.2.5) < ., >: Hom(ciLl,chz) ® Hom(dsz,dlLl) —>H (E,KE)

Ces accouplements sont compatibles a la localisation étale : é&tant donné

un carré commutatif (non nécessairement cartésien)

E' E
C'/\ ! étale au-dessus de C/ \D s
4 \

si 1'on note c¢', d', e' 1les composés C' —>C —>X , D' —>»D —>X ,

E' —>E—>X , on a un carré commutatif
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. 4.2.5 o
Hom(cfL, ,c 2 L,) ® Hom(dyL,,d L) —==2—> H(E,K )

(4.2.6) l

L) ® Hom(d}*.,,d!'L)) ——> BB,k )

'7‘
Hom(e )3T, 2 Ly 270

ot les fléches verticales sont les restrictions, et la fléche horizontale inférieure
est composée de la flache analogue 3 4.2.5 et de la restriction HO(E",KE“)—€> HO(E',KE),

avec E" = C! ( on a des carrés commutatifs analogues avec des flaches du type

xX.D
4.2.4, 4,2.4', qu'on laisse au lecteur le soin d'écrire). Si Z est &tale sur E ,

on notera, pour u € Hom(c’ Li»c, L ) , ve Hom(déLz,d L)

(o]
(4.2.7) <u,v> €H (Z,KZ)

1l'image de < u,v > dans HO(Z,KZ) par restriction {(dans la pratique, Z sera une
composante connexe de E) . Si z est un point fermé isolé de E, z un point géo-
métrique au-dessus de z , il découle de 4.2.6 que < u,v >é € HO(Z,KZ) = A ne
dépend que de la situation déduite par localisation stricte aux images de z dans

€,D,X

Exemple 4.3 - On suppose que Xi est lisse, purement de dimension relative T, s

et que ¢ et d sont des immersions fermées, avec ¢, (resp. d1 ) fini. Pour
L1 = AX s L2 = AX , on a, d'aprés 3.1.3 ,
1 2
L L
DL, & L, = Ax(rl)[zrlj » L & DL, = Ay(ryf2r,T

et 4.1.2 s'identifie au produit
L
Ax(rl)[2r1] ® Ax(rz)[Zrzj — AX(r)[Zr]

(ot r = T + r2) , et par suite, compte tenu de 3.2.1, 4,2.5 s'identifie au cup-

produit habituel

2r 2r
(X A(r N ® Hy (x A(r )) ——> HCOD(X A(r))

Prenons comme correspondance cohomologique de X, a X, (resp. X, a%x ) la classe

1/2

de ¢ (resp. d) (3.2.a)). Il résulte de (SGA 4 Cycle 2.3.8) qu'en un point isolé
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z de CND , <ectle), ct(d) >, n'est autre que 1l'image dans A de la multipli-

cité d'intersection de C et D en =z
Voici maintenant le résultat principal de 1'exposé.

Théoréme 4.4 - Soient, pour 1 =1, 2, fi : Xi _— Yi un S-morphisme propre,

£f=f

1 %g f2 X —>Y P, X —> Xi L PR Y —> Yi les projections. Soit

d'autre part

Cl¢e . C
;)// c ///
" g
X 6—C—-—C"
f! £n
'
(4.4,0) £ D'« D
E)// d M//
Y‘ti‘ d” DH
un cube commutatif & faces horizontales cartésiennes, avec c¢' , c¢", d', d" propres.
v = i "o " [ ' noo " s .
On_pose s p;c » o} p;c” di qid s di qid . Enfin, soient
L, € ob D (X,) . On_a alors un carré comnutatif
i ctf i
(4.4.1)
f t ( (% 1! L " "%L u! ) (1)
%y RHom(e ¥, c) LZ) ? f*c*RHom(c2 9] L) — > f*c*KC
(2) (4)
d' RHom{(d!*M d'!"'f );d"RH (4" d"! ) (3) d
E R ¢ _—>
sRHomidy Ty, dy T Hy whaom(dy "My, dy My p ,
ot M, = fi*Li » (3) est donné par 4.2.4, (1) déduit de 4.2.4 par application de
L L
f, et composition avec la fléche canonique foc! ® focil —> £ (c/ @ cl) , (2)

est produit tensoriel des fleches 3.7.5 relatives aux faces contenant f , et (&)

'
est défini par la fléche d'adjonction g*KC = g'g'KD —_—> KD

L L

L
Démonstration - Posons DLl 8% L2 =P , L1 8% DL2 =Q , DM1 ®S M2 =E ,

L
M1 ®S DM2 = F . Considérons le diagramme
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(4.4.2)

ret'o o g angn! N D) '
f.ohc' P ® £.clc"Q f.o.e (P®Q)—>fchX

(1)
* * %

(S)l (A) (9)i (B) \L (10)

ara''ep ]é anan'e q <325 a4 q'(ep 5t y {4 o g a's (P; y ) 5 44"
* * * *Q #* 4 *Q 3 %* Q * *KX

(11>l © (12) @) l/ (13)
L L
(6) &) '
d*dlgl s

! ! !
de't-d' ‘E ® d;;d"'F E— d*d'(E ® F)

ot les flaches sont les suivantes : (1) est déduit de 4.2.2 par application de

f, » (2) est défini par 4.1.2 , (3) est donné par 4.2.2, (4) par la fleche
canonique f*Pé £,0 —> £,.(p ; Q , (5 par 4.1.2, (8) par 4.2.2, (7) par
4.1.2, (8) est produit tensoriel de fléches 3.7.3, (9) et (10) sont définis

par 3.7.3, (11) et (12) par les isomorphismes f P —>F , £ Q —>F (3.3.1),
(13) par la fléche d'adjonction £k —> K, . Par définition, 4.,4.1 s'identifie,
par 3.1.1 et 3.2.1, au bord extérieur de 4.4.2 ., Il suffit donc de prouver que les

carrés (A), (B), (C), (D) sont commutatifs.la commutativité de (B) et (C) est évi-

dente, par fonctorialité, Il reste 3 démontrer celle de (A) et (D).

a) Commutativité de (D). 11 suffit de prouver que le carré

£ ——— £

|

v K

¥*

(4.4.3)

® € @

(correspondant 2 (D) pour d = Id ) commute. Rappelons que l'accouplement
L L
PR Q— > KX (resp. E® F —> KY ) est produit tensoriel externe des fléches

L L
' . . _
d'évaluation DL, ® L, ——>LKXi (resp. M, ® M, —> KYi ) . Par les isomor
~ L ~
phismes de Kunneth fl%DL1 ®S fZ*LZ e E*P s fl*Ll ®S fz*DL2 e f%Q s

4.4.3 s'identifie donc au produit tensoriel externe des carrés

L

(13

£.,0L; ® L, > fi-X-KXi

(4.4.4) (3) J/ J/ (4)
L (2)

) =
DM, ® M, KYi ,

ott (2) est la fleche d'évaluation, (1) 1le composé de la fléche canonique
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L L
f, DL @ f. L, —=>f (DL, ® L.) et de la fladche définie par la flache d'évalua-
i i i%71 14 i i

tion, (3} est produit tensoriel de 1'isomorphisme de dualité fi*DLi _ DMi
et de la flache identique de Mi , (4) est la fléche d'adjonction. Il suffit donc
de vérifier la commutativité des carrés 4.4.4 . Comme 1'isomorphisme de dualité
ci-dessus est composé de la flache canonique (SGA 4 XVIII 3.1.9.5)

-~ . = 1 -
fi%Rﬂom(Li’KXi) E—— RHom(fi*Li’fi%KXi) et de la fléche déduite -de la fléche d'ad

jonction fi"KX — KY , i1 suffit de voir que le carré suivant commute
-« . .
i i

L
(1)

fi*RM<Li’Kxi)® £iady > fi’""KXi

(4.4.5) (3) l/ 1d
(2)

L
RHom(fi*Li,fi*Kxi) ® fH_Li s fi*KXi

ot (1) est la fléche (1) de 4.4.4, (2) 1a flache d'évaluation, et (3) le
produit tensoriel par fi%Li de la fléche canonique qu'on vient de mentionner. Or,
plus généralement, pour toute fléche N, —> f L, de Dctf(xi) , 1.e. toute

flache Li — Ni de type 1 au-dessus de fi , le triangle

L
fi*RHom(Li,KXi) b Ni

b T~

RHom(Nl,fl*KXi) ® N, fl*KXi

déduit de 4.4.5 commute : on peut en effet, par fonctorialité, supposer que

Li = f;"Ni , u étant donné par 1'identité de Li ; la fléche

fi%RHom(Li’KXi) e RHom(Ni’fi%KX,) est alors 1'inverse de 1'isomorphisme de dua-
i

lité triviale, et la commutativité du triangle se vérifie immédiatement au niveau

des complexes, en résolvant Ni platement et KX injectivement,
i

b) Commutativité de (A). Se reportant 3 la définition de 3,7.3, on voit

qu'il suffit de vérifier cette commutativité dans chacun des cas suivants
(i) X, =Y, , fi = flache identique de Xi ;5 (ii) les faces latérales de 4.4.0
sont cartésiennes, Plagons-nous dans le cas (i). Le carré (A) est le bord extérieur

du diagramme
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' |' L " n! ~ |! L n! ! L
cje! P®cie"’'Q ——> ¢, (c'"'PB c"Q —————>c,c’ (PO Q)
(8) ‘L A A \L (9)

L 1 L 2

djd’’ P®d"d" Q——>d (d"P® an’ Q)————>dd (P®Q)

dans lequel les isomorphismes horizontaux de A1 sont des isomorphismes de Kumneth,

les fleéches horizontales de A2 sont données par 4.2.1, et la fleche verticale mé-

L L
! 1 1 1
diane est déduite par application de d  de la flache g, (c''P 8 c"'Q) =>d''P ® a"’q

définie, via Kunneth, par le produit tensoriel externe des fléches d'adjonction
! !
f;c"P —>d''P , f" n! Q —m> d”'Q ., Or ces fléches d'adjonction et les fléches
] {
identiques de d;d"P » dyd"'Q définissent des triangles commutatifs de fléches

de type 3 (1.4
1
/ \1/ / c\]'/.Q
atar'p «—ar'! aran'Q «— an'q

au-dessus de

c! c"

(/ f! et e £
ar av

X <«—— D! X €—aee— D"

Par produit tensoriel externme (sur X), ces triangles fournissent un triangle commu-

tatif L \
P® C"' c
l au-dessus de [ lg
1 ! ' L w! X&'—d_ D
djd'’'r ® dyd"'Q «— d P@Xd Q

La commutativité de ce triangle équivaut a celle du carré déduit de A1 en inver-

sant les fléches horizontales. On a d'autre part des triangles commutatifs de fl&ches

de type 3
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A )

p<=———4a" , Qs—— a"'Q

! ! ] !
définis par les fléeches identiques de d''P , ¢''P , d"'Q , ¢c"'Q . Par produit

tensoriel externe, on en déduit un triangle commutatif

1
P®Q<—— d''p 8Y a" Q s

qu'on peut interpréter comme un morphisme de fléches de type 3 au-dessus de

g: C—=>0D

L
C"!Q —s e Q)

b

d"!Q—>d!(P®Q) s

o
o]
Qo

X

-
“—

R

d'!P
X

ou encore comme un carré commutatif au-dessus de D

g*(c 'Pfx ’ 1/
y L '
®X d"'qQ ————> d (P® Q)

Mais le carré déduit de ce dernier par application de dy, n'est autre que A2 s

d'ol la commutativité de (A) dans le cas (i). Il reste a traiter le cas (ii).

Les faces de 4,4.0 contenant f étant cartésiennes, les fléches

f;c'YP —_— d’!f*P , f;c”'Q —_— d"'f*Q (3.7.3) sont des isomorphismes. Leurs
inverses définissent des flaches de type 1 ct'p —_— d'!f*P s c”!Q —_—> d”!f*Q
au-dessus de f' , £" , d'ol , par image directe, des carrés commutatifs de fléches

de type 1
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1 ! ! 1
ele''pe——c''p clle"'Q e———— ¢"'Q
J/ L ’ L L
1
1 Ll 1 1
aar’r e—— 5P ana"'Q «———— an' Q

au-dessus des faces de 4.4.0 contenant £ . Par produit tensoriel, on en déduit un

()

carré commutatif de D
ctf

'
'd' £.p ® d"d” f Q—>d, (d' £.P ® da""£,Q)

(4.4.6) J/ l/

L L

1] [} 1
¥ L ll ll T "
fepe' P ®foele'Q ——>d eg*(c P ®X c"'Q) s

odt la fléche verticale de gauche est 1'inverse de (8), les flaches horizontales sont
données par Kunneth, et la flache verticale de droite par produit tensoriel externe
sur Y des flaches f;g'!P _ d'!f%P s f;c"!Q — d”!f*Q . Le méme produit
tensoriel définit la fléche verticale de gauche du carré

d'!f P g d”!f Q — d!f (p ; Q
* 7y ¥ 3

(4.4.7) \L J/

)L ] ! L
g, lc''P By Q) >, c (PR Q s

ot 1la fléche verticale de droite est 3.7.3, et les fléches horizontales sont définies
par 4,2.1 . Le bord extérieur du diagramme composé de 4.4.6 et de d,(4.4.7) est
le carré déduit de (A) en inversant les fleches verticales. Il suffit donc de
prouver que 4.4.7 commute, en d'autres termes que les fléches 4 2.1
c"P ék c”!Q _ E!(P é Q) , 4 e iz ;& ar's Q> d £,(p ® Q) déflnlssent un
morphisme de c'p 8 © en! Q> 4" ' e ®Y an's «Q dans ¢ (P ® Q) — a' £,(P ® Q) ,
considérées comme flaches de type 1 au~dessus de g . Par adjonction, on est ramené
a4 vérifier que les produits tensoriels de fléches d'adjonction

'P ; c"C” Q—=>7P ; Q , d'd' £,P ; d”d" £Q—> £,P ® £,Q définissent un
morphisme, entre fldches de type 1 au-dessus de £ , du produit tensoriel des fla-
ches c;c'!P —_— d;d'!f*P et c;c"!Q-———4> dld"!f*Q dans le produit tensoriel
des fleches P —> f*P et Q—> f,Q . Il suffit pour cela de vérifier que les
fleches d'adjonction c;c'!P —>7P , d#d'!f*P —> £, définissent un morphis-

1 1
me de c;c"P _— d;d' f,p dans P —> £, , ainsi que 1'assertion analogue
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avec (c",d") . On peut se borner au cas de (c',d') , 1'énoncé étant le méme dans

les deux cas, Il s'agit de voir que le triangle

1
E rtar:
f*P d e:—d £ *P 2

ot les fléches horizontale et oblique sont données par les fléches d'adjonction et
la fléche verticale par 1'isomorphisme 3.7.3, est commutatif. Compte tenu de la dé-
finition de 3.7.3 (SGA 4 XVIII 3,1.12.3) comme transposée d'un isomorphisme de chan-
gement de base, on est ramené, en appliquant le foncteur Hom(R,-)

(R € ob Dctf(Y)) , & vérifier la commutativité du carré

8t EL
c e’ £UR 1d c!f'7d" 'R
3 /r 3 T
* * ¥*
f R > f de',_d' R s

olt 1a fléche verticale de gauche {resp. horizontale inférieure) est définie par la
fléche d'adjonction 1 —> c_;%c’* (resp. 1 —= 4,d'¥) , et la fleche verticale de
droite par l'isomorphisme de changement de base f#d) — c"'sf""' . Or ce carré
commute par définition méme de la fleche de changement de base, La commutativité de

(A) est donc é&tablie, ce qui ach2ve la démonstration du théoréme.

Corollaire 4.5 - Sous les hypothéses de 4.4, on a un carré commutatif

$
el 1) —%:2.5 HO(C,KC)

3.7.6 ® 3.7.6 By

1
1 3% t T3
Hom(c1 'Ll,c2 LZ} ® Hom(c2 T
Hom(a!*f, L. ,d!'e 1) @ Hom(ar#f, L ,av £ 1 )%:2:55 pO(p ¢ )
1 f1abp 9y ol 2 Eyubpady Byl Kp ,

!
ot g, est défini par la fléche d'adjonction ByKg = 848 Ky —> K,

, '
En d'autres termes, pour u € Hom(ci*Ll,cé!'Lz) s VE Hom(cg"‘”Lz,c{'Ll) ,

on a
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(4.5.1) <fufyv>=g <uv>
Pour tout S-schéma propre t : T —> S , notons

(4.6) / : HO(T,KT) —= 1°%(s,k ) = B°(S,A)
T S
la fleéche définie par la fléche d'adjonction £y K —> A

Corollaire 4.7 ~ (Formule de Lefschetz-Verdier). Sous les hypotheses de 4.4, sup-

1
= =§=0D' =p" 1 &
posons que Y1 Y2 S =D D . Pour u € Hom(cl Ll’ ¢y LZ) s

1
v € Hom(c;*LZ,cI'Ll) , on a

(4.7.1) <u,vy > = [<u,v> s

f. L.) sont les homomorphismes dé-

ot u*EHom(f L.,f,.L.) s v*eHom(fZ*Lz, 1#81

- 1%71°72%72

duits de wu, v par image directe sur S (3.7.6) , et < u,v, > = Tr(u*v*) = Tr(v*u*)

est le cup-produit, au sens de (SGA 6 I 8.3), des homomorphismes de complexes par-

faits u, , v, (4.1.5)

Compte tenu de 3,6.5, on a en particulier

Corollaire 4.8 - Soient t : T—> S un S-schéma propre, AcC T Xg T la diagonale,

F: T—>T un S-endomorphisme de T, TF = (graphe de F) X(T A le schéma des

Xg T)

points fixes de F, L € ob D, (T) , u € Hom(F*L,L) une correspondance de L &

tf

L & support dans le graphe de F , 1 € Hom(L,L) la correspondance identique, &

support dans A (3.2 b)), Alors on a
Tr(u,) =[rF<u,1 >,

3 .
ol u, est 1'endomorphisme de t,L composé de t L —> t,F L (image inverse) et

. 5
de tgu: £ F¥L —> €L

Des remarques de 3.2 a) et 3.6 on déduit d'autre part :

Corollaire 4,9 - Sous les hypothéses de 4.7, on suppose que Xi est lisse sur S ,

purement de dimension relative T, , et que C' (resp. C") est un sous-schéma
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fermé de X fini et de tor-dimension finie sur X, (resp. Xl) . Soient
2r 2r
cl{c') € HC,I(X,A(rl)) , ct{c") € HC”Z(X,A(rz)) les classes de cohomologie de
1] L} —
c' et C" ct(C'), € Hom(Rfl%A,sz%A) , ctle™, € Hom(Rf*A,Rfl%A) les homo

morphismes correspondants (3.2 a) , 3.7.6). On a alors :

’
<elc), , cUC> =] ca(Clet(®)
C’ m Cn
oll
2(r +r.) o
ct(c) c2(D) ¢ He o on (X,A(rl+r2)) =g (c'nc ,K(C, n c"))

est le cup-produit habituel.

Compte tenu de 4.3, on a en particulier :

Corollaire 4.10 - Sous les hypothéses de 4.9, supposons que C' N C" soit fini.

Pour z € C' N C" , notous (C'.C”)Z 1'image dans A de la multiplicité d'in-

tersection de C' et C" en z . Alors on a

4.11 Sous les hypothéses de 4.9, on a en général

(4.11.1) < A(CY) e tCM), > = “:%W—%)(CMC')%(C"))Z >

o1 ﬂO(C' N C") désigne 1'ensemble des composantes connexes de C' N C" , et
(cL(C')c&(C”))Z la restriction de c4(C')c2(C") a HO(Z,KZ) . Lorsque Z est une
composante de dimension > 1 , le calcul de (c&(C’)c&(C”))Z pose des problémes,
du fait qu'on est dans une situation "excédentaire". Si Z est lisse, purement de
dimension d , si C' et C" sont lisses au voisinage de Z , et si X est pro-
jectif, on peut montrer qu'on a

(4.11.2) _j;(CL(C')Cﬁ(C"))Z = J;KH(NZ) ,

ol NZ est le faisceau localement libre de rang d défini par la suite exacte de

fibrés normaux
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0 — &N N N o,

Nzjcr @ N sem 2/ z

et cd(NZ) c sz(Z,A(d)) désigne sa d-i2me classe de Chern (SGA 5 VII) (utiliser
(SGA 6 XIV 6.3) pour se ramener i un calcul de nombre d'intersection en K-théorie,
et appliquer (SGA 6 VII 2.5), cf. ([10] 4.1) ; 1l'hypothdse de projectivité est sans

doute inutile).

Soient T wun 8-schéma projectif lisse, prenons comme correspondance C'
(resp. C") le graphe d'un S-endomorphisme F (resp. de la diagonale), et supposons
que le schéma des points fixes TF =C' N C" soit lisse, Le faisceau N(TF)
ci-dessus n'est autre que le faisceau tangent a TF , de sorte que 4,11.2 impli-
que, par la formule de Gauss-Bonnet (SGA 5 VII 4.9), 1l'analogue d'une formule bien

connue des topologues

(4.11.3) Tr(F,RT(T,A)) = EP(TY)

-~

ol EP(TF) désigne la caractéristique d'Euler-Poincaré de TE pour s un point

géométrique au-dessus de s (loc.cit).

Le calcul de (C&(C')Cﬁ(C"))Z pour une composante 2 de dimemsion >1 ,

non lisse, n'a pas été abordé en général, du moins 3 la connaissance du rédacteur.

4.12 Dans la situation de 4,7 , soit =z un point isolé de C , de projection

z, sur X, , a' {(resp. a") sur C' (resp. C"), et soit =z un point géométrique

au-dessus de z , d'image Ei au-dessus de z;, . On suppose que cé (resp. CI)

est quasi-fini et plat en a' (resp. a"), que Li est parfait su voisinage de z; s

et que u (resp. v) est donné au voisinage de a' (resp, a") par

Tr , : c!,el¥L, —> L, et s € Hom(ci*L

' 3
c2 2172 72 1

v 3 . n 13
CZ*LZ) (resp. TrCi s efyey L, —>1;

)

"3y 11 3% - - - - -
et t € Hom(c2 L] Ll)) . Notons s~ € Hom(lel,LZZz) (resp. ts € Hom(LZZ

L. -
3

2 17
1'homomorphisme déduit de s (resp, t) par passage aux fibres, Notons encore, comme

en 3,2 a) , cf(c') (resp. cf(c")) 1la correspondance de X, 2 X, (resp. X

1 2 2

a X ) définie, au voisinage de a'

(resp, a") par cé (resp. CE) , et (C'.C")z

le terme local < cf(c'),ct(c") >, correspondant (égal a 1'image dans A de la
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multiplicité d'intersection de C' et C" en z quand C' et C" sont des

sous-schémas fermés de X , avec X1 et X2 lisses)., On a alors

(4.12.1) <u,v> = {C'.C") < s-,t- > .
z z z’ 2
Cela résulte en effet facilement de 4.2.6

4.13 Si T est un schéma sur S , notomns DF(T) la catégorie dérivée filtrée

des complexes de A -Modules & filtration finie oy v , DFth(T) la sous-

catégorie pleine formée des L tels que gr(L) € ob Dctf(T) . La sorite de com-

patibilité des foncteurs dérivés filtrés au passage aux gradués associés entralne
L

f
£ £, ® , RHom . Les

que DFc est stable par les six opérations f£¥, £ '

tf * ?

définitions et résultats des numéros précédents sont valables, mutatis mutandis,

dans DFC . L'accouplement 4.1.2 est compatible au passage aux gradués associés

tf
(KX étant considéré comme muni de la filtration triviale), et il en résulte qu'avec

'
. % !
les notations de 4.2.5, on a, pour L, € ob DFctf(Xi) , u¢€ HomDF(Cle’CZLZ) ,

1 [s}
3% ' ' . .
v € HomDF(déL2’ dlLl) , 1'égalité suivante dans H (E,KE)

(4.13.1) <u,v>=7%<grugrv>
i

Comme Deligne le fait observer, cette remarque s'applique notamment & la
situation envisagée par Langlands dans ([13787). Les correspondances qu'il consi-
dére dans (loc. cit, 7.11) préservent en effet, prés des points fixes, des filtra-
tions finies sur les faisceaux avec gradués associés induisant sur le localisé
strict en 1'image d'un point fixe soit un faisceau constant soit un faisceau cons-
tant sur le complément du point fermé prolongé par zéro. Le calcul des termes lo-
caux se ramdne facilement, par 4.13, 3 4.12.1 et au cas de faisceaux concentrés sur
les points fermés images des points fixes, cas qu'on traite directement. Appliquant
4,7, on obtient la formule de lefschetz requise dans ([13] 7.11). Signalons que
1'énoncé général (loc, cit. 7.12) est vrai, la démonstration, plus délicate, sera

donnée dans III B
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5. Compléments.

5.1. Duale d'une correspondance.

Soient, pour i = 1,2, Xi un S-schéma, X = Xl Xg X2 » Pyt X —> Xi
les projections, Li € ob Dctf(xi) . Toute correspondance cohomologique u de Ll
1 .
a L, donne, par application de Dy et identification de Dp, 2 p;D ,
1
Dpf 2 piD , une correspondance Du de DL2 a DL1 , dite duale de u , En

d'autres termes, D définit un homomorphisme

!
DLl) .

'
(5.1.1) D : Hom(pTLl,p'Lz) —_—> Hom(p%"DLz,p1

On vérifie que 5.1.1 provient, par application de H(X,-) , de 1'isomorphisme

!
DLl)

1
(5.1.2) D : RHom(prl,péLZ) - RHom(pgDLz,pl

rendant commutatif le carré

L

. 3.1.1 !
3 a4 P
(5.1.3) p{DL; ® p¥L, RHom(prl,szz)
L 3.1.1 '
ki3 * 2. " 4
p4DDL, @ iDL, RHom(p%ZDLZ,plDL1 s

ol la fleche verticale de gauche est composée de 1'isomorphisme de symétrie et de

celui défini par 1'isomorphisme de bidualité L, — DDL2 . I1 découle aisément des

définitions que le carré ci-aprés est commutatif

L 4.1.3
(5.1.4) RHomg (L, ,L,) @ REQES(LZ,Ll) — > K
L
D®D 1d
L 4.1.3
RHom (DLZ,DLl) ® REQES(DLl,DLZ) — K

Soit ¢ : C—> X un S-morphisme, posons ¢, = p;¢ 5 oom déduit de 5.1.2, par

'
application de cyc’ (3.2.1), un isomorphisme

1 ~ 1
. . ! 3 !
(5.1.5) D : Hom(ciLl,chl) — Hom(chLz,chLl) s

dont on vérifie qu'il s'identifie & celui donné par application du foncteur Dy et
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! !
les identifications de Dc-f a ciD et Dc2‘ a C‘>2?D .81 e¢':Cl ——>X ,
c" : C" ——— X sont des S-morphismes, il découle de 5.1.4 que l'on a, pour

! !
'L2) , v € Hom{c"#L_,c"'L.) ,

'
uEHom(clL 5¥L,se) Ly

T
1°%2
(5.1.6) < u,v >= < Du,Dv > ,

avec la notation de 4,2.,5 ,

On vérifie d'autre part que, dans la situation de 3.3, le carré suivant

est commutatif

3.3.1

(5.1.7) £, Riom (L, ,L,) RHom (£, L., £,,L,)
£,0 2
£ _RHom_(DL_,DL,) 3.3.1 RHom_(f. . DL,,f. DL.)
=" 7271 =5 21 22 1% 1 2

et par suite que, dans la situation de 3.7.6, on a

(5.1.8) f,Du = Df u

5.2 Composition de correspondances.

Soient, pour i = 1,2,3, Xiun S-schéma, Xij = Xi Xg Xj s
X = X]. Xg 5(2 Xg X3 » Py X —> Xi , pij X /> Xij les projections,
Li € ob Dctf(xi) . Ona X-= X12 XX2 X23 , et
L L L 1L L L
= p¥ % 3% *
(DL1 ® Lz) ®x2 (DL2 8y L3) p}DL; ® p3L, ® piDL, ® piL,
L

La flache d'évaluation L2 ® DL2 —_— l<.X définit donc un accouplement
2

L L L .
(5.2.1) (oL, & L,) ®x2 (L, ® L,) ——>p;
L L
le second membre &tant identifié a (DL1 8 L3) ®; Ky par Kunneth (1.7.3). Compte
2

L
3(DL1 8y L3) s

tenu de 3.1.1, 3.1.2, on peut récrire 5.2.1 sous la forme

!

L
1

—_— : = 3¢

(5.2.2) RHomS(Ll,LZ) 8y RHomS<L2,L3) —>p13RHomS(L1,L3) RHom(plLl,p3L3) s

2
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1'identification au second membre étant donnée par 1'isomorphisme d'induction (SGA

4 XVIII 3.1.12.2)), d'oh un accouplement, dit composition des correspondances,

(5.2.3) HomS(Ll,LZ) ® HomS(LZ,L3) —_— Hom(p*L L,) s

1’93
que 1'on notera (u,v) = wvu , On vérifie que, si Pii,i : Xij —> X, et
3

pij i : Xij — Xj désignent les projections, 5.2.2 peut aussi s'obtenir par com-
3

position de la fléche

L
RHomS(Ll,LZ) ®X RHomS(L 5Ly ) ——= RHom(p*L L)

, 1’912P12 2t

Vo !
® Rilom(p,;p%3 oLy»Paly

1’P12P12 oLy)

' t
L . . JPO N
RHom (L L3) ] RHom(p23p23’2L2,p3L3)) , de la fléche définie par la flache

(produit tensoriel des flaches canoniques p'{'zRHoms(Ll,Lz) _— RHom(p*L

et p23

! 1
3 : ¥ [} = P
de changement de base 1:)121312’2L2 _— p23p23,2L2 , et d'une fléche de composition

habituelle sur les RHom.

Soient c¢' : C' —> X c" ¢ ¢ —= X des correspondances, et

12 2 23

X C" ——> X 1la correspondance "composée", On déduit de 5,2.2 (ou l'on
2

définit directement, par une composition analogue 2 celle qu'on vient de décrire)
un accouplement

L

1
(5.2.4) RHom(c!*L, ,c! L.) ® RHom(c""“L " Ly )~ RHom(c#L 1Cq L )y o,
= 1°%2 “27 Sk 1

1 ) {

d'ol un accouplement " composition" (u,v) —> vu

' ! !
! et " —_— ] '
c! ' L.) ® Hom(e!'™L sCy L3) Hom(clLl,c3L3)

it
(5.2.5) Hom(c1 L,es L, 5L,

On vérifie que la composition des correspondances est compatible aux images

directes, dans le sens suivant, Soient, pour 1 <i <3, fi : Xi ——>Yi un

' n 1

S-morphisme, f2 étant propre, <c', ¢", ¢ des morphismes comme ci-dessus, avec c

propres, d' : D' —> le , d" D" —=> Y

d : D=0D"' Xy D" —>Y , et des carrés commutatifs
2

et " des morphismes propres,
P prop

23
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"
XlZ < C XZB\_ C
f12 f23
/
¥ 223
YIZH— D Y23<———— D .

On a alors un carré commutatif

'
(5.2.6) HOm(c'*Ll,Cz L2) ® Hom(c“”LZ,cg'L3) 2:2.3 > Hom(c L c3L3)
12* ® f lflys
Hom(d"“‘ d ) ® Hom(d"" an ! ) _______2__2_5__> Hom(d# alu )
M Mz My,d5 My iMad3ty) s

ol Ml = fl!Ll B M2 = fz-x-Lz s 1\43 = f3*1"5 , et un carré commutatif analogue avec

des RHom, que le lecteur écrira,

Enfin, supposons que X, = X s, L, =1L . L'accouplement fondamental

1 3 1 3

4,1.2 peut s'interpréter comme le composé de 1'accouplement
L L L L L
* * 3 4 3 E
(5.2.7)  qjDL; ® q¥L, ® a3DL, @ qfL; ——> q}DL; ® qz(sz ® qul

L
défini par L2 ® DL2 —_— KX , ou, ce qui revient au méme, induit par 5.2.1 sur

X12 via la diagonale X12 _— X1 Xg X2 Xg X1 (qi : X12 _ Xi désignant la
projection), et de 1'accouplement
L
(5.2.8) ajpL, ®qlg( ®q ] T K
L
défini par DLl ® L1 —_— > KX . 11 en résulte que, pour u € Homs(Ll,Lz) s
o .
v € HomS(Lz,Ll) , on a, dans H (X1 xg X5» le X X7) s
(5.2.9) <u,v>=<wvu,l > ,
oi 1 désigne la correspondance identique de L1 a L1 sur X1 Xg X1 1

support dans la diagonale (3,2 b)), et le cup-produit au second membre est pris au

sens de 4.2.5 , compte tenu du fait que le produit fibré X x x X (par
x Xg b0 e |

la

. = - ' cer s
Py3 ! X ——>X, = X xg X; et la diagonale X, 7> X xg Xl) s'identifie &
X1 Xg XZ) . On voit de m@me, plus généralement, que, si c¢' : C' —> X12 ,
c" s O —> X,1 sont des correspondances, ¢ : C = C Xg C"> X1 X X, xg X
2 2 78 71
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correspondance composée, et d : C' XX ¢ =D —> X la correspondance inter-
112

section, on a, pour u € Hom(c'*L L ) , v E€ Hom(c"*Lz,c" L.} , l'égalité

suivante dans HO(D,KD)

(5.2.10) <u,v >=<vu,l > |,

oi 1 désigne comme ci-dessus la correspondance diagonale, et D est identifié au

X . Les for-

produit fibré de C —> X et la diagonale X1 — > X1 xg ¥

1 % %1
mules 5.2.9 et 5.2.10 généralisent une formule bien comme dans le cas des coeffi-

cients constants ([127 1.3.6 (ii) c)).

5.3. Produit tensoriel externe de correspondances,

Soient, pour 1< i <4 , X, un S-schéma, X =X, x5 X, Xg X3 X5 X,

X,, = X, (Xi) . L'isomorphisme de Kunneth (1.7.6, 2.2.4)

ij 1 XS Xj s Li € ob D

ctf
L

DL, ® DL, ——> D(L; ;s Ly)
définit un isomorphisme sur X
L L L ~ L L L
(5.3.1) (oL, & L)) & (DL; ®; L,) —>D(L; B Ly) & (L, & L,)
qu'on peut, d'aprés 3.1.1, récrire sous la forme

L L

L
(5.3.2) RHomS(Ll,Lz) B RHomS(L3,L4) m— RHomS(Ll ®S Ls,L, ®s L4)

D'ol un accouplement, dit produit tensoriel externe,

L L

(5.3.3) HomS(L »L, ) ®HomS(L3,L ) ——> Homg (L ® Ly,L, & L) s

qu'on notera (u,v) —>u ® Vv . L'accouplement 5.3.2 peut aussi s'interpréter comme

composé du produit tensoriel externe

L L L
RHom(E ,E,) ®; RHom(E,,E, ) ——> RHom(E 1 B EqsEy B E))
(ot E , etc., avec des notations évidentes) et de 1'isomorphisme défini

= %
1 p12,1L1L
par Kumneth E, ® Ea——>p24(L ® L) (1.7.3)
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Soient c¢' : C' —-—>X12 , ¢ " —>X34 des correspondances,

c:C=¢' Xg ¢"' —> X = X13 Xg X24 la correspondance produit, On déduit de 5.3.2,

ou 1'on définit de manidre analogue, un accouplement

L

!
1 "3t
L,) ®; RHom(cl*L

1
¥ 3 "
(5.3.4) RHom(c Ll’ <, <, L4)

1 3’

L

L
% !
—_— RHom(c13(L1 B L3), c24(L2 N LQ)) ,

L
d'ots un accouplement produit tensoriel externe, (u,v) —>u ®S v R

n ! 1
(5.3.5) Hom(cl'"L cé'Lz) ® Hom(cg""LB, cZ‘L4)

1°

L L
)
* "
s Hom(cl3(L1 EN L3), c24(L2 8 L4))

On vérifie que ces accouplements sont compatibles aux images directes, dans

le sens suivant. Soient, pour 1 <i <4 , fi : Xi —_—> Yi un S-morphisme,

c¢', ¢", ¢ comme ci-dessus, avec c' et c" propres, d' : D' —->Y12 s
"Lt : . = D! " =

d" : D ———>Y34 des morphismes propres, d : D D Xg D" —> v Y12 Xg Y34 B

et des carrés commutatifs

e — t ”"

X12 C X34 &
£12 £34

1} "

le <D Y34'&—_ D

On a alors un carré commutatif

3

) ¥ 1 5.3.5 . . !

L3 r " " ad 5 s
(5.3.6) Hom(c1 Li»c; LZ) ® Hom(c3 La,c) L4) —as, dom(c13L13,c24L24)

£12® £, £13,24n
Hom(d'™ d'!M ) ®Hom(d!" M d"'M ) —5—3% Hom(d¥* d¥ M, )
1 Medp 37 Myady M, 13M3°%24M4 ’
L L

ot Mi = fi!Li si 1 =1,3 et fi*Li sinon, Lij = Li ®S LJ. N Mij = Mi ®S Mj .

(On a aussi un carré analogue avec des RHom).



Supposons que X3 = X2 s X4 =X , L, = L2 B L4 = Ll . Un raisonnement

analogue 4 celui du dernier alinéa de 5.2 montre que, pour u € Homs(Ll,Lz) N
v € HomS(LZ’Ll) , on a

L
(5.3.7) <u,v>=<u®sv,l> ,

~

oi 1 désigne la correspondance diagonale de le a 'le sur X12 , et le
cup-produit au second membre est pris au sens de 4.,2.5 . Plus généralement, si
c' : C! ——>X12 , e QN —> X,, sont des correspondances, leur "intersection"

c=c! C" s'identifie au produit fibré de C' ¢t —>X = X9 %g X,)1 et

s
1
——>X , et l'on a, pour u € Hom(ci”’Ll,cé'Lz) s

X
ISP

de la diagonale X12
. 1
v € Hom(el ™ L, ,c!" ' L.) , 1'6galité suivante dans HO(C,K )
2 72°°1 "1 C
L
(5.3.8) <u,v>=<u® v, 1> ,

~

oi 1 désigne comme ci-dessus la correspondance diagonale. On a donc deux procédés

"diagonaux" (5.2.10, 5.3.8) pour le calcul du "terme local de Verdier" < u,v >
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6. Appendice. Formule de Lefschetz pour les faisceaux cohérents.

Dans ce numéro, S désigne un shcéma noethérien., Les S-schémas considérés
seront supposés séparés et de type fini., Rappelons que, d'aprés Nagata, tout
S-morphisme entre de tels schémas est compactifiable, i.e. se factorise en une im-
mersion ouverte suivie d'un morphisme propre. Pour tout S-schéma X , nous noterons

D(X) 1la catégorie dérivée de celle des QX—Modules.

6.1 Rappelons ([8] App.)que por tout S-morphisme f : X —=> Y , on dispose
d'un foncteur f' : pt(v) —= 0t ) (et d'isomorphismes de transitivité

(gf)! = f!g! pour un composé gf , avec condition de cocycle). Pour £ propre,
f! est "adjoint" 2 droite du foncteur £, D+(X)Coh E— D+(Y)Coh (1'indice

"coh" désignant la sous-catégorie pleine formée de complexes a cohomologie cohé-

rente)}, cette adjontion se précisant en un isomorphisme
! ~
(6.1.1) £, REom(E,f F) ——> RHom(£ E,F)

pour E € ob D(X) F €bDT(¥) , défini de manidre analogue & 1'isomorphisme (SGA 4

coh’
XVIIT 3.1.9.6) . Les considérations de ([8] App.5), jointes au théorzme de dualité

pour l'espace projectif, montrent que, si f est lisse, purement de dimension d ,

on a un isomorphisme canonique

! ~ d
(6.1.2) FL<— £ 8 q (4]
si de plus f est propre, la fléche

(6.1.3) Tr, ¢ £ (£%L @ Of

£ vy td D) > L

1
déduite, par 6.1.2, de la fléche d'adjonction f f —>1 , coifncide avec le mor-

phisme trace ([8] VI).

6.2 Contrairement & ce qui se passe dans le cas des coefficients discrets, il
n'y a pas ici de sous-catégorie raisonnable de D stable par "les six opérations"
L
!
(f*,f*,f’,f|,® , RHom) . La notion de finitude la plus naturelle semble &tre celle

de perfection relative (SGA 6 IIT 4), Si X est un S-schéma, et L € ob D(X) |,
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rappelons qu'on dit que I est parfait rel, 2 S si L est de tor-dimension finie

rel, 23 S et A cohomologie cohérente. Nous noterons D(X)p la sous-catégorie

arf/s

pleine de D(X) formée des complexes parfaits rel, a3 S ., Elle n'est stable en
L
général ni par ® ni par RHom . Cependant, si E est parfait (au sens absolu),

et F parfait rel. 2 S, RHom(E,F) est parfait rel. & S (8GA 6 III 4.9). D'autre part,

soient, pour i = 1,2, Xi un S-schéma, Li € ob D_(Xi) . Nous poserons, comme 1.5,

L L
= s 3
L, ® L, = LpjL; ® IpjL, .
ol P, ¢ Xl Xg X2 _— Xi est la projection. La considération de cet objet n'est
raisonnable que si X; et X, sont tor-indépendants sur § , i.e. (sGA 6 IIT 1.5)
si Torf(QX,QY) =0 pour i # 0 . Supposons qu'il en soit ainsi : alors, si I,
L
et L, sont parfaits rel. & § , il en est de meme de L, & L, (SGA 6 III 4.7).

Soit £ : X —> Y un S-morphisme. Si £ est propre, on a

f*D(X)parf/SC: D(Y)parf/s (SGA 6 IIT 4.8). Si f est de tor-dimension finie, on a
!

% !

f IJ(Y)pr/S c D(X)parf/s (SGA 6 III 4.5), et f D(Y)parf/s c D(X)parf/s (scA 6

111 4.9).

Pour tout S-schéma a : X —> S , nous poserons
(6.2.1) -=a'
2. SR
et noterons Dy (ou simplement D ) le foncteur RHom(—,KX) . 8i X est de tor-

dimension finie sur S , KX est parfait rel. & S et, pour tout

L € ob D(X)p , ona DL € ob D(X) , et la fleche canonique L —> DDL

arf/s parf/s

est un isomorphisme (SGA 6 III 4.9).

Soient £ : X —> Y un S-morphisme, L € ob D(X) , M € ob D(Y) . Si
f*¥M est défini (par exemple si M € ob D (Y) , ousi f est de tor-dimemsion finie),

on posera

méz)(L,M) = Hom(L, £*M)

Homél)(L,M) = Hom( f#M,L) , Ho

1
S8i f'M est défini (par exemple si M € ob pty) , ou si f est lisse, ou fini

!
et de tor-dimension finie, ou composé de tels morphismes, car dans ces cas f se
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prolonge, par 6.1.1, 6.1.2 en un foncteur défini sur la catégorie D(Y) toute en-

tiere), on posera
1 !
Hom§3)(L,M) = Hom(L,f M) , Homéé)(L,M) = Hom(f M,L)}

Les éléments de Homil)(L,M) s'appelleront, comme en 1.4, fléeches de type 1

de L dans M au-dessus de f (ou f-fladches de type i de L dans M). On

laisse au lecteur le soin d'expliciter la composition des fléches de type i ,

pour i fixé, et les catégories fibrées et cofibrées correspondantes. Rappelons

seulement les formules d'adjonction partielle Homél)(L,M) = Hom(M, £ L) ( pour
MEobD(Y),LEob pt(x)) s Homi?’)(L,M) = Hom(f,L,M) (pour f propre,

L € ob D(X)__, , M € ob D'(¥))

6.3 Dans la situation de 1.6, supposons X1 et X2 tor-indépendants sur § ,
ainsi que Y1 et Y2 . Alors, pour Li € ob D(Xi)parf/s , la flache de Kumneth

1.6.4 est définie (utiliser le fait que la tor-dimension finie relative se conserve
par image directe (SGA 6 III 3.7.1)) et est un isomorphisme (pour le vérifier, on
peut supposer S et Yi affines, et, pour un calcul a la Eech, on se raméne a
supposer aussi X1 et X2 affines, la conclusion est alors conséquence triviale

5 s )
des hypothéses de tor-indépendance)., D'autre part, pour Mi € ob D(Yi)parf/S s

avec fiM1 ou fZ!M2 dans Db , la fleche de Kunneth 1.7.3 est définie (%)

et est un isomorphisme quand f1 et f2 sont de tor-dimension finie, comme on le
vérifie facilement & 1'aide de 1'isomorphisme de Kunneth de type 1.6.4 qu'on vient
d'indiquer, conjugné & 6.1.2, et 6.1.1 dans le cas ol fi est une immersion fermée.
En particulier, si X1 et X2 sont de tor-dimension finie sur S et tor-indépen-

dants, 1.7.6 est un isomorphisme.

On définit comme en 2.1 RHom(u,v) pour (u,v) de type (2,1) (resp. (3,4),
avec f propre afin d'éviter les pro-objets dfis & un f! ) . Avec des hypothéses
de degré convenables (voir par exemple ([9] V 2.3)), les fleches d'évaluation
(2.2.2) et de produit tensoriel (2.2.3, 2.2.4) sont définies, et les flaches

*
) Dans le cas propre ou lissifiable, la définition de la fléche est immédiate ;

on peut ramener le cas général au cas lissifiable par descente cohomologique.
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2.2.3, 2.2.4 (sous réserve qu'elles soient définies) sont des isomorphismes d&s que

El et E2 sont parfaits (au sens absolu).

Dans la situation de 2,4, supposons les couples (XI’XZ) s (XI’YZ) s

(Yl,Xz) s (Yl’YZ) tor-indépendants sur S , fl propre, E, , F, ,

P.,Q. , RHom(E,,F.,) , RHom(P,,Q.) wparfaits rel. 3 S , et les flaches de
1 1 — 1 1 - 1 1 L L L
! ! !
Yz) (Ql B QZ) » £,Q; 8 F) —> (f1 Xg Y2) (Q1 8 F2)

! L
Kunne th lel ®s Q2 —_— (f1 Xg

des isomorphismes. Alors 2.4.1 et le diagramme de 2.5 sont définis, et ce dermnier

est commutatif (toutefois les fléches horizontales ne sont pas nécessairement des

isomorphismes), La vérification est la méme que pour 2,5

6.4 Soient, pour i = 1,2, Xi un S-schéma, X = X1 %g X2 s D.

PR,

q.

i Xi ——> 5 les projections canoniques. On suppose X1 et X2 tor-indépen-

dants, et 9, de tor-dimension finie, Soient d'autre part Li € ob D(Xi)parf/s

Par 1l'analogue de 2.2.4 , on a une fl&che canonique

L L ; L
(6.4.1) DL; ® L, — > RHom(L, & gxz,qlgs ® L)

L
1 ~ 1
d'ol, en composant avec 1'isomorphisme de Kunneth (6.3) qigs ®S L2 —> p2L2 une

fleche

L !

kil
(6.4.2) DL; ® L, —> RHom(pl"Ll,szz) .

La flache 6.4.1 (donc aussi 6.4.2) est un isomorphisme, comme on le voit en se ra-

menant au cas oft 9 est une immersion fermée,.

Comme en 3.1.2, nous poserons

! T
LZ) = RHomS(Ll’LZ)’ Hom(prl,szz) HomS(Ll,L2) s

#
(6.4.3) RHom(plLl,p2

et appellerons les éléments de HomS(Ll’LZ) correspondances cchomologiques de

Si ¢ : C—=>X est une correspondance {propre, en pratique), on a

()

Ll a L2 .

par la formule d'induction ([8] III 8.8)

(%)

L'hypothese de "lissifiabilité" de (loc. cit.) est inutile.
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Y Y 1
! * ! _ % !
(6.4.4) c RHom(plLl,szz) RHom(clLl,chz) ,

1 ° 1 '
3 i = : 3 ’ ' _
et les éléments de Hom(clLl’c2L2) H (X,c.c RHom(plLl,szz)) s'appelleront cor

respondances (cohomologiques) de L1 a L2 3 support dans € . Nous verrons plus

loin des exemples, analogues & ceux de 3.2,

6.5 Soient, pour i = 1,2, fi : Xi > Yi un S-morphisme propre,

f= £, X—>Y . On suppose Xi et Yi de tor-dimension finie sur § ,

f1 % %
et les carrés de 2.4.0 tor-indépendants. Soient L, € ob D(X,) . On définit
i i’parf/s

comme en 3,3.1 un isomorphisme

(6.5.1) £, Riom (L, ,L,)) ——> RHom (£, L ,f, .1,

d'oti, par application de RT(Y,-) , un isomorphisme

(6.5.2) £, : Homs(Ll,Lz) _— HomS(fl*Ll’fZ*LZ) ,

qu'on notera simplement u+—> u, quand Y1 = Y2 =S , On a un diagramme commu-

tatif analogue a 3.4,1, comme il découle de 1'analogue de 2.5 signalé en 6.3, On
en déduit un corollaire analogue 2 6.5, et, dans le cas ol Y1 = Y2 =S est le
spectre d'un corps, une description, analogue i celle de 3.6, des opérations uy

sur la cohomologie.

Etant donné un carré commutatif 3.7.1, avec ¢ propre, on a, pour

K € ob pt(C) une flache canonique
! !
(6.5.3) f e, 6 K——=>d 4 fK s

définie de la méme manidre que 3.7.3 (1'isomorphisme g%c'! — d!f* est valable
aussi dans le présent contexte : définition de la fleche par transposition d'une
fléche de changement de base, et vérification du fait que c'est un isomorphisme par
réduction auxcas ot d est lisse et est une immersion fermée), Prenant

K = RHomS(Ll’LZ) , on déduit de 6.5.3 et 6.5.1 des fléches canoniques
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! !
(6.5.4) £ c RHom(ciL;,c,L,) ——> d RHom(dF(f, ,L,),d, (£, L))

171’ 1#71 2°72%72
(6.5.5) £, : Hom(cfL ,c,L,) ——> Bom(df(£,1)),d,(£,yL,))
analogues a 3,7.5, 3.7.6.
6.6 Soient, pour i =1,2 , Xi des S-schémas de tor-dimension finie et

tor-indépendants, et L, € ob D(Xi)
L
d'évaluation DLi ® Li — KX définit, comme en 4.1, des accouplements "cup-
i

parf/s Le produit tensoriel externe des fl&ches

produits" analogues a 4.1.2, 4.1.3, 4.1.4

Soient ¢ : C—=>X , d : D —>X des morphismes propres,

e =c oy d : E—=>X, P, Q € ob D(X) . D'aprés 6.1.1, on a

parf/s

1
cue P = RHom(Rc%QC,P)

(et un isomorphisme analogue avec d ). Supposant c et d de tor-dimemsion finie
aux points au-dessus de e(E) , on en déduit, par produit tensoriel, une flache
canonique

L

' ! L
(6.6.1) c,eP®ddQ—> RHom(Rc*(_)_c 8R40, P®Q )

Quand c et d sont tor-indépendants, le second membre se récrit, par Kunneth et
L L
1
6.1.1, e,e (P®Q) , et 6.6.1 prend la forme 4.2.3 . Pour P = DL1 ®S L2 s
L

Q= L1 @S DL2 , on déduit de 6.6.1 et des accouplements indiqués ci-dessus des

accouplements analogues a 4,2.4 , 4,2.5

L L
! !
3 ) 3 :
(6.6.2)  c,Riom(c#L,,c,L,) ® d RHom(dL,,d L) —> RHom(Re, 0. ® Rd 0, K)

Y ' L
. I . 3 :
(6.6.3) < , >: Hom(c#L, ,¢,L,) ® Hom(dL,,d,L; ) —> Hom(Rc 0 ® Rd,0/,K ) .

Tout comme les accouplements de 4.2, ceux-ci sont compatibles & la localisation étale.
Quand c et d sont tor-indépendants, le second membre de 6.6.2 (resp. 6.6.3)

Ve f e . N )
s'identifie canoniquement 2 e K (resp. H (E,KE)) .
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Le théoréme 4.4 a 1l'analogue suivant

Théoréme 6.7 - Soient, pour i =1,2, fi : Xi —_ Yi un S-morphisme propre,

f=f X—>Y , p, : X—>X, ,q, : Y —> Yi les projections. Seit

1 %s f2 ; i i i

d'autre part un cube 4.4,0 3 faces horizontales cartésiennes, avec c¢' , c¢", d',

d" propres, et c¢', ¢" (resp. d', d") de tor-dimension finie aux points au-dessus

= ' " o= n (- '
de ¢(€) (resp. d(D)) . On pose el p;c »ocf =pet, di qid s
"= "

df = p;d" . Soient enfin L, € ob D(Xl)parf/s . On suppose les couples (Xl’XZ) s
@l,YZL(Yl,XZIKYPYz) tox-indépendants sur § , et X, et Y, de tor-dimension finie
sur S , On a alors un carré commutatif
(6.7.1)

e, RHom(c ¥, ) ® £ cRHom(c!” 'L ) —(—1)% £ RHom(Re [0 ; )

17 xesRiiom(el "Ly el 'Ly m(Re 01 ® ReyO0usKy

(2) \L (4)

L
dyRHom(a1*1 ) 1)) ® anmiom(ayy, ,ay i) <

L RHom(Rd 0, & RALOp KD s

ot M, = f L. (3) est donné par 6.6.2, (1) est déduit de 6.6.2 par application

L L
de £, et composition avec la flidche canonique L ® ol —> f #(C% ® ) , ()
est produit tensoriel des fldches 6.5.4 relatives aux faces contenant f , et (4)

est composé de l'isomorphisme de dualité 6 1.1 et de la fladche définie par la fléche

canonique Rd*—D’ ® Rdi_D" — f (RC*-C' ® Rcﬂgcn) (adjointe du produit tensoriel
des fliches "de changement de base" f* Rd;gD, —_ Rc;gc, ., £¥Rd}0 ¥opn —> Rc;gcn ) .

La démonstration est essentiellement la méme que celle de 4.4, nous laissons

au lecteur les menues modifications & apporter,

Lorsque c¢' , c" sont tor-indépendants, ainsi que d', d" , la fléche

(4) de 6.7.1 se récrit sous la forme f*c*KC _— d*KD , elle est simplement dé~
finie par la fléche d'adjonction gKo = g*g'KD —> K, (comme la fléche (4) de

4,4.1). 11 ne serait cependant pas naturel de ne considérer que ce cas, car on ex-

clurait ainsi les correspondances & intersection excédentaire.

On déduit de 6.7 des formules analogues a 4.5.1, 4.7.1 : sous les hypothéses

] Y
13t R n—)% "ne
de 6.7, on a, pour u € Hom(c1 Lysc Lz) , VE Hom(c L,.¢y Ll) s
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(6.7.2) < fufv>=f, <uv>

o fou (resp. f,v ) désigne la correspondance image directe de u {resp. v)

au sens de 6.5.5, et f, au second membre est 1'homomorphisme

L

L
(6.7.3) Hom(Rc_;iQC, ® Rc;'(gc,,,KX> — Hom(Rd_;QD, ® Rdg(gD,,,KY)

composé de 1'isomorphisme de dualité 6,1.1 et de la flache induite par la flache

L L
canonique Rd%gD. ® Rd;gD" _— f%(Rc;QC, ® RC;QC”) citée dans 6.7 . Quand
Y, =Y, =S =D"=D" , 6,7.2 est la formule de Lefschetz-Verdier.

A titre d'illustration, nous allons montrer que cette formule implique la

formule de Woods Hole [1] .

6.8 Nous aurons besoin pour cela de quelques rappels sur la classe de cohomo-
logie "de Hodge" associée 3 un sous-schéma régulidrement plongé d'un schéma lisse

et les résidus de Grothendieck ([87 ITII 9). Soient f = X —> S un morphisme lisse
purement de dimension relative N , 1 : Y —=> X une immersion régulidre de co-
dimension d (i.e. ((SGA IV 16.9.2),(SGA 6 VII 1)) un sous-schéma fermé défini lo-

calement par une suite régulidre de d équations, ou, dans une terminologie équiva-

lente ((8 ITI 1), (SGA 6 VIIT 1)) une immersion fermée (localement) d'intersection

compléte de codimension d )., Posons g = fi . On associe alors 3 Y un élement
(6.8.1) o, (0 € Extd (o, oS )

/s o v s’
appelé classe de cohomologie associée 3 Y , défini de la maniére suivante. D'aprés

le théor2me "de pureté" ([8] III 7.2), on a

0 si i #4d

i d _
(6.8.2) Qz_tgx(gY D Og) =

Hom(A NY/X s QX/S ® QY) sii=4d,
N - 2 . _ ;
ot Ny y = 1/1 est le faisceau conormal (I = Ker oy —> QY) . Par suite,

d d o d d
(6.8.3) EthX(gY’QX/S) = H (Y,Hom( A Ny/x 0 %s ® QY))
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La différentielle d : QX —> QX/S induit une application QY—llnéalre

X/8
1 . P . .
dX/S ®1 : NY/X —— O’X/S ® _QY . La puissance extérieure d-iéme de cette applica
v
tion est une section globale, sur Y , de AdNY/S ? Q;‘(/S , dont 1'image dans

xtd (0 ,Qi ) par 1l'isomorphisme 6.8.3 est par définition la classe 6.8.1
Oy ~Y*VR/S

A - . o av d
Supposons g fini et plat (donc d = N) . Soit w € H (Y,A NY/S ® QX/S)
D'aprés 6.8.2 et 6.1, on peut voir @ comme un homomorphisme
! dy d . . .
Q_Y —> g gs(- A NY/S ® OX/S) , donc, par adjonction, comme un homomorphisme
g*QY ﬁgs . On définit le résidu (relatif & g) de w comme la section de _0_s image
de 1 par cet homomorphisme, et on le note ResY/s(w) (c£.([8] TIT 9)). Notons d'autre
N
part i,w € H (X,Q}I(\I/S) 1'image de w par le composé de 1'isomorphisme 6.83 et de la fléche
. N N N N . P
canonique EXtQX(gY’OX/S) —>H (X,QX/S) . Quand f est propre, il découle de la transiti-
1
vité pour les morphismes trace (ou fliéches d'adjonction) i*i‘ —>1 ,

y
f £ —>1 , que 1'on a
€6.8.4) ResY/S(w) = Trf(l*u)) s
. N N o oy 5 Y4 R
ot Tr_. : H (X,QX/S) ~—>H (S,QS) est défini par la fléche d'adjonction

£
! N
£,8 05 = Rf*QX/S[N] —> 0 (6.1) . D'autre part, sans hypothse de propreté, on

a la compatibilité importante ([8] III 9 R6)

(6.8.5) Res,, ,.(yc?

X/S(Y)) = TrY/S(y) s

Y/s

o N . . .
pour y € H (Y,QY) , olt TrY/S : g*gY —>QS désigne la trace au sens classique,

i.e, TrY/S(y) = trace de 1l'endomorphisme de g%gY défini par la multiplication

par y (cette compatibilité n'est pas démontrée dans (loc, cit.) ; le cas N =1
est traité dans [Raynaud, Anneaux locaux henséliens, VII 1 | Lecture Notes in Math.

n°169 , Springer Verlag, 1970 ) . En d'autres termes, Tr correspond, par

Y/s

. . 5 . !
adjonction, & 1'homomorphisme QY —> g 0. défini par la multiplication par

S
CLX/S(Y) . I1 en résulte que, pour F € ob D(S)coh , la fléche
! v 2
(6.8.6) g¥F —> g’ F=g"F® g0

S

donnée par le produit par cf ) correspond par adjonction a la fleche

X/8
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L

g =
(6.8.7) g8 B =F®g0 —>F
définie par TrY/S : g*QY — QS
6.9 Soient X (resp. Y) un S-schéma propre et lisse de dimension relative
m (resp. n ), Z =X xg Y, a: A“—>7Z ,b:B%—=> 7 des immersions régulidres
telles que a, @ A—>yv | b1 : B —— X soient finis et plats {on note
Py Z—>X , P, : Z —>Y les projections, et a; =p;a b, = pib ),

. - Voo .
c:C=Ax, B—>2Z , LE€Eob 1)()()parf , M€ ob D(Y)parf (1'indice part si
gnifie "parfait au sens absolu" , ce qui équivaut aussi & parfait rel, &3 S ,

X et Y étant lisses)., On suppose C fini et plat sur S . Les hypothéses faites

entrafnent donc que ¢ est une immersion régulidre et que a et b sont tor-indé-

pendants,

1 _1 s 1 _1 L.
On a pfﬂx/s QZ/Y s pZQY/S QZ/X , et une décomposition

1 1 1
= ) [y . A
QX/S QZ/Y QZ/X , d'oli, pour tout entier r , une décomposition

T - i j
(6.9.0) %s = D %y ® %
i+j=r
! m
' ' & . = pi¥
D'autre part, d'aprés 6.1.2 , on a p,M = piM ® OZ/Y[m] , donc

o ! ! mo, m
= 1
H(Z,a.a RHom(pr, p2M)) Ext (afL,aZM ®0a,

) 3
0, /Y

d'on, par 6.4.4 et 6.8.2 , un isomorphisme

%, ! = 4° 5 \% m
(6.9.1) Hom(alL,azM) H (A,Rggg(aTL,azM) ® AmNA/Z ® QZ/Y)

On a de m@me un isomorphisme

2 )

! o S . ny
3¢ = * *
(6.9.2) Hom(sz,blL) H (B,RHom(sz,blL) ® A NB/Z ® Qz/x

Soient u € Hom(aTL,agM) , v E Hom(bgM,bTL) , notons

o
(6.9.3) <u,v>€H (c,gc)
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La section Tr(quC) = Tr(vCuC) , olt u, € Hom(ch,c%M) et vg € Hom(c;M,CTL)

sont induits par u et v ., Considérons la correspondance cohomologique

u! € Hom(afL,a;M) (resp. v! € Hom(b?M,biL) ) déduite de u (resp. v ) par compo-
sition avec l'homomorphisme trace 6.8.7 2*aZM —_— M ‘(resp, bl*bfL —>1L) ,
ou, ce qui revient au méme (6.8.6), par produit avec c&Z/Y(A) (resp. CLZ/X(B))

Notons en passant que c¢f_, (A) (resp. cf 2/X (B)) est la composante dans

z/Y

HO(A,Aml\\(I/ ®QZ/Y) (resp. HOGB,A™.,. @ 0%, ) ) de (A) (resp. cb_,.(B) )

B/Z Z/X s z/s
définie par la projection Q;/S — O;/Y (resp. Q /8 — QZ/X) de 6.9.0 . On

vérifie aisément que le cup-produit

v m+n m+n
<u,v >EEXtOZ (9> Z/S)—H(C/\ c/ ®QZ/S)
défini en 6.6.3 est donné par
1
(6.9.4) <u,v >=<u,v> CLZ/Y(A)C{Z/X(B)
On vérifie d'autre part que 1'homomorphisme 6.7.3
-+ m-+n o
(_Q_C,QZ/S) —> 1 (5,00)
d I . m+n Lizgel m+n m+n _
est composé de la fléche canonique Ext (—C’ Z/S) —>H  (Z, QZ/S) et du mor
o m+n —Z
phisme trace TrZ/S (z, QZ/S) —_— HO(S,QS) . La formule de Lefschetz-Verdier

6.7.2 fournit donc la relation

(6.9.5) < (0, (W> = Ty (< uy > ety (A ety (B))

¥*°

Grace a 6.8.4 on peut récrire le second membre comme un résidu, de sorte qu'en résumé

on a obtenu :

Théoréme 6.10 - Sous les hypotheses du premier alinéa de 6.9, soient

u € Hom(aTL,agM) , v E Hom(b?M,bTL) , et considérons la correspondance cohomologique

! !
u  (resp. v') de L a M (resp. M2 1 ) 2 support dans A (resp. B) déduite de

u (resp. v) par composition avec la trace agM —> M (resp. b1ep —>1L)

s

! 1
(6.8.7), et 1'homomorphisme (w), : £L —> g M (resp. (v, @ g M—> £1)

) Y
déduit de u’ (resp. v') par image directe (6.5.5) (f : X —>S5 , g: Y —>8§
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désignant les projections). Alors, avec les notations de 6.8, 6.9.3, on a

(6.10.1) < (u!)*,(v!)*> = Resc/s(< u,v > c&Z/Y(A) CLZ/X(B))

Remarques 6.11. - a) On vérifie comme en 3.6, a l'aide de la description 3.5 b) de
‘1'image directe d'une correspondance, que, si h : Z —> § est la projection,

! 1
(v, (resp. (v'),) est composé des fleches

*
£,0 125 (ha) a*m—m—az—*;(h ),aiM = a2 4
W #2 20 %8y Bydoydn B
( Dy (1 ot —— 1 (o b, bt —2s £ 1) & (1) est
_ = ;
resp. g*M'd,' h )* 2M )*blL f* l%blL e oL , ol es
l1a fladche de fonctorialité usuelle (définie par la flache d'adjonction 1 —3> al*af
(resp., 1 —> bZ*bg)) et (2) est donné par la trace a,,afM —> M (resp.
3
by bl —>1) (6.8.7)

b) Supposons que S soit le spectre d'un corps. L'intersection
C=A X(x X Y)B est donc formée de points isolés. En chaque point z de C , choi-
S

1,...,tn)

sissons, prés des images de =z , des suites régulidres (sl,...,sm) , (¢
d'équations de A,B ., Alors 6.10.1 s'écrit, avec la notation des symboles résiduels
de ([87 111 9),

1 1 .
(6.11.1) < (), , ) >= E  Res_(<u,v> T1 (4, ,.8./s.) T\ (4, ,.t,./t.))
* ¥ z €C z 1<i<m Z/Ys 1 <ji<n 2/X°3 73

odl dZ/YSi (resp. d
2/8%1 (resp. dZ/Stj) dans la décomposition 6.9.0 .

Z/th) désigne la composante de type (1,0) (resp. (0,1)) de

d

Corollaire 6.12 - (formule de Woods-Hole [17). On suppose que S est le spectre

d'un corps. Soient X un S-schéma propre et lisse, F un S-endomorphisme de X ,

#*
L un objet de D(X)parf (i.e. un complexe parfait sur X ) u € Hom(F L,L) . On

suppose que le schéma des points fixes XF est fini et formé de points transversaux

(i.e, od le graphe de F coupe transversalement la diagonale). Alors on a

-0, 0, 1hx,L)) = Y Tr(u )/det(1-dF.)
x E X X X

ot (F,u) est 1'endomorphisme de H'(X,1L) composé de H'(X,L) —> B (X, F*%L)
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(image inverse) et de B (X,u) Tr(uX) désigne la valeur en x de 1l'endomorphisme

induit par u sur la fibre de L en x , et det(l—de) la valeur en x du dé-

terminant de '1'application (1 - application induite par F sur Qi X)
Ed

Démonstration, On applique 6.10 en tenant compte de 6,11 a), b). Posons 2Z =X Xg X .

F N L 5
Soit x € X . Prés de x , choisissons un systéme de coordonnées locales
(Xl""’xn) (définissant un morphisme &tale dans AS ), posons Fi = XiF , notons
(xl,...,xn s yl,...,yn) les coordonnées locales correspondantes sur Z preés de

z = (x,x) (Xi =x;,®1,y, =18 Xi) . Alors, prés de =z ,

- - - & 3 t -
(xl YioeeesXy - yn) (resp. (yl Fl""’ Y, Fn)) est un systZme régulier d'équa
tions de la diagonale A (resp. du graphe B de F ). La contribution du second

membre de 6.11.1 en 2z est

dx....dx_ dy....dy
< u,l > = Res (Tr(u) L n 1 o )
z z (x

- yl)...(xn - yn)(y1 - Fl)...(yn - Fn)

Notons qu'au numérateur on peut remplacer dyi par

dyi - dFi = dyi - S (dFi/dx.)dx, . Appliquant alors la formule ([8] IIT 9
1<ji<n b

R3) a la situation B&E&—>2Z-—>5 , (s.,...,8 ) =(y, - F,,...,y_ -F) ,
1 p 1 1 n n

(tl,...,tn) = (x1 S Ve X - yn) ,  w =(Tr(w) dxl... dxn) , on obtient
dxl... dxn
() < u,l > = Res_(Tr(u) - )
z X (x1 - Fl)...(xn - Fn)

Comme x est transversal, les X - F forment un systéme régulier de paramétres

de OX , donc on peut écrire, prés de x ,
=X,x
x, = 2x, - F.)c,, s
1 3 J J 1]

ot (Cij) est une matrice de sections de 0, inversible en x , son déterminant

ayant pour valeur en x det(l—de)_1 . Grace a ([8] IIT 9 R1) on déduit donc de (¥)

<u,l > = ResX(Tr(u)det(cij)

d'ott, par ([8] III 9 R6) ,
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<ul >, = TruG))det(ey () = Tr(u(x))det(1-dF )7
Le corollaire résulte donc de 6.11.1

Remarque 6.12.1 - Si XF est supposé seulement fini, le calcul précédent montre que

l'on a
. . dx....dx
N
S-D e ((rw) BN X, L)) = 9 Res (Tr(u) ———B )
f~—IF X (2, - F)...(x_ - F)
X € X 1 1 n n
ot (xi) est un systéme de coordonnées locales en x , et les Fi sont les coor-

données de F (prés de x ) dans ce systeme.

Le lecteur se convaincra, d'autre part, que la formule précédente est en-

. . . F
core valable si X est propre et supposé seulement lisse aux points de X

6.13 Supposons que S soit le spectre d'une cldture algébrique du corps fini

Fq et que X/S provienne par extension des scalaires d'un schéma propre et lisse

X(J]Fq . Prenons pour F 1'endomorphisme de Frobenius de X/S "défini par 1'élé-
vation a4 la puissance g-igme sur les coordonnées". On a XF = XO(EA) et XF est
formé de points transversaux puisque dF = 0 ., Si I est un faisceau localement

libre de type fini sur X et u € Hom(F*L,L), la formule de Woods-Hole s'écrit donc

S5 ¢!

(6.13.1)  £(-1)'Tr((F,u), K (X,1)) = ) Tr(a L)
x € X (F_)
o q
En particulier, pour L = QX , u l'isomorphisme canonique F*QX = QX , on

trouve
(6.13.2) (-1)'mr(r,r (x,0)) = Card(x (F))  (mod p)

La théorie d'Artin-Schreier permet de récrire le premier membre sous la forme
Z(—l)lTr(F,Hl(X,E?)) , ofi H*(X,Fp) désigne la cohomologie étale de X 2a valeurs
dans le faisceau constant Fp . Par un raffinement de cet argument, Deligne, dans

(sGA 41/2 Fonctions L), a déduit de 6.13.1 la généralisation suivante de 6,13,2
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Théoréme 6.13. 3 (Deligne) - Soient X, un schéma séparé et de type fini sur Eq ,

X le schéma déduit de XO par extension des scalaires 3 une cldture algébrique k

de Eq , F 1'endomorphisme de Frobenius de X/k . Alors, pour tout
‘s .
Lo ¢ ob Dctf(Xo,Eé) , on a, notant 1 1'imapge inverse de LO sur X ,

i i _
z(-1) Tr(F,HC(X,L)) = XEE iy Tr(F,Lx)

Signalons que le cas particulier de 6.13.3 correspondant a Lo = E} a été
établi par Katz dans (SGA 7 XXII) par une méthode toute différente, fondée sur le
calcul 2 la Dwork de la fonction z&ta d'une hypersurface, Par ailleurs, 6.13.,2 dans
le cas propre et lisse est aussi conséquence immédiate de la formule de Lefschetz en
cohomologie cristalline ([57 VII 3.1.9). En fait, la cohomologie cristalline donne
1'information plus précise que chaque facteur det(l—Ft,Hi(Xo/w)) € W[t] de la fonc-
tion zé&ta est congru mod p & det(l—F'c,Hi(Xo,g_X )) (du moins si H*(Xo/w) est sans
torsion). Katz a montré [117 qu'on pouvait obteni:, a 1'aide des estimations de
B. Mazur [147, des congruences supérieures (faisant intervenir les Hi(XO,Qi ) et
1'opération de Cartier) pour des hypersurfaces (ou intersections complétes) lisses

dont on suppose les nombres de Hodge (dans la dimension intéressante) nuls jusqu'a

un certain cran,

D'autre part, si XO est un schéma propre sur Fq , géométriquement
intégre, et tel que Hl(XO,Q_X ) =0 pour i >0 , la formule de Lefschetz-Verdier
o
6.7.2, appliquée 2 = X0 ® k et 1'endomorphisme de Frobenius de X , entraine

aussitdt que Xo posséde au moins un point ratiomnel sur Eﬁ (puisque
Tr(F,RT(X,QX)) =1 ) ., Serre demande si cette conclusion est encore vraie lorsqu'on
remplace Eﬁ par un corps vérifiant (Cl) ([17] 11 3), parexemple U(t) (Tsen),
ou T({t)) (Lang) (voir loc. cit, pour d'autre exemples) ; il fait observer en
effet que, si XO est une intersection compléte de multi-degré (ml,...,mr) dans
P" , la condition de trivialité de la cohomologie équivaut ([16] n° 78) & la con-
dition m + ..t m, < o+l , qui est aussi celle qui intervient quand on écrit la

condition (Cl)
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6.14 La formule de Woods Hole a de nombreuses autres applications, pour lesquel-

les nous renvoyons 2 [2] et a 1'exposé de Beauville [4],

6.15 Le rédacteur n'a pas examiné le cas des composantes de points fixes de
dimension > 1 , mais il n'est pas exclu que l'on puisse déduire de 6.7.2 (conju~
gué probablement 2 Riemann-Roch) des formules de Lefschetz-Riemann-Roch dans le style
de celles de Donovan [7], Iversen [10], Nielsen [15] (du moins 2 valeurs dans le
corps de base). Il n'est pas exclu d'autre part que la formule 6.7.2, appliquée
au-dessus des nombres duaux, fournisse des formules de résidus pour les champs de

vecteurs analogues a celles de Bott [6], [3] .
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Exposé IITI B

CALCULS DE TERMES LOCAUX

par Luc Illusie

Cet exposé, rédigé en janvier 1977, ne correspond & aucun exposé oral du
séminaire, Il comprend deux parties indépendantes. Dans la premiére, nous calculons
les termes locaux de Lefschetz-Verdier pour des correspondances cohomologiques entre
courbes lisses sur un corps algébriquement clos, 2 support dans des correspondances
vérifiant certaines hypothéses de position générale. La formule que nous obtenons
fournit comme corollaires la formule de Verdier [67] pour les endomorphismes trans-
versaux {(qui s'applique notamment au cas de 1'endomorphisme de Frobenius), et la
formule énoncée par Langlands dans ([4] 7.12). La méthode de démonstration est pa-
rallzle 3 celle suivie par Artin-Verdier dams [6]. On se raméne & prouver la nullité
du terme local lorsque les complexes de faisceaux donnés ont une fibre nulle aux
images du point fixe considéré, et 1'on démontre en fait une propriété plus forte,

4 savoir qu'une certaine fléche de restriction est nulle (2.5). Pour établir cette
propriété, on commence par se ramener au cas d'une ramification modérée par des re-
vétements de méme degré des deux courbes données (afin de ne pas détruire les hypo-
théses de position générale), puis l'on traite directement ce cas 2 1'aide du lemme
d'Abhyankar et du théor2me de pureté relatif. La deuxidme partie de cet exposé, de
nature beaucoup plus technique, est inspirée de la mé&thode utilisée par Grothendieck
pour établir la formule de Lefschetz pour certaines correspondances cohomologiques

sur les courbes (voir XII et (SGA 41/2

Rapport)). Au n°® 5, nous développons, pour
les complexes de modules sur un topos, une théorie de traces non commutatives qui
généralise la théorie commutative de (SGA 6 I) et redonne, dans le cas d'un topos
ponctuel, la théorie non commutative développée par Grothendieck dans le séminaire
oral (celle-ci était rédigée dans 1'exposé XI, malheureusement disparu}. Nous appli-

quons les techniques du n° 5 pour définir, au n° 6, des termes locaux de Lefschetz-

Verdier pour des correspondances cohomologiques entre complexes de modules sur des
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anneaux non nécessairement commutatifs. Ces termes locaux se comportent comme des
traces non commutatives, et permettent notamment, dans le cas oY l'on prend comme
anneau de base 1'algébre d'un groupe, de diviser canoniquement les termes locaux
ordinaires attachés A des correspondances équivariantes. A titre d'application, nous
démontrons- la conjecture de divisibilité de Grothendieck de (XII 4.5), sous une for-
me plus générale. Nous montrons également que les termes locaux définis par
Grothendieck dans la formule de Lefschetz de XII sont bien les termes locaux de

Lefschetz-Verdier, et nous généralisons la formule de (loc.cit.).

Je remercie P. Deligne pour les utiles suggestions qu'il m'a faites au
cours de nombreux entretiens ; je lui suis particuliérement reconnaissant de m'avoir

signalé et aidé a corriger une erreur dans une démonstration primitive du théoréme

1.2
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I. - Correspondances en position générale entre courbes.

Dans cette partie, S désigne le spectre d'un corps algébriquement clos
k de car. p , A un anneau commutatif noethérien annulé par un entier premier a p .
Pour tout schéma X sur S on notera D(X) 1la catégorie dérivée des faisceaux de
A-modules sur X Dctf(x) la sous-catégorie pleine de D(X) formée des complexes

de tor-dimension finie et a cohomologie constructible.

1. - Enoncé du théoréme et corollaires.

1.1. Soient X (resp. Y) un S-schéma localisé strict en un point fermé d'une
S-courbe lisse et séparée, A (reSp. B) un S-schéma strictement local,

a: A—>X X, ¥ ,b:B—>X x

3 Y des S-morphismes. On note

S
Py ¢ X Xg Y —>X |, P, ¢ X Xq Y —> Y les projections, a; =p;a

bi =pb ,x (resp. y) 1le point fermé de X <(resp. Y ) . On suppose a, et b

1

finis et surjectifs, et AX(X « Y)B réduit au point fermé z d'image (x,y) dans
S

X Xg Y

!
Soient L € ob D, (X) , M€ ob D, Y) , ué€ Hom(aYL,aéM) s

tf tf

'
v € Hom(bgM,biL) . Notons
u, € Hom(LX,My) (resp. v, € Hom(My,LX) )

1 'homomorphisme composé

ax a
L, = RO(X,1) —=> RT(A,a}1) ESACHIN RI(A,a,M) —25 RI(Y,) = M

-

!
o a a,.M —> M (resp. 1'homomorphis-

est défini par la fléche d'adjonction 85,8,

2%
me composé analogue défini 2 1'aide de (b,v)). Comme L et My sont des complexes

parfaits de A-modules, on peut former le cup-produit (SGA 6 I 8.3)

(1.1.1) <u ,v. >=Tr{uv ) =Tr(vu ) € A
z’ 'z z z z z

Posons Ay (1)[2] = Ky , A(1)[2] = K, . D’aprés (I 5) (ou (SGA 612 puatite 1, ou

Finitude 4.1)) le foncteur Dy = Riom(-,K.}  (resp. D, = Riom(-,K.)) sur
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D _(X) (resp. D

ctf (Y)) est dualisant, i.e. pour tout E € ob Dc

(X) (resp.

ctf tf

~ ~
Dctf(Y)) ,ona E——=>DPDFE (resp. E —>DYDYE) . On écrira parfois D au

1
lieu de Dy , D, . Notons d'autre part p; le foncteur p*{(-)(l)[Z] . On a tri-
L ~_ 1 L ~ 1
vialement Ky ® M —> pM L ®S Ry —> p,L et il découle de (III 2.3) ,
par passage i la limite, que les fléches de Kunneth analogues a (III 3.1.1)

L L
! 1
DL ® M —> RHom(p*fL,péM) s L@ DM —> RHom(p*Z*M,piL)

!
sont des isomorphismes. Comme a, est fini, a est fini, donc le foncteur a est

défini, et l'on vérifie facilement que l1'on a 1'isomorphisme de transitivité
1t 1
a'pé = aé . Gréace a la formule d'induction pour a (SGA 4 XVIII 3.1.12.2), on a

donc un isomorphisme canonique analogue a (III 3.2.1)
H ! ~ !
a RHom(p‘i"L,pzM) R RHom(ai?L,azM) s

d'ott un isomorphisme

L
! ~ o !
#* # :
(*) Hom(a 1L,aZM) — 0 (X x, Y, aya (DL ®S M))
On a de méme un isomorphisme
s ! ~ o 1 L
(#3%) Hom(bZM,biL) —> H (X Xg Y, b,b (L ®S DM))

On définit, comme en (III 4.1.2), un accouplement naturel

L L L L

dfn
(DL®S M) ® (L®S DM) —>KX®S KY = AX Xg Y(Z) [4] "=

v -
X xg
Par composition avec 1l'accouplement analogue a (III 4.2.3)

oLy 1, L
aya P®bb'Q—>cc (PBQ 5
L L
oifh P=DLQ® M = : = jec-
it S , Q=1 ®S DM , et ¢ : z AX(X X Y)B —>X Xg Y est la projec

tion canonique, et compte tenu des isomorphismes (#), (#%), on en déduit un accou-

plement analogue a (III 4.2.5)

! ! o !
<, S Hom(a"l"L,azM) ® Hom(bi‘-M,blL) —> i (X Xg Y, cuc KX X Y)
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'
On vérifie aisément, par passage 2 la limite, que C'KX = A , de sorte que
Xg Y z

o ! . .
H X g Y, cuc KX Xg Y) = A . On dispose donc d'un "cup-produit"
(1.1.2) <u,v>€EAN

1.1.3 Soient X' (resp. Y') une S-courbe lisse, A' (resp. B') une S-courbe
séparée, a' : A' —> X' Xg Y', b' : B —>X!' Xg Y' des S-morphismes finis,

1 1

x (resp. y') un point fermé de X' (resp. Y') , z' un point fermé isolé de

A'x(x, X Y,)B' , d'image s (resp. t') dans A' (resp. B'), et tel que

a (= pza') (resp. bi (= plb') ) soit quasi-fini em s' (resp. t') ,

] ]
1] ] ] 1 ' 1 ' LN 1) ' F 13m0 L 1
L' € ob Dctf(X ) , M €obD_ (Y, u' € Hom(al*L ,ay M), v' € Hom(b ) *M by L )

tf
On peut alors considérer le terme local (III 4.2.7) < u',v' >, € A . D'autre part,
si X, Y, A, B sont les localisés stricts de X' , Y' , A' , B' en

x' ,y"',s8" ,t",a:A—>X Xg Y ,b:B——>X Xg Y 1les morphismes déduits

de a' , bt ,L=L"IX ,M=M]|Y ,uc¢€ Hom(aTL, aéM) , v E Hom(bgM,biL) les
flaches déduites de u', v' , les données (X , Y, a , b, u, v ) vérifient les
hypoth2ses du début de 1.1, donc un cup-produit 1.1.2 < u,v > € A est défini. I1
découle de la compatibilité de la formation des termes locaux (III 4.2.7) a la lo-

calisation (III 4.2.6) que l'on a < u',v' >0 0= <u,v > . Il est facile de voir,

par ailleurs, que toute domnée (X , Y, a , b, u, v ) vérifiant les hypotheses

du début de 1.1 est induite par une donnée (X' , Y' , a' ,b' , x' ,y', 2", s',

', u', v' ) comme ci-dessus, ot l'on peut supposer de plus, si on le désire, que
1 1 . N '

A X g Y')B est réduit a =z

%S
En général, les cup-produits 1.1.1 et 1.1.2 sont inégaux. On a cependant

le théoréme suivant, qui est le résultat principal de cette premiére partie

Théorgme 1.2 - Sous les hypothéses du début de 1.1, on suppose de plus que A et B

sont _en position générale, i.e. que 1'intersection des cdnes tangents en (x,y) aux

images de A et B dams X xo Y est réduite 3 (x,y) , et _que de méme A et

X x {y} sont en position générale, ainsi que {x} x Y et B . Alors on a :

(1.2.1) < u,,v, > =< u,v>
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Par la formule de Lefschetz-Verdier (III 4.7), compte tenu de 1.1.3, on

en déduit :

Corollaire 1.3 - Soit F un endomorphisme d'une courbe propre et lisse X/S tel

que le schéma des points fixes XF soit fini et formé de points oh le graphe de

F est transverse & la diagonale. Soient L € ob Dctf(X) , et u € Hom(F*L,L)

Alors on a

Te((F,u), RT(X,L)) = § F Tr(uX,LX) s
x €X

ot la trace, aux deux membres, est prise au sens de (SGA 6 I 8).

Pour L concentré en degré O , 1.3 est le résultat d'Artin-Verdier
([6] 4.1). Par un passage 2 la limite expliqué dans XV, on déduit de 1.3 un résultat

analogue en cohomologie {-adique ([6] 1.1), (XV §2 n° 3 prop. 2)

Corollaire 1.3.1 - Avec X et F comme en 1.3, soient L un Qé-faisceau construcs

tible sur X (4 premier # p) , et u € Hom(F¥L,L) . Alors on a :
i i
£(-1)"Tr((F,u) ,H {X,L)) =X§E 4F Tr(uX,LX)

Les hypotheéses de 1.3, 1.3.1 s'appliquent notamment au cas ot (F,u) est

une correspondance de Frobenius (XV 2), d'on la formule des traces de Grothendieck

(2] 5.1), (sGA 4% Rapport 3.2)

1.4 Avec les notations de 1.1, supposons b2 et a; finis et surjectifs

(au lieu de a, et b, ), et considérons les correspondances duales (III 5.1)
1 Y
Du € Hom(afDM,aiDL) , Dv € Hom(beL,béDM) , et les homomorphismes
(Du)_ € Hom((DM)_,(DM)_) , (Dv)_ € Hom((DL)_,(DM) ) . Supposons (A,{x} x Y) en
z v X z x v :
position générale, ainsi que (X x {y3},B) , (A,B) . Appliquant 1.2 2 Du, Dv ,

3

on obtient :

< Du,Dv >= < (Du)z,(DV)z >,
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d'ol, par (III 5.1.6) et (III 4.,2.6),
(1.4.1) <u,v>=< (Du)z,(Dv)Z >

De cette remarque et de 1.2 on déduit, par la formule de Lefschetz-Verdier

(1II 4.7)

Corollaire 1.5 - Soient X , Y des courbes propres et ligses sur 5 ,

a: A—>Xx, ¥ ,b:B—>X x, Y des correspondances ot A et B sont

S S
des courbes propres sur S , L € ob Dctf(X) , ME ob Dctf(Y) s
u € Hom(afL,a;M) , V€ Hom(bgM,biL) - On suppose que C = Axy xg y)B est fini
sur S et de la forme C = Cl-J--I-C2 , avec les propriétés suivantes : pour
z € C1 , les morphismes déduits de a2 s b1 par localisation stricte aux_images
de z sont finis, et , si (x,y) désigne 1'image de z dans X xg Y , chacun

des couples (A,B) , (A, X x {y}) , ({y} x ¥,B) est en position générale en

(x,y) ; pour z € C2 , les morphismes déduits de a; s b2 par localisation stricte
aux images de z sont finis, et chacun des couples (A,B) , (A,{x} x ¥) ,

(B,X x {y}) est en position générale en (x,y) ("position générale" signifiant

que 1'intersection des cdnes tangents en (x,y) aux images des courbes du_couple

considéré est réduite & (x,y) ). Alors, si u, € Hom(R[(X,L) , RT(Y,M)) ,

vy € Hom(RT(Y,M) , RI'(X,L)) sont les morphismes définis par wu,v (III 3.7.6), on

a, avec les notatjions de 1.1.1 , (III 5.1.5)

3

d <
(1.5.1) < U,V > = 2 < u,,v, > + 2 < (Du)z,(Dv)Z >
z € C1 z € C2

1.6 Admettant le formalisme de la cohomologie f-adique, on déduit de 1.5, par
la technique de passage & la limite de XIV, que, sous les hypoth&éses de 1.5 sur
X,Y,a,b, ona, pour L€ ¢ob Db(X,Q&) (4 premier # p) , M € ob Db(Y,QL) s
u € Hom(afL,aéM) , vV E Hom(bﬁM,biL) , 1'6galité analogue & 1.5.1 dans Q& . Cette
formule contient comme cas particulier la proposition 7.12 de Langlands [&4] : ap-

pliquer la formule avec X = Y, Mle faisceau F considéré par Langlands, L = aM

(o € QE),A = la diagonale de X x X , b = la correspondance ¢ de (loc. cit.)
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u = la correspondance & support dans A donnée par q_l L—>M

v = la correspondance & de (loc. cit.) ; avec les notations de (loc. cit.), C

1
(resp. C2) est 1'ensemble des points fixes oi a <d (resp. a >d ).
1.7 Sous les hypothéses de 1.2, prenons pour u (resp. v) la correspondance
ct(A) (resp. c4(B) ) définie par Tra DAy, A ~———=> A (resp. Trb : bl*A — ).
2 1
La formule 1.2.,1 s'écrit
(1.7.1) deg(az)deg(bl) = < ct(A) , cb(B) > s

ot deg(a,) (resp. deg(bl) ) désigne le degré générique de a, (resp. bl)
Compte tenu des hypoth®ses de position générale, le premier membre de 1.7.1 n'est

autre que la multiplicité d'intersection en (x,y) des cycles aA , bB

images directes de A et B . Il n'est pas difficile de déduire directement 1.7.1

de la compatibilité de la formation de la classe de cohomologie associée 2 un cycle

1/2

avec les intersections (SGA 4 Cycle 2.3.8).
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2. - Réduction i un théordme d'annulation.

2.1 Sous les hypothéses de 1.1, notons s (resp. t) 1'image de =z dans A

(resp. B) , i : U=X - {x}—>X et j:V=Y-{y}“—>7Y les inclusions

canoniques. Comme a, et b1 sont finis, on a a;_l(y) =5 |, b;l(x) =t , donc

ail(U) c a; ) b;l(v) c bII(U). , et 1'on a des diagrammes commutatifs
a! al
te—L ol —2 oy
1
i[ (1) (2) j
a a
X L A Z 5y ,
bv bl
pe—3L  plyy —2 oy
2
i (3) (4) ]
b b
1 M 2 v ,

ott les carrés (1) et (4) sont cartésiens.

Lemme 2.2 - Pour prouver 1.2, on peut se borner 2 considérer les deux cas suivants :

a) L =0, M =0 ; b) Llu=0 ,Mu=o0

Considérons les filtrations décroissantes sur L , M définies par les

sous-complexes

L si n<oO IM si n<O0
F'M =lj'j*M si n=1

0 si n>1

Le complexe a, a*L  (resp. b

%] b"Z{'M) est alors filtré par FnaZ*a*L = azi,a*FnL .

1% 1 1

On a Fnaz*a*L = aZ%afL pour n<0 , et O pour n>1 ; de plus, comme a,

1

est fini et le carré (1) cartésien, on a

1 3
Flayapl = j!(aé!ai*i*L)
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On a de méme

* .
bl*bZM si n<0

* N
M= i!(bi!bé*j*M) si n=1

n.
Fb *b2

1
0 si n>1 .

On peut supposer u (resp. v) défini par un homomorphisme de complexes

u az*afL —> M (resp. v : bl%bﬁM —> L) . Les formules ci-dessus montrent
1 s u 1 s, S
que le composé F aZ*a'i\L _ aZ*a*l"L ——> ¥ (resp. F bl*b%"M e bl*bZM ~==>1)

se factorise (de mani2re unique) & travers FlM (resp. FlL), en d'autres termes
que u (resp. v) est un homomorphisme de complexes filtrés. Ainsi u (resp. v)
est sous-jacent & une correspondance filtrée (au sens de (III 4.13)), que nous
Y Y
#L,a, b Vadditi-
noterons encore u € HomDF(alL,azM) (resp. v € HomDF(bgM,blL)) . par l'additi

vité des cup-produits ([3] V 3.8.7), (IIT 4.13.1), on a
<u,v >=<gr’ °vy >+ < rlu r1 >
2z gru ,gr v, gru,,erv, > ,
[ o 1 1
<u,v>=<gru,grv>+<gru,grv>

Le lemme en résulte, car grlL = i,1¥L (resp. grlM = 3,3"™M) a une fibre nulle en

x (resp. y) , tandis que gr'L (resp. grlM) est concentré en x (resp. y)

Lemme 2.3 - Sous les hypotheéses de 1.1, supposons L|U=0 |, MlV =0 . Alors on

a <u ,v >=<u,v>
= z’ 'z

L'idée de la démonstration est qu'alors u et v sont images directes
de correspondances entre complexes concentrés au points fermés et que la formule 2
établir ne fait qu'exprimer la formule de Lefschetz pour les projections s —> S ,
y —> S . Compte tenu de 1.1.3, on peut remplacer les données de 1.1 par les
suivantes : X (resp. Y) est une S-courbe lisse munie d'un point fermé x (resp. y),
A (resp. B) est une S-courbe séparée, a : A —>X g ¥ s b1 B—>X x, ¥
sont des S-morphismes finis tels que AX(X Xg Y)B soit réduit a un point fermé =z
au-dessus de (x,y) , u € Hom(aTL,aéM) , v € Hom(bgM,biL) , avec

L= hl*L' , m = hZ*M' , L' € ob Dctf({x}) , M' € ob Dctf({y}) s
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hy o {x] —> X et h, : {y} —> Y désignant les inclusions canoniques. Il s'agit
de montrer que <u ,v, >=<u,v> , ol u € Hom(R[(X,L),RT(Y,M)) ,

v, € Hom(RT(Y,M),RI(X,L)) sont définis comme en 1.1, et < u,v >, est la valeur
en z du cup-produit (III 4.2.7). On a R[(X;L) = RFC(X,L) =L, RI(Y,M) =
RI‘C(Y,M) = My , et u, (resp. vz) n'est autre que 1'image directe wu, (resp. v,)
de u (resp. v) sur S au sens de (III 3.7.6), comme le montre le procédé de
calcul (III 3.5 b)). D'autre part,si h =h, x, h, : (x,y) —>X Xg Y est 1'in-

178 2
clusion, et si a' : A' —> (x,y) , b' : B' —> (x,y) désignent les fibres de

a , ben (x,y) (réduites chacune & un point), on a des isomorphismes canoniques
] L ~ ' L
1 [ N
h,aa (DLX 8 My) —> a,a (DL B M) R
, L , L
[FN ~ :
hyb.b (LX 8 DMy) —> b,b (L ®S DM) s

' '
et les flaches h, : Hom(a'*L ,a! M ) — Hom(a*L,a M) ,
* 1 7x°72 7y 17272

. ! *. ! .
hy : Hom(bé*My,bi Lx) _— Hom(sz,blL) (11T 3.7.6) sont des isomorphismes. Les

correspondances u et v s'écrivent donc (de maniére unique)
(1) u = h,u' , v=n"hyv' s

| !
avec u' € Hom(al""‘Lx,aé'My) , v € Hom(bé"My,bi'LX) . Par la formule de Lefschetz

(IIT 4.5.1) pour (hl’h A" —3> A, B' —>B) , on a

2’
(2) <u,v > =<u',v'>
Z 2z

D'autre part, on a, d'aprés (1) , u, =uy o, v, = v! , d'ol, par la formule de

Lefschetz pour {x}—>5S , {y} —>s ,
= ' '
(3) <u*,v*> < u',v >z

Compte tenu de la remarque faite plus haut, la conclusion découle de la conjugaison

de (2) et (3)

Lemme 2.4 - Pour prouver 1.2, on peut supposer que a et b sont des immersions

fermées, et il suffit de démontrer que, si LX =0, My =0 , la fléche de restric-

tion
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L L
[+ (o)
L4, _— !
(2.4.1) HA(X xg Y,DL & M) HZ(B,_)*(DL ® M)

est nulle.

Posons X Xg Y =2 . Les sous-schémas fermés a' : A' —>7Z |
b' : B' —>2Z , images de a et b wvérifient les mémes hypotheses que a et
b . Soit u' (resp. v') la correspondance 2 support dans A' (resp. B') image
directe de u (resp. v) (par la fliéche déduite de la flache d'adjonction

1 1
f, 87 —>1 (resp. g,g0 —>1) oh f: A—>4A" (resp. g : B—>B') est

la projection). Il est immédiat que u = u; » v, = vé . D'autre part, il découle
aisément de la définition du cup-produit 1.1.2 que < u,v >=<u',v' > , d'od

la premiére assertion. D'aprés 2.2 et 2.3, on peut supposer que Lx =0 , My =0
et la conclusion de 1.2 s'écrit alors < u,v >=0 . Soient P, Q € ob Dctf(Z)

Le cup-produit
o Q o < L
H, (2,P) ® Hp(Z,Q) —> H_(2,P ® Q)
se décompose en

. L
HZ(Z,P) 8 Hg(Z,Q) el HZ(B,b*P) ® Hg(z,Q) o H‘Z’(Z,P ®Q

~

ol b* est la restriction et la seconde fléche, variante du produit considéré dans
1/2 s ) . .

(SGA 4 Cycle 1.2.1), dérive du produit évident au niveau des sections de fais-

ceaux (cette assertion se vérifie aisément, par exemple 2 1'aide des résolutions

flasquesde (SGA 4 XVII 4.2) ; si a' : {z] —> B , b' : {2} —> A, c: {z] —>2

sont les inclusions, on peut aussi invoquer la décomposition standard de la fléche

L L
! 1 Y
de Kunneth (IIT 4.2.1) a'P ®, b Q—> ¢’ (P® Q) en une "fldche de changement de
L
t ! 1 L 1
base"” a'P ®Z P Q—=a'" b¥P ® a'*b ' Q , suivie de "flachesde projection”

1 L Y 1 L t v L L
a'’' b¥P ® a'*b Q —> a' (b¥P® b Q) —> a' ' b (P® Q)) . Prenant P = DL ®S M,

L
Q=1 @& DM , et revenant i la définition de <u, v>(III 4.2.5), on voit qu'il

0

suffit de prouver que b¥u , d'oft la conclusion.
P
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Compte tenu de 2.4, 1.2 va donc découler du résultat plus précis suivant

Proposition 2.5 - Sous les hypothéses de 1.2, on suppose que a et b sont des

immersions fermées et que L, = 0, My =0 . Désignons par T 1le localisé strict
de X xg ¥ en z-= (x,y) , et identifions A , B i des sous-schémas fermés de
T . Alors les fléches de restriction

L L

#* 3*

b* : RT, (T, (DL & M) [T) —> RT_(B,b*(DL & 1))
L L

a¥ . RTB(T,(L B DM) |T) —> RI‘Z(A,a*(L B DM))

sont nulles.

2.6 La démonstration de 2.5 va occuper le reste du n° 2 et les n°s 3 et &4 .

Compte tenu de la symétrie de 1'énoncé, on peut se borner i prouver 1'assertion

relative &2 b¥* |, Nous allons la réexprimer sous une forme qui nous sera plus commo-

de. Notons d'abord que

L L L
RT(T, (DL & M) |T) = (DL & M) = (DL) ®M =0 ,
S z X y

it

car My =0 , et que de méme

L
(DL B M)Z

[l

]
@]

L
RT(B,b#*(DL &g M))
Par suite, les triangles de cohomologie relative donnent des isomorphismes
L L
RT(T-A, (DL & M) |T-8) == RT, (T, (DL & MT)[1] ,
L - L
RT'(B-z, (DL ® M) |B-z) == er(B,b*(DL 8 M)[1] ,
par lesquels la fléche b¥* de 2.5, décalée de 1, s'identifie & la restriction
L L
(2.6.1) b¥ : RT(T-A, (DL ®¢ M)[T-A) ——3 RI(B-z, (DL 8 M) [B-z)
, on peut écrire

Comme L =0, M =0
X

(2.6.2) L=iDP ,M=jQ
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ot i i X-x—>X , j: Yy —>Y désignent les inclusions, et P € ob Dctf(X-X) s

Q € ob Dctf(Y-y) . Par 1'isomorphisme de dualité (SGA 4 XVIII 3.19.6) (plus un
passage 2 la limite), on a DL = Ri DDP = Ri P , donc
L L
DL ® M = Ri,P 8 j,Q

Posons X xo Y =Z , et identifions X x {fy} , {x} x Y 2a des sous-schémas fermés
de Z (resp. T), que nous noterons simplement X , Y . Notons

£' 1 2 - YE—> 7 , g 1 Z - (RUYE—>2Z - ¥ ,

£:T-20—>T , g :T - XUY)“—>T-Y ,

les inclusions. La formule de Kunneth (III 1.6.4) donne, par passage & la limite ,

L L
DL ®S M= Rf;eg;(P ® Q) s
d'ob
L L
(2.6.3) (DL ® M|T = Rf,g) ((P & Q|T-K U V)

Avec cette identification, 2.6.1 s'écrit

(2.6.4) b¥ : RI(T~Y U A),g, (E)|T-(Y U A)) —= R[(B-z,g,(E)|B-2) ,
L

ot E= (P8 QIT-&x U

Dans les deux numéros qui suivent, nous allons montrer que la fléche 2.6.4
est nulle : nous nous raménerons d'abord au cas ol les faisceaux de cohomologie de
E ont une ramification modérée (1'action de 1'inertie se faisant plus précisément
2 travers un 4-groupe, pour un nombre premier [ # p) , puis traiterons directement

ce cas a 1'aide d'un théoréme de pureté.
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3.- Réduction au cas modéré,

3.1 Rappelons que 1'anneau de base A est annulé par un entier premier & p ,
donc est produit direct d'anneaux noethériens /\i , chaque Ai étant annulé par
une puissance d'un nombre premier Li # p . Pour tout schéma S' sur § , la
catégorie dérivée D(S',A) est produit des catégories D(S’,Ai) , de sorte que,
pour prouver la nullité de 2.6.4, on peut supposer que [ est annulé par une puis-
sance d'un nombre premier {4 # p . On peut supposer, d'autre part, que P (resp. Q)

est borné et a composantes localement libres de type fini.

3.2 Posons X-x = U , Y-y = V ., Soient U"/U un rev@tement galoisien fini

de groupe G qui trivialise les composantes de P , H un {-sous-groupe de Sylow
de G, U' = U"/H 1le rev@tement quotient, X' le trait strictement local normalisé
de X dans U' : X'/X est un rev@tement fini, connexe, de degré dl premier 2

4 , et la représentation de ﬂl(U') définie par les composantes de P' = P|U'

se factorise a travers un 4{-groupe fini. Procédant de m&me avec Q , on trouve un

rev@tement fini, connexe, Y'/Y de degré d premier &2 4 , induisant sur V un

2
revétement étale V' tel que la représentation de ﬁl(V') définie par les compo-
santes de Q' = Q[V’ se factorise a travers un 4-groupe fini. Soit

d = dle1 = d262 = ppcm(dl,dz) . Quitte 2 extraire une racine e -ieme (resp. ey

i2me) d'une uniformisante de X' (resp. Y') , on peut supposer que X' (resp. Y')

a les mémes propriétés que précédemment, avec de plus d1 = d2 =d

Soient X'

(resp. y'} le point fermé de X' (resp. Y'), T' 1le localisé
strict de X' Xg Y' en (x',y') , z' le point fermé de T' , A' (resp. B') 1'image
inverse de A (resp. B) dans T' ,
E' = (P ®S Q)IT' - XUy = (¢ ®S Q’)|T' - (X' UY') . On a alors un carré
commutatif de fléches de restriction

R(T-(Y U A),g, (B)|T-(Y U &) —2 > RT(B-z,g, (E) [B-2)

l [

RI(T'-(Y' U A’),g;(E')IT'—(Y' Ua —9-'—*——> Rr(B'-z',g;(E')\B'—z') s
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od b' : B' ——>T', g' : T'-(X' YY') —=>T'-Y' sont les inclusions. Le re-
v@tement T'/T est fini, de degré dz , et étale en dehors de X U Y , donec
induit un reve@tement étale de degré d2 de B'-z"' sur B-z . Le composé de (1)
et du morphisme trace RP(B'—z',g;(E')lB'—z') _— RT(B—z,g!(E)lB—z) est donc la
multiplication par d2 , qui est un isomorphisme, puisque £ ne divise pas d
Pour prouver que la fléche 2.6.4 est nulle, il suffit donc de prouver que

b'*¥ = 0 . On sera donc ramené au cas ou la représentation de ﬂl(U) (resp. nl(V))
définie par les composantes de P (resp. Q) se factorise & travers un {-groupe

fini, pourvu que l'on s'assure que A', B' vérifient les hyptohéses de position

générale de 1.2 , Cela va résulter du lemme suivant

Lemme 3.3 - Sous les hypothéses de 1.2, a et b étant des immersions fermées,

soient X'/X , Y'/Y des rev@tements finis de S-traits strictement locaux, de

méme degré d , notons A' (resp. B') 1'image inverse de A (resp. B) dans

X! Xg Y' . Alors les couples (A',B') , (A',X') , (Y',B') sont chacun en po-

sition générale (au sens de 1.2) (%),

La démonstration de 3.3 sera donnée aprés quelques préliminaires.

5 s
. 1 2
Lemme 3.4 - Soient X <—— W ——> Y des morphismes finis de S-traits,

s = (sl,sz) W —=>X Xg ¥ , v, v, w des uniformisantes de X, Y, W respecti-

vement, de sorte que

sfu = aw" mod wm+1 s s§v = bw'" mod wn+l ,
avec a,b € k* . Alors : (1) Si m<n , s(W) est tangent 2 X en 2z = (x,y).

(ii) Si m=n, s(W) est tangent au sous-schéma de X xg ¥ d'équation

apg(v) - bpf(u) =0

(%) avec 1'abus de notation habituel X' =X' x {y'}, etc.. (ot x' (resp. y')

est le point fermé de X' (resp. Y')).



154

Soient Z =X Xg Y , W' 1le sous-schéma fermé réduit image de s . Dans
l'espace tangent en 2z & Z , la pente, par rapport & la tangente 2 X , de la
tangente 3 W' est la valeur & 1'origine de la fonction induite sur W' par
pg(v)/pf(u) ; c'est aussi la valeur a l'origine de la fonction induite par

pg(v)/pf(u) sur W , c'est donc O (resp. b/a) dans le cas (i) (resp. (ii)).

Dans la situation de 3.4, nous définirons la pente de W par rapport
((X,u), (Y,v)) comme 1'élément de k U {®} é€gal 3 0 si m<n , «® si m>n,

b/a si m=n . Cet élément ne dépend pas du choix de w

Lemme 3.5 ~ Soient f : X' —>X , g : Y' —> Y des morphismes finis de S-traits

de méme indice de ramification d , u v , u" , v' des uniformisantes de X , Y ,

>

X' , Y' respectivement. Il existe alors C € k* tel que, pour tout diagramme com-

mutatif de morphismes finis de S-traits

=
s

on ait X =C x'd , ob A (resp. ') est la pente de W (resp. W') par rapport

a (X,u),Y,v)) (resp. ({(X',u"),(¥Y',v')))

Par hypothése, on a

d+1 d d+1

'” mod u' s g*v = B v' mod v' s

f¥u = g u

avec o , B € k¥ ., Montrons que C = B/a a les propriétés voulues. Soit w (resp.

w') wune uniformisante de W (resp. W'). On a

n
sfu = awm mod w 1 y sgv = bwn mod wn+1 s
1 ' ' T
si*u' =aw'™ mod w'™ + s sé*v' =b'w'" mod w'" + s
b = y w'" mod w'tt ,

avec a, b, a', b', vy € k* | La commutativité des carrés du diagramme entraine
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m'd =rm, n'd =rn, d'ot m'/n' = m/n . Supposons d'abord m=n ., On a
A=Db/a , \' =b'/a', 81 1'on pose N=m'd = rm = n'd = rn , les congruences

ci-dessus fournissent

(fsi)*u = aa'dw'N mod w' 1 s (slh)*u = a me'N mod w' N1 s
d'ot qa’d = aym . On obtient de méme Bb'd = bym , d'ot A =¢C x'd , pour
A#0, » ., Mais, comme m'/n' =m/n , A =0 (resp. ®) équivaut 3 A' =0
(resp. ») , ce qui achéve la démonstration.

Prouvons maintenant 3.3 . Soient Z =X XS Yy, zZ' = X' Xg Y o, ry (resp.

B) le normalisé de A (resp. B) , &' (resp. B') le normalisé de A' (resp. B') .
Comme A' (resp. B') est aussi le normalisé de A Xy, Z' (resp. B Xg Z') , on a

des carrés commutatifs

) & Q
o € o

()

Soient (Xi)l <i<m (resp. (yj)l <i<m ) les points de A (resp. B) au-dessus
' ' : g

de x (resp. y) , (Xi)l <i<m (resp. (yj)1 <j< n,) les points de (resp.

Nl 13
B') au-dessus de x

a des décompositions A = J—————J— A £y J———__J_ N J_______L Al

(resp. y') . Comme A et B sont strictement locaux, on

= Al = !
1<i<mi ° 1<j<n’y 1<i<nm’i 2
I o= B! ~ 1 ' . -
B 1<3 < a By o ot Ai s Bj s Ai s Bj sont des traits strictement locaux de
points fermés respectifs LI S xi , y& . Choisissons des uniformisantes u ,
v,u ,v", de X, Y, X', Y respectivement, notons A (resp. M ) la

pente de Ai (resp. Bj) par rapport a ((X,u),(Y,v)) , xi (resp. u&) eelle de Ai
(resp. BS) par rapport a ((X',u'"),(Y',v')) . Les hypothéses de position générale

sur A et B s'expriment par

(1 A # 0 pour tout i , by # © pour tout j , A # Wy pour tous
i, j, et il s'agit de montrer que l'omn a
(2) xi # 0 pour tout i , U& # @ pour tout j , Xi # U& pour tous i ,
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soient i' € [1,m'] , j' € [L,n'] , X, (resp. yj) 1'image de xi,(resp. yj,) . Le

diagramme (%) fournit des carrés commutatifs de morphismes finis de S-traits

\)[' <— A}, —> Y X! BJ‘,, Y
X4 —> ¥ , X B, Y

D'aprés 3.5, il existe C € k* tel que Xi = Cxi? , M, = Cujé , donc (1) entratne

(2) , ce qui achéve la démonstration de 3.3
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4., - Fin de la démonstration de 1.2.

4.1 Pour achever la démonstration de 2.5, donc de 1.2, il reste 2 établir la
nullité de 2.6.4 sous les hypotheses additionnelles suivantes : A est annulé

par une puissance d'un nombre premier £ # p , P et Q sont bornés, & composantes

localement libres de type fini, telles que les représentations correspondantes des

groupes fondamentaux se factorisent & travers des {-groupes finis. On a

gy (B)|T-(Y U &) = g (E)) ,

od g T-(RUYUA)—~—=T-(YUA) est 1'inclusion, et B = (p ® QT-(Xx U Y UA) .

Or E1 est un complexe a4 cohomologie bornée, constructible, localement constante,

telle que la représentation correspondante de ﬂl(T—(X UYUA)) se factorise a
travers un {~-groupe., L'assertion a démontrer va donc résulter de 1'énoncé plus gé-

néral suivant

Proposition 4.2 - Soient T le localisé strict en un point fermé d'un S-schéma

lisse de dimension 2 , t le point fermé de T , A, B, X des sous-schémas fermés

de dimension 1 de T , i : T-(A U X) “—> T-A 1l'inclusion. On suppose que X est

régulier, et que A est en position générale par rapport 3 B et X (i.e. que

l'intersection des cBnes tangents en t a A et B U X est réduite a t). Soit

d'autre part E € ob Db(T-(A U X)), tel que H*(E) soit constructible, localement

constant, et que la représentation correspondante de nl(T—(A U X)) se factorise

3 travers un {-groupe. Alors la fléche de restriction

RT(T-A,i,(E)) —> RU(B-t,1,(E)[B-t)
est nulle.
La démonstration va s'appuyer sur le

Lemme 4.3 - Soient Z un schéma noethérien régulier connexe de dimension 2, de

caractéristiques résiduellespremiéres 3 4 , X, Y des diviseurs réguliers se cou-

pant transversalement en un point z , d'oh un diagramme d'inclusions
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Z-®UY) ¢— > — > 7Y
3! £ ]
Z-X C— L z
m' T,m
Y-z & ! Y

On fait 1'hypothése de pureté

()  rY(zZ/0) =0 pour q > 1

Soit d'autre part L € ob Db(Z-(X U Y),A) , 2 cohomologie constructible localement

constante, telle que la représentation correspondante de ﬂl(Z—(X U Y)) se facto-

rise 3 travers un {-groupe., Alors :

a) On a un isomorphisme canonique

3

1) m *RiSL ——> mRj, (i L)

et le complexe m'¥*Rj L est 3 cohomologie comstructible, localement constante.

b) Supposons Y connexe, et soit s un point géométrique de Y loca-

1isé en un point fermé s # z . Alors la fleche de restriction

(4.3.1) RI‘(Y,m*Rj*(i;L)) —_ (Rj*(i;L))g

est nulle.

c) Sous les hypotheses de b), soit C un sous-schéma fermé de dimension

1 de Z tel que YNC=s5s , notons C le localisé strict de C en s . Alors

la fléche de restriction

(4.3.2) RI(Z-Y,1}L) —> RT(C - 5 , 1}(W) [T - 5)

est nulle.

L'isomorphisme (trivial) i¥Rj,i;L — Rj;(i'#*1|L) = Rj,L donne un
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isomorphisme m'*Rj.L s ifm*Rj*i;L , d'oli, par adjonction, une flache

il!m'*Rj;%L _— m*'ij%(i;L) s

qui induit un isomorphisme hors de =z . Montrons qu'elle est un isomorphisme, i.e.

que, si z est un point géométrique au-dessus de =z

Rj*(i;L)E =0 .

On peut pour cela remplacer A par Z/&V , ol LV annule A , et l'on se ramé-

ne, par dévissage et passage & la limite, au cas oi L est un Z/Lv Module lo-

calement constant de type fini, correspondant & une représentation du My a tra-

vers un {-groupe, Comme le seul groupe abélien fini de {-torsion qui est simple
sous-1'action d'un {-groupe est Z/{ avec action triviale, on se raméne, par un

~
nouveau dévissage, au cas ou L est le faisceau constant Z/{ . Soient Z le

- i~ ~ ~ ~ ~y (-l ~ ~ N
localisé strict de Z en z , X =X Xy Z , Y=Y Xy, Z ,i' 72 -QUY)SS Z-Y

1'inclusion. On a
Ry (1}(z/)): = Re(ZY, i)z

de sorte qu'on est ramené A prouver que la flédche de restriction

H'(ZY,2/1) —> 0" ®-2,2/1)
est un isomorphisme pour tout =n . Or, pour n <1 , c'est une conséquence du

lemme d'Abhyankar, et pour n > 1 les deux membres sont nuls par 1'hypoth2se de

pureté. La premidre assertion de a) est donc établie. Prouvons la seconde. Par

dévissage, on peut supposer L concentré en degré O . L'hypothese (P) entralne,
par dévissage, qu;L =0 pour p >2 . Reste a prouver la constructibilité et
la locale constance de m'*qu#L pour q <1 , ce qui est standard. Pour la

constructibilité, résolvant L a droite par des faisceaux du type p*p*L ol

p:Z' —> 12 est un rev@tement fini modérément ramifié le long de Y , omn se
raméne 34 L constant, de valeur L : on a alors m'¥j!L = (L) , et
o %* 0’'Y-z
1

m'#¥R7jIL = (LO)Y_Z(—l) par Abhyankar. Pour la locale constance, il s'agit de voir

que les fléches de spécialisation sont des isomorphismes. On peut, pour cela,
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remplacer, comme plus haut, A par Z/&v , et l'on se raméne par dévissage au

cas ot L est le faisceau constant Z/{ : on conclut & 1l'aide du lemme d'Abhyankar.
On a donc démontré a). Prouvons b). Soit 1 un point générique géométrique de ¥
Choisissons. des fléches de spécialisation a : n—= Y(z) , b : n—> ¥(s)
(ot Y(z) (resp. Y(5) est le localisé strict de Y en 2z (resp. s)). Posons

M = m*Rj,(i;L) . Le carré commutatif

Y €«—— Y(5)

T |

) D S

induit un carré commutatif

RI(Y,M) —l‘—3—-l—> Mo
bit

Mo — 2% o
z n

Comme M|Y-z est & cohomologie localement constante, b¥* est un isomorphisme.

D'autre part, comme M = il,ifM , on a ME =0 , donc la fléche 4.3.1 est nulle.

~

Reste & prouver c¢). On a T=c¢C Xy Z , ot Z désigne, comme plus haut, le loca-
lisé strict de Z en z . Posons Y = Y xz/z . On a alors un diagramme commu-

tatif de fléches de restriction

RD(Z-Y,1]L) = RI(Z,Rj,(111)) —=2F s RP(&-5,11 (1) [T-5)

ROCY,m#Ry, (111)) —=2s (R, (110))2 = RPET, (1) [2-9)

’

la nullité de 4.3.2 découle donc de b), ce qui achéve la démonstration de 4.3 .

Prouvons 4.2 . Soient f : T' —> T 1'éclatement de 1'idéal maximal de
T,D=f£f (2) (v~ Hi) le diviseur exceptionnel, A' , B', X' les transformés
purs respectifs de A, B, X . T' est donc régulier, connexe, de dimension 2 , X'
est un diviseur régulier coupant transversalement D en un point 2z' , et les

hypothéses de position générale sur A, B ; X signifient que A' est disjoint de
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B' UX' . Notons E' 1'image inverse de E sur T'-(A' UD U X') et
it T'-(A' UD U X')S—>T'-(A' UD) 1'inclusion. Il s'agit de prouver que la

fléche de restriction
(*) RT(T'-(A" U D),ij(E")) —> RT(B' U D),i!(E')|B'-(B' U D))

est nulle. Mais B' est réunion disjointe de schémas strictement locaux
B&(l <j<un) , de dimension 1, tels que, pour chaque j , Bj N D soit réduit 2

D-(D N A") ,

I

un point bj . Appliquant 4.3 c) 2 (Z=T'-A' , X =X', Y
L=E'",C= Bj) (1'hypothése (P) est vérifiée enm vertu du théorzme de pureté
relatif (SGA 4 XVI 3) car (Z,Y) est limite projective filtrante de couples lisses
de codimension 1 sur S , & morphismes de transition affines étales), on trouve

que la fleéche de restriction
RI(T'-(A' U D),ij(E") —> RT(BJ!—bj,i;(E’)IBJ!-bj)

est nulle, Donc (*) est nulle, ce qui achéve la démonstration de 4.2, donc de 2.5

et 1.2
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I11. Correspondances équivariantes.

5, - Traces non commutatives.

On fixe dans ce numéro un topos T et un anneau commutatif unitaire K
de T . Les anneaux considérés seront supposés associatifs et unitaires, mais pas
nécessairement commutatifs. On appellera K-algdbre tout anneau A (associatif,
unitaire) de T muni d'un homomorphisme (unitaire) K —> A d'image contemue

dans le centre.

5.0. - Introduction.

Soit E un K-module localement facteur direct d'un module libre de type

fini. On dispose alors d'un homomorphisme trace (de nature locale)
(5.0.1) Try : @K(E,E) —> K s

défini par composition de la "fléche d'évaluation"

(5.0.2) Hom, (E,K) &F —> K , £ ®xt—> £(x) 5
avec 1'inverse de 1'isomorphisme canonique "produit tensoriel"

(5.0.3) gggK(E,K) BF —> gggK(E,E) , E®yr—> (xr+—> £(x)y)

Les fléeches 5.0.2 et 5.0.3 sont définies plus généralement pour tout K-module E ,

et 1'on en déduit, pour tout complexe de K-modules E , des homomorphismes de com-

plexes
(5.0.4) Hom (E,K) @ E—>K , f@®x+—>f(x) ,
(5.0.5) M(E,K) ®E —-—>Hﬂtl'((E,E) , E®yr—> (x—=> f(x)y) .

Par dérivation, 5.0.4, 5.0.5 domnnent, pour E € ob D (K) , des fléches de D(K)

L
(5.0.6) RHom, (E,K) ®EF —> K ,

L
(5.0.7) RMwK(E;K) E —> RE_OEK(E,E)
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Si E est parfait (SGA 6 I), 5.0.7 est un isomorphisme (comme on le vérifie facile-
ment par réduction au cas ot E = K) , et, en composant 1'inverse de 5.0.7 avec

5.0.6, on obtient un homomorphisme trace, de nature globale,
(5.0.8) Try : RHomK(E,E) —>K ,
qui généralise 5.0.1 (pour plus de détails, voir (SGA 6 I 7, 8)).

Nous nous proposons ici d'examiner dans qeulle mesure on peut, dans les
constructions précédentes, remplacer K par une K-algébre A (on s'intéressera
surtout au cas o A est la K-algébre d'un groupe fini ordinaire), et définir no-

tamment une fléche trace analogue & 5.0.8, généralisant la notion de trace "

non
commutative" introduite par Stallings dans [5] et développée par Grothendieck dans

1'exposé XI de ce séminaire (comme on 1'a dit dans l'introduction, cet exposé, ré-

digé par I. Bucur, a malheureusement &été perdu ; le lecteur pourra toutefois se re-

/2

porter 3 1l'exposé de Deligne (SGA 4t Rapport), oft sont indiqués les points essen-
tiels). Si le remplacement de K par A dans 5.0.3 de présente pas de difficulté ,

il n'en va pas de méme dans 5.0,.2 : si E est un A-module a gauche, la fladche d'é&-

valuation
HomA(E,A) ®KE —> A, f®xr—> f(x)
re = factorise pas en général a travers HomA(E,A) ®AE , mais donne, par passage au

quotient, une fléche
(5.0.9) HomA(E,A) YE —> Ay R

ot Ay est le K-module quotient de A par le sous-K-module engendré localement
par les sections locales de la forme ab - ba . Si E est localement facteur direct

d'un A-module a gauche libre de type fini, la fléche produit tensoriel, analogue &

5.0.3,
(5.0.10) HomA(E,A) BF —> HomA(E,E)

est un isomorphisme, et 1'on obtient, en composant 1'inverse de 5.0.10 avec 5.0.9,

un homomorphisme trace
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(5.0.11) Tr, * HomA(E,E) —> A, ,

qui se réduit a 5.0.1 quand A =K . On vérifie facilement par ailleurs (voir 5.7)
que, pour T ponctuel, 5.0.11 cofncide avec 1'homomorphisme trace de Stallings et
Grothendieck, Dans ce numéro, nous examinerons l'extension aux complexes et la dé-
rivation des fléches 5.0.9, 5.0.10, 5.0.11, et le comportement des fléches obtenues
vis-a-vis de 1l'extension et de la restriction des scalaires et de certains produits
tensoriels extermes. En fait, nous dériverons des fléches un peu plus générales que
5.0.9 et 5.0.10, afin que les constructions puissent s'appliquer & la définition,

au n° 6, de termes locaux de Lefschetz-Verdier "non commutatifs".

5.1.- Notations.

Si A est une K-algébre, on notera A° 1'algébre opposée 2 A , et

A% = A QkAD 1'algébre enveloppante de A . Il revient au méme de se dommer un
A-bimodule, un Ae—module a3 gauche, ou un A% _module 2 droite. En particulier, A est
un A-bimodule, donc un A®-module 2 gauche et un A%.module 2 droite.Si E est um
bimodule rappelons ({1] IX 4) que

H(AE) =A@ E=E® A

A A

est le K-module quotient de E par le sous K-module engendré localement par les
sections locales de la forme ax - xa , pour x € E | a € A (1) . On écrira par-
fois EH au lieu de HO(A,E) . En particulier, A est le K-module défini en
5.0.9 . 8i A=K[G], o G est un groupe fini ordinaire, Ay n'est autre que

le K-module libre sur 1l'ensemble Gy des classes de conjugaison de €

8i A, B sont des K-algebres, on utilisera la notation de Cartan-Eilenberg
A; , EB ) AEB pour désigner respectivement un A-module 2 gauche, un B-module i
droite, un module a gauche sur A et & droite sur B . Enfin, on notera D(A)
(resp. D(A,B)) 1la catégorie dérivée de la catégorie des A-modules & gauche {(resp.

des A-B-bimodules, & gauche sur A , & droite sur B

)

Si M est un faisceau, la notation x € M signifie que x est une section

locale de M .
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5.2 Soient A , B des K-algébres. Rappelons que, dans la situation

(,E

A BFA s BG) , on a un isomorphisme canonique

(5.2.1)  Hom, (E,Hom (F,G)) ~=> Hom (F ®,E,G) , £+> (y ® x —> £(x)(y)) .

Celui-ci se dérive en un isomorphisme

-~ L
(5.2.2) RMA(E,RHﬂIB(F,G)) —_—> @B(F ®AE,G)
pour E € ob D'(A) , F € ob D(B,A) , G € ob D+(B). On peut en effet supposer E borné
supérieurement et & composantes plates, G borné inférieurement et a composantes
injectives, on a alors RHEEB(F ékE,G) = Egmé(F ShE,G) R RjégB(F,G) = Egmé(F,G) s
et REQEA(E’ESEé(F’G)) = EQEA(E,Egmé(F,G)) car, si E est acyclique, F @E est
acyclique, donc EQEA(E:ESEé(FaG)) ~ Eggé(F SkE,G) est acyclique ; pour E et G
comme ci-dessus, 5.2.2 est donné par 1'isomorphisme de complexes
Hom, (E,Hom: (F,G)) ——> Hom:(F ®,E,G) défini par 5.2.1 . Noter que, si A et B
sont plats sur K , 5.2.2 vaut encore sous les conditions E € ob D(A) ,
FE€obD(B,A) , GEob D+(B) , comme on le voit en résolvant F par des
(B gkAo)—modules plats. On déduit de 5.2.2 un isomorphisme

~ L
(5.2.3)  Hom, (E,RHom,(F,6)) ——> Homy(F ®,E,G)
5.3. Soit A wune K-algdbre. Dans la situation (EA s AF) , on a un isomor-

phisme canonique

(5.3.1) E&F —> (E 8 F) ®AeA , x®@yr—> x®y)®1

D'autre part, dans la situation (AE s AFA) , la fleche d'évaluation
(5.3.2) MI_A(E,F) ®KE —>F , £®x —> f(x)

est Ae—linéaire, donc induit, via 5.3.1 , par application de - ® eA , une
fléche *

(5.3.3) HomA(E,F) ®AE —>F® eA (=F
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En d'autres termes, la fléche composée de 5.3.2 et de la fléche canonique

F— F“ , x —>x ®1 , se factorise (de mani2re unique) & travers 5.3.3
Supposons A plat sur K . Alors 5.3.1 se dérive en un isomorphisme
L ~ L L
(5.3.4) E @F —> (E ®KF) ®AeA s

pour E € ob D (A®°) , F € ob D(A) (résoudre E et F par des modules plats).

D'autre part, 5.3.3 se dérive en une fléche de D(K) , dite fléche d'évaluation,
L L
(5.3.5) RHomA(E,F) ®E —>F® A s
—_— A Ae
pour E € ob D'{(A) , F € ob p°(a%) tel que RHom, (E,F) € ob p°(a%) : on dérive

d'abord 5.3.2 en une flache de D ((A%)%)

L
(5.3.6) RHomA(E,F) BE —>F s

en résolvant E par des modules plats et F par des 4% -modules injectifs, puis

L
1'on applique le foncteur - @ eA 2 5.3.6, en tenant compte de 5.3.4
A
5.4, Soit A wune K-algébre. Dans la situation (AE s AFA s AG) , on a une
fléche canonique
(5.4.1) HomA(E,F) 8,6 —> HomA(E,F QkG) , u®y > (x+—>ux) ®y) ,

qui correspond par adjonction (5.2.1) 2 la fléche A-linéaire
E ®Hom, (E,F) ®,6 ——> F ®,6C
définie par la fléche d'évaluation E SkHomA(E,F) —>F

La flache 5.4.1 se dérive en une fléche de D(K) , dite flache de pro-
duit tensoriel,

L L
(5.4.2) RHomA(E,F) 8,6 —> RHomA(E,F ®AG) s
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L
pour E € ob D' (A) , F € ob pt(a®) , G €obD(A) , avec F 8,6 € ob pt(a)

Si E et G sont bornés supérieurement et i composantes plates, F borné inférieure-

ment et & composantes injectives, le premier membre de 5.4.2 s'identifie en effet a

HomA(E,F) 8AG , et on l'envoie dans le second membre par le composé de 5.4.1 et de
L
la fléche naturelle HomA(E,F SkG) e RHomA(E,F ®AG) = RHomA(E,F ®AG)

La fleche 5.4.2 n'est pas en général un isomorphisme. Elle 1‘est cepen-
dant certains cas importants, par exemple si E est parfait (comme on le vérifie

en se ramenant & E = A). Nous verrons plus loin un autre exemple intéressant

(6.2.3).

Les fleches 5.3.5 et 5.4.2 joueront un rBle essentiel dans toute la suite

de 1'exposé. Les exemples d'objets F que nous avons en vue sont : a) F =4 |

ou F =4 condidéré comme A-module & droite de la manidre naturelle et comme

A-module 2 gauche par un homomorphisme de K-algdbres ¢ : A —>A (cf. 5.13)
L

b) F=M®A , avec ME€ob p () (au n° 6, M sera un complexe dualisant, voir

3

notamment 6.3.2 , 6.4.1, 6.5.6).

5.5. Notons DF(A) la cétégorie dérivée des complexes de A-modules & gauche
munis d'une filtration finie ([3] V). Alors, dans la situation de 5.2, on a un

isomorphisme canonique de DF(K) , analogue a 5.2.2, pour E € ob D F(A)
F € ob DF(B,A) (= D'F(B 8A%)) , G €obD'F(B) . Dememe, on a des fleches
"dérivées filtrées" analogues a 5.3.4

, 5.3.5, 5.3.6, 5.4.2 ., Ces fléches sont

compatibles avec le passage aux gradués associés, au sens de ([3] V 1,2)

5.6. On suppose A plat sur K . Notons D(A)pa la sous-catégorie pleine

rf

de D(A) formée des complexes d'amplitude parfaite finie, i.e. parfaits et de

tor-dimension finie (SGA 6 I). On définit une fléche canonique, dite trace,

L L
(5.6.1) Tr, = RHomA(E,F ®AE) —>F®eA R
A
pour E € ob D(A)parf , F € ob Db(Ae) , en composant 1'isomorphisme inverse de

5.4.2 pour G = E avec la fléche d'évaluation 5.3.5 . On en déduit une fléche trace
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L L
(5.6.2) Tr, : Hom,(E,F ®, E) —> U (I,F ® A)
A A A Ae
L
Pour F = A , composant avec la fléche canonique A ® eA ——>AR® eA = Aq (5.1),
A A

on obtient des fléches, appelées encore traces,

(5.6.3) Tr, : RHomA(E,E) —> Ay R

o
(5.6.4) Tr, : HomA(E,E) —> H (T,Ay)

Noter que 5.6.4 est une fléche assez anodine, de nature locale, tandis que 5.6.3

est une fléche '"sérieuse", de nature globale.

Désignons par DF(A)Pa la sous-catégorie pleine de DF(A) formée des

rf

complexes filtrés dont le gradué est d'amplitude parfaite finie. Alors on a une

fléche de DF(K) analogue & 5.6.1 pour E € ob DF(A)pa F € ob DbF(Ae) s

rf °

d'olt des fléches analogue 3 5.6.2, 5.6.3, 5.6.4 . Il résulte des remarques de 5.5
que la fléche 5.6.1 filtrée est compatible avec le passage au gradué associé (cf.

([3] v 3.7.2)), et on en déduit, comme en (loc. cit.), que, si F est de filtration
L

concentrée en degré O , on a, pour u € Hom (E,F 8%@) ,

DF(A)

(5.6.5) TrA(u) =% TrAgriu
i

Cette formule entratne notamment que, pour E € ob D(A) a , F € ob Db(Ae) s
1L P

u € HomA(E,F SKE) , on a

rf

(5.6.6) Tr(u[1]) = -Tr(u)

L
otv wufl] : E[1) —= (F ®,E){1] est la translatée de u

5.7. Les traces définies en 5.6 généralisent tout & la fois les traces commu-
tatives "usuelles" ((SGA 6 I), ([3] V 3)), et les traces "non commutatives" de

Stallings [5] et Grothendieck.

a) Supposons A = K . Alors A = A_ =K

" , la fleche 5.6.1 s'écrit

L
TrK : RHomK(E,F 8&@) —>F
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et cofncide avec la fladche trace définie en ([3] V 3.7.1) (dans le cas particulier
ott le complexe K de (loc. cit.) est réduit a A ). En particulier,

TrK : RHomK(E,E) —= K cofncide avec la trace définie dans (SGA 6 I 8)

b) On suppose & nouveau que A est une K-algebre plate (non nécessaire-
ment commutative). On se propose d'expliciter 5.6.4 pour E strictement parfait
(i.e. borné, & composantes localement facteurs directs de modules libre de type fini).
Tout d'abord, prenmons E = 4 ; RMA(A,A) = Ho;mA(A,A) s'identifie 2 A par
fr—> £(1) , atr—> {xr+—>xa) , et 5.6.3 s'identifie 2 la projection canonique
A —> A“ ,» que nous noterons abF—> ah , donc si da désigne la multiplication

a4 droite par a |,

(5.7.1) TrA(da) =a,

Soient, pour 1 <i<n , Ei une copie de A , et E = @ E . L'isomor-

phisme 5.4.2 pour F=A , G=E s'écrit

HomA(Ei,A) ®AE, _— HomA(E,E) s
1<i,j<n 1

- E
et, pour u Zuij ®1 € HomA(E,E) (uij ®1 € HomA(Ei,A) ®, 5 }, on a

1

(5.7.2) TrA(u) =Y u,, s
o i
i -]

par définition de la fléche d'évaluation 5.3.5 . Prenons maintenant pour E un
n .
facteur direct de A" image d'un projecteur p , notons i : E—>A" 1'in-

clusion ; alors, pour u € HomA(E,E) , on a
(5.7.3) TrA(u) = TrA(iup) .

comme on le voit soit & l'aide de 5.6.5 , soit directement sur la définition. Enfin,
supposons E strictement parfait ; si u € HomA(E,E) est un homomorphisme de com-

plexes, on a, par 5.6.5, 5.6.6,

(5.7.4) Tr,(w) = 2(-Drrr, b
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Le fait que 5.6.4 provienne, par application de 5° , d'un homomorphisme de com-

plexes HomA(E,E) —> A (5.6.3) entraine que, si u , v € HomA(E,E) sont homo-

topes, on a
(5.7.5) TrA(u) = TrA(v)

Comme tout endomorphisme de E dans D(A) est localement défini par un endomor-
phisme de complexes, localement unique & homotopie prés (SGA 6 I 4.10), les formules
5.7.2 a2 5.7.4 permettent donc le calcul de TrA(u) pour tout endomorphisme u de

E dans D(A) , et, combinées & 5.7.5, fournissent une définition directe de

TrA(u) . Dans le cas ol le topos T est ponctuel, on retrouve la définition de

(sGA 41/2 Rapport 4.3).

5.8. Soient P, Q des A-bimodules. Alors P ®AQ et Q ®AP sont des A-bimodules,
et 1l'on a des isomorphismes canoniques

(5.8.1) (P ®AQ) ® A—P®

A QT @gM e AT Ae (FgD e A,

A A

chacun des objets ci-dessus s'identifiant canoniquement au K-module quotient de

P QkQ par le sous-module engendré par les sections de la forme axb ® y - x ® bya ,
pour y €P , y €Q, a, b €K . Pour A plat sur K , ces isomorphismes se déri-

vent en des isomorphismes

L L - L L L L L L
(5.8.2) (P®QU® A ~P® ¢~ (Q®PI® ATAQ (PEQ® A
A A8 A8 A A8 A8 K A€
pour P , Q € ob DT(A°) . D'autre part, la fléche de composition au niveau des mo-

dules,
HomA(E,P SAF) Qk HomA(F,Q SkE) —> HomA(E,P ng QKE)
f® gt+—=> (P ®Ag)f s
se dérive en

L L L L L
(5.8.3) RHomA(E,P ®AF) ®K RHomA(F,Q ®AE) _ RHomA(E,P ®AQ ®AE)
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pour P , Q € ob Db(Ae) ,E, FE€ob Db(A) tels que les produits tensoriels et
RHom figurant ci-dessus soient dans Db . Quand E et F sont parfaits, cette
fléche s'identifie, via 5.4.2, & la flache déduite de la fléche d'évaluation

L
F ®K RHomA(F,Q) —> Q ; on en déduit aisément que 1l'on a un carré commutatif

L L L 0, L L
RHomA(E,P ®AF) ®KRHomA(F,Q ®, E) —————> RHomA(E,P ®,Q ®AE)
(5.8.4) (Z)l TrA
L L TrA L
RHomA(F,Q ®,P ®AF) p ®AeQ s

ott (1) et (2) sont domnées par 5.8.3 (le point est que les deux flaches composées
de 5.8.4 sont définies par le produit tensoriel des flaches d'évaluation
L L
F ®K RHomA(F,Q) —Q ,E ® RHomA(E,P) —=>> P) . Il en résulte que, pour
L L

u € HomA(E,P ®, F) , v € Hom(F,Q ®AE) , on a
(5.8.5 =

) TrA(vu) TrA(uv)

On notera parfois < u,v >, la valeur commune de 5.8.5.

5.9. Traces et extension des scalaires.

Soit A —> B un morphisme de K-algébres plates. On en déduit un mor-

phisme de K-algébres A€ —_—> B¢ , d'olt un foncteur extension des scalaires
L e e e . L e b, e
-® B D(A") ———>D(B") . Pour E, F comme en 5.3.5, si F ® B €obD (B7)
A L L A
et RHomB(B ®AE,F ® eBe) € ob Db(BO) , on a un carré commutatif de D(K)
A

L

(5.9.1)  Riom, (E,F) &,F @) F® A
—_— A Ae
(3) (4)
L L e L L (2) L e L
— )
Rilon, (B ®,F,F ®AeB ) 8, (B ®,F) (F ®AeB ) ®BeB ,

ot les fléches (1) et (2) sont définies par 5.3.6, (4) par A —> B , et (3) par
L
la fléche canonique F —> F @ eBe . La vérification est triviale. De m&me, pour
AL e +,. e L e L +
E,F, G comme en 5.4.2, si F® B €obD (B) , (F® B") 8G€obD(B) , on
A A
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a un carré commutatif de D(K)

L

L
(1)
RHomA(E,F) 8,6

RHomA(E_,F ®AG)

(5.9.2) (3) (4)
L L L L (2) L L . L L
RHom (B ®,E,F ®AeB ) ®,(B 8,6) ——=—> Riom, (B &,E, (F ®AeB ) ®,(B 8,6))
L e
ol (1) et (2) sont définies par 5.4.2, (3) et (4) par F —>F Q B . On en
L A
déduit, pour E, F comme en 5.6.1, avec F ® eBe € ob Db(Be) , un carré commutatif
A
de D(K) , analogue aux précédents, ol les flaches verticales sont définies par
5.6.1
L TrA L
RHomA(E,F ®AE) F® eA

(5.9.3) ¥ \LA
5

L L L L Try o L
——
RHomB(B ®AE,(F ®AeB ) ®B(B ®AE)) (F AeB ) ®BeB

Enfin, si 1'on se donne F' € ob Db(Be) tel que RHomA(E,F') € ob Db(BO) , et

L
f:FQ® eBe ——> F' , on a une compatibilité légérement plus générale que 5.9.1,
A L
qui s'exprime par un carré commutatif analogue, avec F' au lieu de F ® eBe dans
A
la ligne inférieure, et les fleches verticales définies par f . On a de méme des
L
carrés commutatifs analogues & 5.9.2 et 5.9.3 avec F' au lieu de F ® eBe . Pre-
L A
nant notamment F = A et pour f : A® eBe ——> B la fléche définie par
A
A ——> B , on obtient un carré commutatif
TrA L
RHom, (E,E) A® A
ZOmA e
A
1 J
L L Tr L
RHOmB(B ®AE’B ®AE) > B ®BeB .

ot la fléche verticale de gauche (resp. droite) est donnée par l'extension des

scalaires (resp. est la fldche canonique déduite de A —3> B )
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5.10. Traces et restriction des scalaires.

Soit A —> B un morphisme de K-algébres plates tel que B , en tant
que A-module 2 gauche, soit plat et de présentation finie (i.e. localement facteur
direct d'un A-module libre de type fini). C'est le cas par exemple si A —> B est
le morphisme K[H] ——= K[G] défini par un morphisme injectif de groupes discrets
HS—> G , d'indice fini. L'homomorphisme restriction des scalaires
MB(B,B) —%MA(B,B) , ot B est considéré comme module & gauche, s'identifie,

par les isomorphismes canoniques B —> HomB(B,B) s HomA(B,A) ®,B = HomA(B,B) y

34 une fléche (de B-bimodules)
(5.10.1) B ——> Hom, (B,A) B

Le composé de 5.10.1 avec la flache d'évaluation HomA(B,A) 8B —> Ay (5.3.3)

est 1'homomorphisme f +—=>> TrA(f) (dgn TrA(df) , ot d_ est la multiplication

’
a droite par f) , donc par la formule TrA(fg) = TrA(gf) (5.8.5), se factorise 2

£

B e & é H :
travers w €D une fléche notée encore TrB/A By —> Aﬂ on a donc un carré

commutatif
Tr
B 2 Bg
(5.10.2)
5.10.1 TrB/A
ev
Hom, (B,A) ®,B Ay
Dans la situation (BE,BPA) , on a un homomorphisme de B-modules a droite
(5.10.3) HomB(E,P) ®ABﬁHomB(E,P ®AB) , u®brH—= (x> ulx) ® b) ,

qui est un isomorphisme, comme on le vérifie aussitdt (il suffit de voir que 1'ho-
momorphisme K-linéaire sous-jacent est un isomorphisme, et cela résulte de ce gue
B est localement facteur direct d'un A-module libre de type fini). Cet isomorphisme

se dérive en un isomorphisme de D(B)

(5.10.4) Riiom, (E,P) ® B —=—3 RHom,(E,P ®,3B) ,
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pour E € ob D(B) , P € ob D+(B QkAo) (résoudre E par des modules de la forme
B BkL , o L est plat, et P par des (B @kAo)—modules injectifs, lesquels sont
nécessairement injectifs comme B-modules, A étant plat sur K : cela permet
"d'ster le R" a gauche, et la résolution qu'on a prise pour E permet aussi de

1'dter a droite).

Pour E € ob D (B) , M € ob pt(x) , F € ob D (B) , on définit une fia-

+*
che de D(X) 0
L L
(5.10.5) RHomB(E,B M) F —> RHom, (E,A ®KM) ®,F s
comme composée des fléches
L (1) L L

RHomB(E,B QkM) ®F —=——> RHomB(E,HomA(B,A) ®,3 QkM) ®F

L L L
(2) (3
—_— RHomB(E,HomA(B,A) ®KM) ®,B ®F ——> RHomB(E,HomA(B,A ®KM)) ®AF

ﬂ>RH (EA®M);F
M VB8 B By J

ott (1) est définie par 5.10.1, (2) par 1'isomorphisme inverse de 5,10.4 avec
L

P = HomA(B,A) ®KM , (3) par 1'isomorphisme canonigque
L
HomA(B,A) ®KM-;¥> HomA(B,A M (5.4.2), et (4) par 1'isomorphisme d'adjonction 5.2.2.

L
Proposition 5.10.6 - Supposons que M ®KF € ob D+(B) . On a alors un carré commu-

tatif de D(K)

L 5.4.2 L
RHomB(E,B ®KM) B, F RHomB(E,M ®KF)

(5.10.7)
5.10.5

L

5.4.2
RHomA(E,M ®KF) ,

RHomA(E,A ®KM) ®,F

ot la fléche verticale de droite est la restriction des scalaires.

() .
Au n° 6, on appliquera les constructions qui suivent au cas oi M est un com-
plexe dualisant (6.7).
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I1 s'agit de vérifier que l'on a un carré commutatif

L L L
-
E ®KRHomB(E,B ®KM) ®BF M ®KF

E ; 5.10.5 restriction des scalaires

L L L
—_> B
E ®KRHomA(E,A ®KM) ®,F M @ F

ot les fleches horizontales sont données par les é&valuatioms (5.3.6). Ce carré se
L
déduit par application de - ®BF du carré analogue avec F = B , donc on peut

supposer F = B ., La commutativité de 5.10.7 dans ce cas égquivaut 3 celle du trian-

gle
RHom, (E,B ®KM)

) ey (2)

Rilom, (E, Hom, (B,B ) —2)—> Rilom, (£,5 @) ,

ot (1) est défini par 5.10.1, (2) 1la restriction des scalaires, et (3) 1'iso-
morphisme d'adjonction. Or la flache B M —> HomA(B,B SkM) donnée par 5.10.1
n'est autre que la flache d'adjonction correspondant aux foncteurs restriction des

scalaires et HomA(B,—) ; la commutativité de (%) en découle aussitdt.

- b
Soient E € ob D (B) , M€ ob Db(K) tels que RHomB(E,B ®KM) € ob D (3%).
On dispose alors, par 5.3.5, d'une fléche d'évaluation

L L L
RHomB(E,B ®KM) ®BE —>M ®K(B ®BeB) s
L
qui donne, par composition avec la fléche canonique B ® eB —> By , une fleche

L L
(5.10.8) RHomB(E,B ®K M) QEE —> M ®KBq

Proposition 5.10.9 - Supposons A de présentation finie et plat en tant que K-module,

et A“ , By plats sur K . Soient E € ob D(B) , M€ ob Db(K) tels que
RHomB(E,B SkM) € ob Db(Bo) . Alors RHomA(E,A ®KM) € ob Db(Ao) , et 1'on a un

carré commutatif
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L
5.10.8
RHomB(E,B ®KM) ®BE M Sth

(5.10.10)
5.10.5 M ngrB/A
L

5.10.8
RHomA(E,A ®KM) ®,E

M Ay,

(Les hypothé&ses supplémentaires sur A et B (vérifiées par exemple si
A et B sont des K-algdbres de groupes finis) sont sans doute inutiles, et 1'on de-

vrait avoir un carré commutatif analogue & 5.10.10 avec Ah (resp. B " ) remplacé
L L
par AQ® A (resp. B® B) ).
e e
A B
La premiére assertion de 5.10.9 est triviale. Prouvons la seconde. On peut
supposer M & composantes injectives et E & composantes de la forme B Qkp s
L
E = .
avec L plat. En a alors RHomB(E,B ®KM) ®, HomB(E,B QkM) ®BE s
RHomA(E,A gkﬁ) ®F = HomA(E, A ®KM) ®E , et les flaches de 5.10.10 sont définies

au niveau des complexes. On est donc ramené a vérifier que, si L , M sont des

K-modules, E wun B-module & gauche, on a2 un carré commutatif

5.3.3
—_—rr s s
HomB(B ®KL,B 8kM) 8% (B SkL) M ®KB\a

(*) () M ®KTrB/A

5.3.3
—_——t
HomA(B ®KL,A ®KM) 8% (B ®KL) M ®KA“ s

ol la fléche (1) est définie en envoyant B 8 M dans HomA(B,A) ®,B @M par 5.10.1
et en composant avec un isomorphisme du type 5.10.3 et un isomorphisme d'adjonction.
Comme A est plat et de présentation finie en tant que K-module, les fléches "pro-

duit tensoriel”
(2) B ®KHomK(L,M) = HomB(B,B) ®KHomK(L,M) — HomB(B ®,L,B ®KM) ,
(3) HomA(B,A) ®KHomK(L,M)- _ HomA(B ®KL,A ®KM)

sont des isomorphismes, par lesquels (1) s'identifie au produit tensoriel (sur K)
de 5.10.1 par HomK(L,M) ®L . D'autre part, la flache horizontale supérieure (resp.

inférieure de (%) s'identifie par (2) (resp. (3)) au produit tensoriel (sur K)
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de TrB : B——> B, (resp. ev : HomA(B,A) 8kB —>4, ) par la fléche d'évaluation
HomK(L,M) SkL ——> M ., La commutativité de (#*) découle donc de celle de 5.10.2,

ce qui acheéve la démonstration de 5.10.9

Corollaire 5.10.11 - Sous les hypothéses de 5.10.9, pour E € ob D(B)parf s

M € ob Db(K) , on a un carré commutatif de D(K)

L TrB
_—
RHomB(E,M ®KE) M 8 By

(5.10.12) l
L Tr

A
—_—
RHomA(E,M ®KE) M ®KA " s

oli la fléche verticale de gauche est la restriction des scalaires.

I1 suffit en effet de conjuguer 5.10.6 et 5.10.9

5.11, Application aux groupes finis : propriétés de divisibilité.

Soit G un groupe fini, d'élément neutre noté e , posons K[G] = B
Le K-module B, est libre de base 1'ensemble Gy des classes de cenjugaison de G ;

toute section s de B, s'écrit de maniére unique s = S = s(x)x
BS |

Proposition 5.11.1 - (cf. SGA 41/2 Rapport 4.5). Soient E € ob D(B)pa
L

M € ob Db(K) . Pour u € HomB(E,M @kﬁ) , on a, dans (T,

rf ’

Tr () = l6] e P

I1 suffit en effet d'appliquer 5.10.11 avec A = K | en notant que

Tr B, ———> K est donné par

B/K °

[G[ si g=e
(5.11.2) TrB/K(g) =

0 si g # e

Proposition 5.11.3 - Sous les hypothéses de 5.11.1, soit g € G , notons Zg le
L

centralisateur de g dans G , posons A = K[Zg] . Soit u € HomB(E,M 8%?) s
L

L
notons gu € HomA(E,M ®E) le composé de 1'image de u dans HomA(E,M GkE) avec

la multiplication & gauche par g . Alors on a, dans HO(T,M)

s

()

Si X est un ensemble, on note le le cardinal de X
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TrA(gu)(e) = TrB(u)(g—l)

On va montrer plus généralement qu'on a un carré commutatif

L Tr -1
B x —=>x(g )

—_——

RHom,, (E, M ®E) M @ By M
(5.11.4) J/
TrA x —> x(e)

—_—

RHomA(E,M ®KE) M @A, M s

oti la fleche verticale de gauche est compogée de la restriction des scalaires et de

la multiplication & gauche par g . Ce carré est le bord du diagramme
L Tr -1
RHomy (E, M ®E) — 2o ®KBR—X‘——3ﬁ 2x(g ) oy
rest (1) TrB/A
TrA
RHomA(E,M ®KE) _M ®KA'4 (3)
RHom, (E,s ) (2) s
—A g g
Tr

4
A X —> X(e)
_—
RHom, (E,M @ E) ———> M QA M 5

ot rest désigne la restriction des scalaires et sg la multiplication & gauche
par g . Le carré (1) commute en vertu du 5.10.11, et (2) par définition de
TrA . 11 suffit donc de prouver la commutativité de (3) , et pour cela il suffit

de montrer que , pour h € G , on a

TrA(X —> gxh)(e) = valeur en g_l de 1'image de h dans B ,

i.e
. -1 . PR
1 si g est conjugué & h
(%) Ir,(x ——> gxh)(e) =
0 sinon
On peut pour cela remplacer T par le topos ponctuel et K par Z , et il suffit
alors de prouver (%) apres multiplication par |Zg| . Compte tenu de 5.11.1, on

est donc ramené a montrer que
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6] sinon

Mais cela résulte de ce que le premier membre est le nombre de points fixes de
l'application x+—>gxh de G dans G , d'oh la commutativité de 5.11.4 et

la conclusion de 5.,11.3

Corollaire 5.11.5 - Sous les hypothéses de 5.11.3 , on a

Tr, (gu) = |Zg|TrB(u)(g_1) = |Zg|TrA(gu)(e)

5.12, Traces et produits tensoriels externmes.

Soient, pour i = 1,2, Ai une K-algébre plate, A = A1 QkAZ . Soient
E, €obD (A,) , F. € ob Db(A?) tels que RHom, (E,,F.) € ob Db(A?) s
i L i i i ———Ai i’71 L1
_ b, e b,,0 N _
F = F1 8%?2 € ob D (A7) s RHomA(E,F) €obD (A7) , o E= El 8&?2 . On a alors
un carré commutatif
(5.12.1)
L L L (1) L L L
(RHom, (EI,Fl) 8, El) ® (RHom, (E,.F) 8, E) —=> (F1 ® eAl) 8 (F, ® A)
1 1 2 2 A A
1 2
(2) (3)
L L
RHomA(E,F) ®,E F® eA

-

ot (1) est produit tensoriel des flaches 5.3.5 , (2) est définie par la fliche
produit tensoriel

L
(5.12.2) RHomAl(El,Fl) B RHomAZ(Ez,FZ) ———> RHom, (E,F) ,

et (3) est 1'isomorphisme canonique évident. La vérification est essentiellement

triviale. On vérifie de méme que, pour Ei € ob D_(Ai) s Fi € ob D+(Ai) s
L
~ b b, o0
Gi € ob D (Ai) , avec Fi Skici € ob D (Ai) s RHomA,(Ei’Fi) € ob D (Ai) s
L b L b * L
RHom 3 =
Ai(Ei’Fi SkiGi) €EobD(K) , F SXG € ob D (A) (otr G G1 Qsz) , on a un

carré commutatif
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L L L W
—_——
(RHﬂAl(El,Fl) ®A1G1) ®K(R@A2(E2,F2) ®A2G2
!

' L L L
(5.12.3) (2) RHomAl(El,F1 ®A1Gl) QkRHomAZ(EZ,FZ 8A2G2)
(3)
L 5.4.2 L
.
RHomA(E,F) ®AG —_— RHomA(E,F ®AG) s

ot (2) et (3) sont des fladches produits tensoriels du type 5.12.2, et (1) est
produit tensoriel des flé&ches 5.4.2 ., De la commutativité des carrés 5,12.1 et

5.12.3 il résulte que, pour E, € ob D(Ai)p » By € ob Db(Ai) tels que

L arf
F=F ®F, € ob Db(Ae) , on a un carré commutatif
(5.12.4)
L L L 1) L L L
RHom, (El,Fl ®, El) ®K RHom, (EZ,FZ ®, E2) —— (F1 ® Al) ®K(F2 ® eA2)
1 1 2 2 LA A,
(2) l/ \L (3)
L L
RHomA(E,F®E) 3:6.1 F® A s
— A Ae

oft (1) est produit tensoriel des flaches Tr (5.6.1), (2) est défini par

A,
i
5.12,2, et (3) est l'isomorphisme canonique figurant dans 5.12.1 . Par suite,
L
pour u, € HomA_(Ei’Fi 8k_Ei) , on a
i i
L
(5.12.5) TrA(ul gkuz) = Tr, (ul)TrA (UZ) s

1 2
le produit au second membre étant défini par la fléche canonique
o L o L o L
H(T,F, ® eAl) ® H (T,F2 ® eA?_) —=> H (T,F ® Ry

Al A2 A

5.13. Traces d'endomorphismes semi-linéaires.

Soient A wune K-algdbre, ¢ wun endomorphisme de A , Si E , F sont
des A-modules & gauche, rappelons qu'un homomorphisme additif u : E —=> F est
dit (p-A-linéaire s'il vérifie wu(ax) = @p(a) u(x) quels que soient a € A ,
x €E , i.e. si u est un homomorphisme A-linéaire de E dans le A-module (w)F

déduit de F par restriction des scalaires selon ¢ .Si F est un A-bimodule,
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A- 3 i i Svi F®6— F ®,0) ,
G un A-module & gauche, on a un 1somoiphlsme évident (o) ®,6 —> (w)( 8, )
qui se dérive (trivialement) en (w)F ®,6 AN (m)(F 8,6

Supposons A plat sur K ., On déduit alors de 5.4.2 une fl&che

L L
(5.13.1) RHomA(E,(cp)F) 8,6 —> RHomA(E,(cp)(F ®AG))

- + L +
pour E € ob D(A) , F € obD (A%) , G €obD(4) , avec F ®,6 € ob D (A)

, 5.13.1 est un isomorphisme, ce qui permet de définir, par

Pour E € ob D(A)
parf

5.3.5, une fléche trace

L L

5.13.2 T : RHom, (E, F ®E F® A

( ) a0 om, ( (w)( WE)) ——> (@ %e

On en déduit notamment, pour F = A | une fléche

(5.13.3) Tr, : Hom,(E,, \E) —> H(T,A )

A, AT (o) )
or A = A® A est le K-module quotient de A par le sous-module engendré
wp (@) e

localement par les sections locales de la forme ab - oq(b)a . Dans le cas ol
A =K[G] , G un groupe discret, avec ¢ défini par un endomorphisme o de G ,
A est le K-module libre de base G , ot G est le quotient de G par
v, ® " ns®

l'action (g,x) —> cp(g)xg_1 (les orbites s'appellent parfois "classes de
¢p-conjugaison" de G ). Les traces 5.14.2 cofncident, pour T ponctuel, avec celles

considérées par Grothendieck, et dont il est question dans 1'exposé XII.

Dans la situation de 5.10, si ¢ , § sont des endomorphismes respectifs
de A , B , compatibles avec A —=B , il existe une unique fléche
Tr, : Bq v — A rendant commutatif le carré (analogue a 5.10.2)
B4
B=H B B

()% = 2omp (B, yy®) ad
(5.13.4) Tr,

Hom, (B,, \A) 8B —SY 5 4

—A ’(Cp) A s 00 3

ot é&v est la flache d'évaluation, et la fléche verticale de gauche est la restric-

tion des scalaires., On définit une fléche analogue a 5.10.5, avec A 8kM (resp.
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B ng) remplacé par (w)A @kM (resp. (W)B SkM) , et 1'on a des compatibilités

analogues 2 5.10.6, 5.10.9, 5.10.11, qu'on laisse au lecteur le soin d'énoncer.

Soient G wun groupe fini, ¢ un endomorphisme de G . Pour g € G ,

notons Zg © le (-centralisateur de g dans G , i.e. l'ensemble des x € G
L
tels que m(x)gx—l =g . Posons A = K[G] , soient E € ob D(A)parf )
N € ob Db(K) . On déduit aisément des compatibilités précédentes que 1'on a, pour

L
u € HomA(E,(®)(M ng)) , g €6

(5.13.5) TrK(gu) = |z 1 lrr

Wie™H
g .0 ®

A’)

(les détails de la vérification sont laissés au lecteur).
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6.- Correspondances équivariantes et divisibilité de termes locaux.

6.1, Notations.

Dans ce numéro, S dé&signe le spectre d'un corps de car. p , et A un
anneau commutatif noethérien annulé par un entier non divisible par p . Les
S-schémas considérés seront supposés séparés et de type fini. Les NA-algébres con-
sidérées seront associatives, unitaires, et de type fini, mais non nécessairement
commutatives. Le plus souvent, et notamment pour tout ce qui concerne les "termes
locaux de Lefschetz-Verdier nmon commutatifs", elles seront supposées plates (dans
les applications, ce seront des algdbres de groupes finis). 8i X est un S-schéma,
et A une A-algdbre, on notera D(AX) (resp. D(XA) la catégorie dérivée de la
catégorie des faisceaux de A-modules & gauche (resp. a droite) sur -X ; pour A
commutatif, on écrira aussi D(X,A) pour D(AX) , et D(X) = D(X,A) . On notera

DC(-) (resp. D, _(-)) 1la sous-catégorie pleine formée des complexes a cohomologie

ctf

constructible (resp. de tor-dimension finie et & cohomologie constructible). Si A ,
B sont des A-algébres, on notera D(AXB) la catégorie dérivée de celle des fais-

ceaux de (A,B)-bimodules (& gauche sur A , a droite sur B ). Enfin, on utilisera

les notations A° | A% | Ay de 5.1 .

6.2, Le formalisme de (III 1, 2, 3) s'étend sans peine au cas "non commutatif".

Indiquons rapidement les principaux points de cette généralisation.

Soient X wun S-schéma, A , B des A-algébres. Si L € ob D X)) .

ctf XA

M € ob D(,X) , M é&tant de tor-dimension finie et 2 cohomologie constructible en
L
tant qu'objet de D(XB) , alors L Qk M € ob D(XB)th (la vérification est immé-

1/2

diate). D'autre part, il découle de GGA 4 Finitude 1.6) que, pour M comme

ci-degsus, et L € ob D (

ctf AX) , on a RHomA(L,M) € ob D (X)) . Il résulte éga-

ctf B

est stable par les

lement de (loc. cit.) que, si f est un S-morphisme, Dctf(A_)

Y
£f,,f) (le cas de f%* &tant trivial).

opérations (f*,f,,f,,

Soient, pour i =1, 2, £, : Xi — Yi un S-morphisme,
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f=f Xe Y , A une A-algébre. Pour

£, 0 X=X xg K, ——>Y¥ =Y xg Y,

1% %2 1 1
L1 € ob D (XlA) s L2 € ob D (AXZ) , on a une flache de KUnpneth (dans D (Y))

L L
(6.2.1) £ 4y ®S’Af2*L2 —_— f*(Ll ®S’AL2)
(ot L g L dfn H#, ; #1,) dont déduit de (loc. cit.), comme en (III 1.6)
ot 1 %,a"2 p1 1 Ap2 2 , dont on ui . L), .0),

qu'elle est un isomorphisme. Si B , C sont des A-algébres, avec B ou C sup-
L
posée plate sur A (pour pouvoir définir ®, D (B—A) x D (A—c)~—%> D (B-c) Y,

on a un isomorphisme analogue a 6.2.1, dans D_(BYC) » pour L, € ob D_(BXIA) s
L2 € ob D (AX2B) . On vérifie de méme que, pour M1 € ob D (YlA) s
M, € ob D_(AYZ) , on a un isomorphisme de Kunneth (dans D (X))

L L

! ! '
(6.2.2) M) 8 pEpMy —> £ (0 &g \M,)

(et un isomorphisme analogue dans D (BXC) pour M, € ob D (BYIA) s

M, € ob D_(AYZC) ). Enfin, soient, pour i =1, 2, A, unme N-algebre, A, étant

plate, E, € ob D __( ) , avec F

+
1 otf Alxl) » Fy € ob D (Azxz) , F. € ob D(AX

1

de tor-dimension finie et A cohomologie constructible en tant qu'objet de D(XlA ).
2

1 1A2 1

Alors om a RHom, (El,Fl) €obD (X

cti¥ia ) , comme on 1l'a vu plus haut, et 1'on
2

1
dispose d'une fléche canonique de D+(X) (D+(X,A2) quand A2 est commutatif)
L L
(6.2.3) RHomAl(El,Fl) ®S’A2F2  — RHomAl(pelel,Fl ®S’A2F2) 5

définie par composition de la fléche "image inverse'" (III 2.1.1)
L

L
* 3* #] # %*
leHomAl(El,Fl) ®A2 PEF, —> RHomAl(plEl,plFl) ®A2p2F2

avec la fléche analogue & 5.4.2.
L L

4] ¥ % 4] 3¢ 3
RHﬂAl(PlEl’plFl) ®A2P2Fz > R@Al(plErplFl ®A2p2F2)

(adjointe selon 5.2.3 de la flache

L L L
3 3 3 1+ #
pi*E1 ® RHomAl(plEl,plFl) ngPZFZ _— plFl @kzszz

définie par la flé&che d'évaluation 5.3.6). On déduit de 6.2.1, comme en (III 2.3),
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que 6,2.3 est un isomorphisme. En particulier, pour A, = A , F, = AX , 6.2.3

donne un isomorphisme

# it 4 5
(6.2.4)  p¥RHom 1(E1,F1) —— RHom (plEl,piFl) .

1—A A1
6.3. Si t : T—>S5 estun S-schéma, et A wune M-algébre, nous poserons
(6.3.1) t'A=xA ( €obDd(,T) )
T ATA
Pour A = A, nous écrirons KT au lieu de KAT . I1 résulte de 6.2.2 qu'on a un

isomorphisme canonique (de D+(ATA) )

L
(6.3.2) Kp ® A —> KA,
Nous moteroms D, le foncteur RHomA(—,KAT) : il envoie Dctf(AT) dans Dctf(TA)
(et vice-versa), et la démonstration de (SGA 41/2 Th. Finitude &) montre que, pour
L € ob Dctf(AT) , la fléche canonique L —> DADAL est un isomorphisme. Pour
A = A, nous écrirons D au lieu de DA
6.4, Soit A wune A-algébre plate, et soient, pour i =1, 2, Xi un S-schéma,
X =X xg X2 > Py X — Xi les projections, L, € ob Dctf(AXi) Par 6.2.3
appliqué a A1 = A2 =A | E1 = L1 s F2 = L2 s E2 = KAX , on a un isomorphisme
1
L -~ L
_— 3¢
Dply B Al REBEA(plLl’KAxl B aly) ;
L 1
[ 1 N [ H
d'oti, en composant avec 1'isomorphisme de Kunneth 6.2.2 KAXl ®S,AL2 — p2L2 s

un isomorphisme

L

et *
(6.4.1) DAL1 ®S,AL2 —_— RHomA(plLl,p

!
2L2) s

qui généralise (III 3,1.1). Soit ¢ : C —=> X wun S-morphisme, posons e, = pic

Par la formule d'induction (SGA 4 XVIII 3.1.12.2), on a un isomorphisme canonique

(analogue & (III 3.2.1))

' ~ !
L2) _— RHomA(CTLl’CZLZ) s

! N
(6.4.2) c RHomA(pTLl,pz

d'ott, en composant avec 6.4.1, un isomorphisme
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L
o ! ~ !
5
(6.4.3) H (X, c,c (DAL1 ® L2) —— Hom (clLl’CZLZ)

3

f
Les éléments de HomA(CTLl’CéLZ) s'appelleront correspondances cohomologiques de

L1 a L2 4 support dans c¢ (la terminologie différe légdrement de celle de

(loc. cit.), les deux terminologies cofncident pour ¢ propre, ce qui est le cas

dans la pratique).

Etant donné des S-morphismes fi : Xi e Yi (i =1, 2) et un carré
commutatif (III 3.7.1) avec c propre, on définit comme en (loc. cit.) des flaches

"image directe' analogues 2 (III 3.7.5), (II1 3.7.6) {(pour L, €ob Dctf(AXi)) .

6.5. Soient A une A-algébre plate, X un S-schéma, X2 =X Xg X

2 . 2
Pp 2 Pyt X ::::; X les projections canoniques, & : X —=>X la diagonale,

c: C—> X2 un S-morphisme, ¢, = pc o, x*=c X 5 X 1le schéma des points
X

fixes de ¢ , d'ol un carré cartésien

c i

6/ \ic
(6.5.1) c\ /x

c XZ 8
Posons

L L L

(6.5.2) KAX,L\c\ =KX®A(A ®AeA) s Khy = Ky ®Ay
Soit L € ob Dctf(AX) . On définit un homomorphisme "trace locale"

!
.5, . ¥R #, .
(6.5.3) Tr, : 8 HomA(plL,sz) —>KAX,Lq s
en composant 1'isomorphisme

L
1 ~
# *1, p° 2
(6.5.4) ) RHomA(plL,sz) —— 64(DAL ®S AL)

3

déduit de 1'inverse de 6.4,1 (pour X1 = X2 s L1 = L2 ) par application de &%

1'isomorphisme trivial

L L
(6.5.5) 6*(DAL ®S’AL) = D,L §,L s
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et la fleche d'évaluation 5.3.5

L
(6.5.6) D,L ®AL—>KA.X’Lq

L L
(ott 1'on a identifié KAX ® eA a KAX Ln grace a 6,3,2 KX ® A= KAX ) . I1 ré-
A 3

sulte aussitdt de la définition que, pour X = S | 6.5,3 cofncide avec la fléche
L
Tr, : RHomA(L,L) —>A® A de 5.6.1 . Composant la fléche déduite de 6.5.3
A
!
par application de iiic' avec la fleche
! ,c.c! !
(6.5.7)  t¥c RHom, (c¥L,c L) ——> i,i" 6*RHom, (p¥L,p,L)

1 )
déduite de 6.4.2 et de la flache de changement de base d¥c,c’ —> i:ic‘é* , on

obtient une fléche
(6.5.8) Tr, : &%c,RHom, (c¥L,c L) —= 1%1¢' = iKA
T A —=—A""1772 3 KAX,L\f\ *7xe LW
d'ott 1la fléche
1
(6.5.9) Tr, : Hom,(c*L,c.L) —> HO(XC,KA )
A ATT1 2 c
X',Lwa
On notera encore TrA les fléches composées de 6.5.3, 6.5.8, 6.5.9 avec les flaches

déduites de la fléche canonique KAX LQ__—~> KAX q On vérifie facilement que,

}
pour A=A , on a, pour u € Hom(ch,céL) s
(6.5.10) Tr(u) = <u,l > ,

avec la notation de (III 4.2.5), 1 désignant la correspondance diagonale (plus
précisément, la flache c*Rﬂgm(ch,céL) —_— 6%i;KXc adjointe de 6.5.8 est celle
définie par (III 4.2.4') (avec X1 = X2 , L. =1L , d=28 ) et la correspondance
diagonale 1 € Hom(L,L) ).

6.6. Soient A une A-algébre plate, et, pour i =1, 2, Xi un S-schéma,

X =X, X X s Li € ob D

s %5 (Axi) . On définit un accouplement

ctf

L
! v !
(6.6.1)  Riom, (pyL,,p,L,) ® Rilom, (p§L),p L) TR L

de la maniere suivante. On identifie le premier membre 2
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L L L
2 # 4 ## # *
RHomA(plLl,leAxl) ®,p4L, ®1\ RHomA(pZLZ,szAXZ) ®,p%L,
par les isomorphismes 6.4,1, puis 2
L L L L L
#L ¥ A
A 8AERHomA( ) ®Ap2 5 ®A RHomA( ) ®Ap1L1 @ke
L L L
par 5.3.1 ; on envoie cet objet dans A ®Ae(KAXl ®AKAX2) ®AeA = R par le produit

tensoriel de fleches d'évaluation 5.3.6 ; on identifie enfin R a
L L
A ®Ae(KAXl ®AKAX2) par 5.8.2, puis 2 KAX,Ln par 6.5.2 et (III 1.7.6). Si
c: C—>X , d:D-—>X sont des correspondances, et e = ¢ de : E—>X ,

on déduit de 6.6.1, comme en (III 4.2), un accouplement
(6.6.2) RH (e : ) : d, RH (d#L d!L )

.0, c, om, c1 1,C2L2 ®A 4Riom, d2 20910 —_—> e*KAE,Lq ,
d'ott un "cup-produit"

(6.6.3) < , >

| ! 0o
. i3 . 3 )
: HomA(ciLl,chz) & HomA(dsz,dlLl) — i (E,KAE,IM)

I1 n'est pas difficile d'étendre au cas non commutatif la notion de composition de
!
correspondances étudiée en (III 5.2), et 1'on vérifie que, pour u € HomA(cTLl,CéLz),

1
v € HomA(d§L2,diL1) , on a la formule analogue 2 (III 5.2.9)

(6.6.4) < u,v >y = TrA(vu) = TrA(uv)

La formule de Lefschetz (III 4.4) se généralise sans peine dans ce con-

texte : étant donné des S-morphismes propres £, X —> Yi(i =1, 2), et un

cube commutatif (III 4.4.0), on a, pour L, € ob Dctf(AXi) , un carré commutatif
analogue a (III 4.4.1), avec Ko (resp. KD) remplacé par KAC,Lq (resp. KAD,Lq ),
et une formule analogue 3 (III 4.5.1), dans HO(D’KAD,Lu )

(6.6.5) < fyu,fv >p = el wv >y
(la fleche Exeukhc 1 > duKA, | est déduite de la flache (4) de (III 4.4.1)

par tensorisation avec A ® eA)
A
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6.7. Soient X et ¢ comme en 6.5, et A —> B un morphisme de A-algébres
plates, Vis-a-vis de 1l'extension et de la restriction des scalaires, les fléches

Tr, (6.5.3, 6.5.8, 6.5.9) se comportent comme les fl&ches Tr, de 5.6.1, 5.6.2 .
1
£ £)

Le point est que, si f est un S-morphisme, les foncteurs (f¥*, f y

% 2

commutent 3 l'extension et A la restriction des scalaires, et que par conséquent

1'étude du comportement de TrA (6.5.3) vis-a-vis de 1'extension et de la restric-

tion des scalaires se raméne a celle du comportement de la flache "produit tensoriel"

L L

44 3¢ 3 4 3] 4
RHomA(plL,leAX) ®,piL —> RHomA(plL,leAX ®Ap2L)

et de la fléche "d'évaluation"

L
RHom, (L, KAL) ®,L ——> KAX’Lq

Ainsi, la commutativité des carrés 5.9.1, 5.9.2 entraine celle du carré

¥*c R (cHL !L TrA ;€
d%c ] HomA cil,e, ) I*KAXC,Lq
(6.7.1)
L , L Try o
3 %* : i
& C*RHomB(Cl(B ®AL)’ CZ(B ®AL)) 1*KBXC,L s

]

oli la fléeche verticale de gauche est 1l'extension des scalaires et celle de droite
L L
est définie par la fléche canonique A ® eA —= B ® eB ; 11 en résulte que, pour
A B
1
* :
u € HomA(clL,ch) , on a

L
(6.7.2) TrB(B ®u) = @TrA(u) »

. 0,,C
ot ¢ : H (X ,KAXc’Lq)—> HO(XC’KBXc)L

q) est 1'application canonique.

Supposons A de type fini et plat en tant que A-module, B de type fini
et plat en tant que A-module 3 gauche, et Ay , By plats sur A . On dispose de

TrB/A : Bh —_— Aq , on notera encore

(6.7.3) Trp s ¢ KBy | ———> Koy ,

3

L
la fléche qui s'en déduit par application de Ky ® - (6.5.2). I1 découle de 5.10.6

et 5,10.9 que, pour L € ob Dctf(BX)’ on a un carré commutatif
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Tr
! N
6wc*RHomB(c?L,c2L) l*K?XC,q

(6.7.4) TrB/A

Tr

.C
l-)(-KAXC R ’

!
é*c*RHomA(cYL,céL)

ott la fléche verticale de gauche est la restriction des scalaires. Par suite, pour

! 0,,C
*
u € HomB(clL,ch) , on a, dans H (X ’KAXC,h )y

(6.7.5) TrA(u) = TrB/A(TrB(u))

6.8. Soient A, B des A-algébres plates, X , Y des S-schémas, Z =X Xg Y,
2 2

¢c: C—> X2 ,d:D—>Y des correspondances, e = c XS d : E=¢C xs D—=> 2

le produit. On a donc Ze = Xc Xg Yd . Posons R = A 8% B . On définit comme en

(IIT 5.3) le produit tensoriel externe
L
(6.8.1) 3 !L #* ! ®S 3#( 5 !( . M))
.8.1 HomA(clL,c2 ) ® HomB(dlM’dZM) — HomR(e1 L ®SM),e2 L ®S s

et 1'on déduit aisément de la commutativité des carrés 5.12.1, 5.12.3, que, pour

! ! [
#
u € HomA(clL,ch) , c € HomB(dTM’d2M) , on a, dans H (Z ,KR y

z%,1q

L
(6.8.2) TrR(u ®Sv) = TrA(u) TrB(v) s
le produit au second membre étant défini par la fléche canonique

(6.8.3)  HO(X,Ra Ly ® 1o vd, ke ) — 1°(z%;kR y

Yd,Lq

L
provenant de 1'isomorphisme KAyc Lq®SKB

Z¢,Lun
4 L —> KA ® B)Zd,Lq donné par
(III 1.7.6) et la fléche (4) de 5.9.1).

6.9. Soit G un groupe fini. Si X est un G-S-schéma (i.e. un S-schéma muni

) . () (3+3)
d'une action de G par S-automorphismes ), et A une A-algébre nous note-
rons D(G,AX) la catégorie dérivée de celle des faisceaux de G-A-modules a gauche
sur X (pour les notions de G-faisceau d'ensembles, d'anneaux, de modules, etc.)

sur X (pour la topologie étale), nous renvoyons le lecteur 2 (X 1)), et nous

(#) On convient de faire opérer G & droite sur les espaces.

(#%) On s'intéresse surtout au cas de A-algébres commutatives.
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désignerons par l'indice ¢ (resp. ctf) la sous-catégorie pleine formée des com-

plexes de G-A-modules qui, en tant que complexes de A-modules, sont & cohomologie

constructible (resp, de tor-dimension finie et & cohomologie comstructible). De

méme, si B est une A-algébre, nous noterons D(G,AXB) la catégorie dérivée de

celle des G-(A,B)-bimodules sur X‘ . 81 G agit trivialement sur X , un
G-A-module 2 gauche sur X n'est autre qu'un A[G)-module & gauche sur X (sans
groupe d'opérateurs), donc D(G,AX) = D(A[G]X) ; comme G est fini, on a de plus

X) € D_ (G, ,X)

DC(AX) = Dc(A[G]X) , mais on a seulement une inclusion D ¢

ctf(A[G]

Le formalisme de dualité de (SGA 4 XVII, XVIII) s'étend sans peine au cas
des G-S-schémas. Comme le foncteur d'oubli de l'action de G est fidéle, il suffit

L
d'étendre de fagon naturelle la définition des "six opérations" (® , RHom, f* , f, ,

fl , £ ) et des fladches canoniques envisagées en (loc. cit) (changement de base,

Kunneth, dualité, etc.) . Cette extension n'offre pas de difficulté (pour la dé-
1

finition des foncteurs £, , £ , il suffit d'utiliser des compactifications équi-

variantes). Nous laissons au lecteur le soin de paraphraser les définitions et ré-

sultats de 6.2 a 6.8 dans le cadre des G-S-schémas., Si, pour i =1, 2, Xi est

un G-S-schéma, ¢ : C —>X = X1 Xg X2 un G-S-morphisme, et Li € ob Dctf(G’AXi) s

'
les éléments de HomA(c*L ¢, L,) (Hom

- P _ Uane
¥ he,l, , = Hom dans la catégorie D(G,A ) ) s'ap

pelleront correspondances (cohomologiques) équivariantes de L1 a L2 a support

dans c¢ . On notera que, lorsque G agit trivialement sur Xi (i=1,2) et

que Li € ob D 1'isomorphisme 6.4.1 (dans D(G,X) ) se "raffine"

ctf(A[G]Xi) ’
en un isomorphisme

L !

i #
Paterts ®s,areyt2 > Rilom, r o1 (pYL 5P, L))

Il en résulte que, dans une situation G-équivariante de type 6.5, avec action tri-

viale de G sur les espaces, et L € ob D X) c Dctf(G’AX) ) on peut, pour

ctf(A[G]
! L 9,,C
u € HomA[G](c?L,ch) , définir un terme local TrA[G](U) €H (X ’KA[G]XC,Lq) s

plus fin (en un sens évident) que le terme local TrA(u) ¢ 1%ec,x°, xe Lh) obtenu

en utilisant seulement la tor-dimension finie de L par rapport & A
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6.10. Soient X , ¢ comme en 6.5, et L € ob Dctf(A[G]X) . Pour

u € HomA[G](cTL,céL) , on dispose, par 6.5.9, d'une trace locale

(6.10.1) TrA[G](u) € HO(XC,KA[G]Xc’h) = HO(XC;KXc ® AG.]) .

ot Gy est 1l'ensemble des classes de conjugaison de G , et pour tout x € Gy,
on peut considérer la '"valeur de TrA[G](u) en x" TrA[G](u)(x) € HO(XC,KXC) s

image de TrA[G](u) par la projection H°(X%,Kee ® ALG,]) —> HO(XC,KXC) définie

par x , Il résulte de 6.7.5 et 5,11.2 que 1'on a

(6.10.2) TrA(u) = IGI TrA[G](u)(e) s

ot e désigne 1'élément neutre de G . Plus généralement, soit g € G , notons
1

Z le centralisateur de g , et gu € Hom (e#L,c, L) la correspondance com-

g A[Zg] 17272

posée de u avec la multiplication & gauche par g : ch —_— CTL . 0On a

L € ob D , et par suite 6.,10.2 entratne

( X)
ctf A[Zg]

(6.10.3) Tr,(gu) = |2 |Tr (gu) (e)

AZ
[z,
Par le m@me raisonnement qu'en 5.11.3, on déduit de 6.7.4 la formule

-1
(6.10.4) TrA[Zg](gu)(e) = TrA[G](u)(g ) s

qui permet, si on le désire, de récrire 6.10.3 sous la forme

-1
.10. T = |Z |T

(6.10.5) rA(gu) ] g| rA[G](u)(g )
6.11. Soient f : X —> Y un G-S-morphisme propre, et

c

-
X XS X C

(6.11.1) £ xgf

d

-
Y xg ¥ D

un carré commutatif G-équivariant de G-S-schémas, avec ¢ et d propres. On sup-

pose que G agit trivialement sur Y et D . On note
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fc/d ( d

(6.11.2) ou £ : x* —= ¥

le morphisme induit par 6.11.1 sur les schémas des points fixes de ¢ et d

1
avec les notations de 6.5.1 . Soient L € ob Dctf(G’X) , et u € Hom(cTL,céL)

une correspondance G-équivariante i support dans c¢ , d'od, par image directe,
!
une correspondance G-équivariante fu € HomA[G](d¥f*L,déf*L) . Pour g €6G ,
nous noterons Zg le centralisateur de g , et
1
(6.11.3) gu € Hom((gc)fL,céL)

la correspondance Zg—équivariante a support dans

dfn
(6.11.4) ge = (gc1 = clg,cz) 1 C—>X xg X

définie comme composée des fléches

s

#( ¥ & #* u !

g (clL) clL ch s
ol ag est la fléche donnant 1'action de G sur ch . I1 est clair que 1'on a
(6.11.5) f.(gu) = g(£,0)

Proposition 6.12 - Sous les hypothéses de 6.11, on suppose que 1'on a

f . € ob Dctf(A[G]Y) . Alors, pour tout g € G , on a

(6.12.1) ficTrA(gu) = lZngr (f*u)(g_l) s

ALG]

on £5°: H°(xgc,lg{gc) —_— H°(Yd,1g{d) est le morphisme "de Gysin" défini par la

!
flache d'adjonction £§ Kyge = £5 £5° K9 —> Kiq

D'aprés 6.10.5 appliqué a f,u , et 6.11.5, on a en effet

Tr, (£,(gu)) = 1zg]Tr (f*u)(g_l) ,

Af6]
et par suite 6.12.1 résulte de la formule de Lefschetz (III 4.5.1).

6.13. Soit 4 un nombre premier # p . Pour tout entier n >1 , posons

A= Z/4" |, Sous les hypotheses de 6.11, soit L = (Ln) un systdme projectif
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L

i . ~ .
d'objets de Dctf(G,X,An) tel que Lo ® An —>L pour m>n , et soit

A
\ m
u € Hom(cTL,céL) un systéme projectif de correspondances équivariantes
L
!
%* : ‘ = ' i
u € Hom(can,chH) tel que, pour m>n , u ®A An u_~ modulo 1'isomorphisme

L
Lm ®A An = Ln . En vertu de la compatibilité des traces locales a 1l'extension des
m
scalaires, les termes locaux (pour g € G ) TrA (gun) € HO(XgC:KAn ch) définis-
- s
sent un élément

Te, (guw) € OB k. o,

n ., o,,8¢
z, K, xe Lim HO(X ,KAn,ch) ;

n

8¢ =
et les fg TrAn(gun) TrAn(gf*un) un élément

£.Tr, (gu) € 1oy

dfn . o,.d
ML ,KL’Yd) = gim H (Y ,KAH,Yd)
1 n
Supposons de plus que f*Mn € ob Dth(An[G]Y) pour tout n . Alors les traces lo-

cales TrAn[G](f*un) définissent de mBme un &lément

dfn

o,,d . o,.d
Trzé[G]<f*u) € H (Y ’Kzifchdﬁ ) = Lim HO(Y ’KAn[G]Yd,H)
I1 découle de 6.12 que 1'on a
gc _ -1
(6.13.1) £ quégu) = [ZngrZ&[G] (£,u)(g ™)
6.14. Soient X wun G-S-schéma, j : U—=>X une immersion ouverte équiva-

riante, ¢ : C—>X X, X un morphisme de G-S-schémas tel que c2(=p2c) : C—>X
soit quasi-fini et de tor-dimension finie. On suppose que cIl(U) c cg%U) ; on a

donc des carré commutatifs

U
1
[
5
i <, Uy ——
! 2

(6.14.1) X

- €«<—— ¢ l(X—U) _—

M > K

U

[N+
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Le morphisme trace TrC H CZ‘AC — AX définit alors une correspondance G-équi-
5 !

variante filtrée
6.14 3* :
(6.14.2) c € Hom(clAX,czAX) s

AX étant muni de la filtration définie par le sous-module i‘AU (i.e. FnAX = AX

pour n <0 , FlAX = i‘AU s FnAX =0 pour n>1) . Le gradué associé se com-

pose des deux correspondances G-équivariantes

o !
(6.14.3) 8T S = & yx € Hom(cf(AX_U’X),cz(AX_U’X))

!
gr e = gy x € Homleflhy Whe Uy y ¥

ot 1'on a posé AX—U,X = j*AX—U s AU,X = i!AU . 0na

(6.14.4) Sx_u,u = ISx-p ,
ol Sx_u € Hom(c*Ax U’CZAX U est la correspondance définie par Tr Z’X U Nous
écrirons ¢ , Syx 0 etc. , quand nous voudrons préciser 1'anneau de base.
Oublions l'action de G . On a des termes locaux
0,,C
(6.14.5) TrA(g) TrA(cU X) s TrA(cX v, X) € H (X ,Kxc) s

qui, en vertu de 1'ddditivité des traces (III 4.13.1), vérifient la relation

(6.14.6) TrA(g) = TrA(g ) + TrA(cX U, X)

De plus, d'aprés 6.14.4 , on a

(6.14.7) TrA(cX v, X) = *TrA(cX U s

.c
o j, ¢ 1 (x-1)°© K(X—U)C) _ HO(XC,KXC) est le morphisme image directe

défini par ji° : (X-1)® —=x° . Rappelons (III 4.3) que si X est lisse, ¢
une immersion fermée et X° fini, TrA(g) est l'image dans A de la multiplicité
d'intersection (C.X) de C avec la diagonale ; si de plus X-U est lisse,
TrA(cX U) est 1'image dans A de (cgl(X-U).(X—U)) . Notons aussi que, si X-U

est propre sur S , et c|X-U est la diagonale, alors la formule de Lefschetz
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Tr(_g_X U) € A est la caractéristique d'Euler-Poincaté

(III 4.7) entratne que J/%_U

de X-U (3 valeurs dans A)

6.15. Soient un diagramme G-équivariant 6.11.1 (avec £ , ¢ , d propres) ,
et U—>X une immersion ouverte G-équivariante. On suppose que ¢, est quasi-

fini et de tor-dimension finie, CII(U)C cél

(U) , que G agit trivialement sur
CetD, et que £|U : U—> £(U) =V  est un revétement étale galoisien de groupe
G . Cette dernidre hypothése implique que Rf%(AU,X) € ob Dctf(A[G]Y) : en fait
Rf*(AU,X) est concentré en degré O et prolongé par zéro d'un faisceau sur V
localement isomorphe & A[G] . On peut donc appliquer 6.12 a L = My o

u , et, compte tenu de 6.14.6, 6.14.7, on obtient la

= Lu,x

Proposition 6.16 - Sous les hypothases de 6.15, on_a, pour tout g € G ,

8¢ .1 8¢ _ -1
(6.16.1) £ Tr,(ge) - (£1),Tr (gey ) = |Zg|Tr g™,

are) Exly x

ot j : X-U—>X est l'inclusion, et Zg désigne le centralisateur de g.

A
Appliquant 6.16 au systéme projectif de correspondances gy = (c N,
o A = z/ " (4 premier # p) , et tenant compte de ce que 6.14.6, 6.14.7 donnent,

par passage a la limite et application de

3

c
£

) 3

85,1U,x 85¢,%-U

gc - ¢8¢ .y 8C

% Try (ggt) = £ Ir, ( ) + (£ Try, (
L 2 £

on en déduit, d'aprés 6.13,

Corollaire 6.17 - Sous les hypothéses de 6.15, on a, pour tout g € G ,

(6.17.1) £&%T ( - (£)8°T =z |T £ L
& rZJL gg&) i rz&(g—c-L,X—U) | gl rZL [G]( %g&U’X)(g )

avec les notations de 6.16 .

Compte tenu de la compatibilité des traces locales & la localisation et
des remarques faites en 6.14, on voit que 6.17 résout affirmativement, dans une
formulation plus générale, la conjecture de divisibilité de Grothendieck (XII 4.5),

dans le cas ot 1'endomorphisme ¢ de G considéré dans (loc. cit.) est 1'identité.
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En fait, il n'est pas difficile, en s'inspirant de 5.13, de donner des énoncés de
divisibilité analogues a 6.12, 6.13, 6.16, 6.17, dans le cas ot c n'est pas
G-équivariante, mais telle que ¢, le soit et que c, vérifie cl(xg) = cl(x)@(g),
pour tout point x de G , ¢ étant un endomorphisme donné de G : les formules
de divisibilité s'écrivent comme plus haut, avec Zg remplacé par le ¢p-centralisa-

teur de g_l (5.13.5).

6.18. Posons

(6.18.1) N, = D, g € AC]
g €6

Soit X un S-schéma. Pour L € ob D(A[G]X) , la multiplication a gauche par NG
induit une flache de D(X)

L

(6.18.2) No s A ®A[G]L —> R@A[G](A,L) s

ot A est considéré comme A[G]-algébre par 1'augmentation naturelle (envoyant
g P g

tout g € G sur 1).

Lemme 6.18.3 - Si L € ob Dctf(A[G]X) , la fléche 6.18.2 est un isomorphisme.

Par dévissage on se raméne en effet & supposer L parfait, puis

L = A[G] , et 1'assertion découle de ce que NG (6.18.1) est une base du module

des invariants sous G du A[G]-module & gauche A[G]

Proposition 6.19 - Dans la situation de 6.11, soient M € ob Dctf(Y) s
'
v € Hom(dfM,déM) , a: M—> f,I. une fléche de D(A[G]Y) (M étant regardé

comme objet de D(A[G]Y) par 1l'augmentation A[G] —=> A ) tels que le carré

s !
dTM d2M
|
dfa déa
fou 1
M !
aFE L dyf,L

soit commutatif. On suppose que f*M € ob Dctf(A[G]Y) et que a induit un isomor-

phisme M ——> RHomA[G](A,f*L) . Alors on a
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-1
(6.19.1) TrA(v) = E TrA[G](f*u)(g )
g € G,

D'aprés 6.18.3, a , composé avec Nél , donne un isomorphisme
L L

M—>A ®A[G]f%L , par lequel v s'identifie & A ®A[G]f*u . D'apres 6.7.2 ,
TrA(v) est donc 1'image de TrA[G](f*u) par la fléche induite par 1'augmentation
A[G] —> A ; or celle-ci, par définition, envoie chaque classe de conjugaison

sur 1 , d'otr la conclusion.

6.20, Soient, pour 1 =1, 2, Xi un G-S-schéma, X = X Xg X ¢c: C—>X

1 27

un G-S-morphisme tel que <, soit quasi-fini et de tor-dimension finie. Soient

L, € ob D+(G,X.) . Le morphisme trace Tr : ¢,,c¥L, —> L, définit par adjonc-
i i <, 217272

tion une fléche (de D(G,X)) notée encore

2

1
(6.20.1) TrC2 : cfL, —> eyl R
qui permet d'associer & tout morphisme (G-equivariant) u € Hom(chl,C§L2) une

correspondance (G-équivariante)

]
(6.20.2) u = TrC ou € Hom(ch

2

'
1°¢9%)

Proposition 6.21 - Soient f : X ——> Y un G-S-morphisme propre, et un carré com-

mutatif équivariant 6.11.1, avec action triviale de G sur Y et D . On suppose

¢ , d propres, cy s d2 quasi-finis et de tor-dimension finie, et le carré

c
L B
hl 1f
d
p—2 Sy
cartésien et tor-indépendant (SGA 6 III 1.5). Soient M € ob Dctf(Y) ,
v € Hom(dTM,d;M) , d'olt un homomorphisme G-équivariant h¥v € Hom(cff*M,c%f*M)
1 1
et des correspondances G-équivariantes (h¥*v) € Hom(cff*M,céf*M) s

1 1
£,((h*v) ) € Hom(df(f*f*M),dé(f*f*M)) . On a alors un carré commutatif de fléches

de D(A[G]Y) (M étant considéré comme objet de D(A[G]Y) par l'action triviale)
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!
’ !
ds d,M
! l
l £, () ) d
ds (£, £ d, (£, £%00) .

3
ot les fléches verticales sont données par la fléche d'adjonction M —> f f M

Posons h¥#v =u , f¥M =1L , et considérons le diagramme
Y Trd2 ,
3#] 3
dlM dZM d2M
(1) (4) (2) (B) (3>
4) i e, sy
d'?l"f*L —_—> h*ci\‘L _— h*c%ZPL —_— h*c‘,'ZL m— déf*L ,

ot (1) et (3) sont donnés par la fldche d'adjonction M —> f.L , (2) par

la fléche d'adjonction diM —> h¥h*(d§M) = hyefl (4) par la fléche de chan-

gement de base, et (5) est 1'isomorphisme canonique (SGA 4 XVIII 3.1.12.3) . Par
!
définition, v  est le composé de la ligne supérieure. Il découle d'autre part de

1'interprétation de 1'image directe d'une correspondance (III 3.5 b), 3.7) que

f*u‘ est le composé de la ligne inférieure. Il suffit donc de prouver la commuta-

tivité des carrés (A) et (B) . Celle de (A) résulte aussitdt de la définition
de 1a fléche de changement de base. Quant 2 celle de (B) , elle découle de ce que,

compte tenu de 1'hypothése de tor-indépendance, Tr est compatible au changement

d
1/2 2

de base par f (SGA 4 Cycle 2.3.3), d'on la conclusion.

Appliquant 6.19, on en déduit :

Corollaire 6.22 - Sous les hypothéses de 6.21, on suppose que £, %M € ob Dctf(A[G]Y)’

et que la fléche d'adjonction M —> f, £¥M induit un isomorphisme

i *
M— RHomA[G](A,f*f M) . Alors on a

! — 1, -1
(6.22.1) Tr,(v) = g2 —. TrA[G](f*(f*v) Mg )

Proposition 6.23 - Sous les hypothéses de 6.21, on suppose donné de plus une immer-

sion ouverte 1 : V&Y telle que (fcl)_l(v) soit connexe, que
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-1

d;l(V) < d, (V) , et que f induise un revétement principal galoisien de groupe
f
G , U= f-l(V) ——X—> V . On suppose en outre que M est de la forme M= i E

ot E € ob D{V) , et qu'on a un isomorphisme @ : £3E — Ay ®A E de D(G,X) ,

avec E € ob D(A[G]) , parfait sur A . On se donne v € Hom(d?M,dgM) comme

1 i . P N
en 6.21, et_1'on note v, € HomA[G](Eo’Eo) 1'homomorphisme défini, grace 2 a ,

-1 . s s
par f*v]c1 (U) . Alors, si Zp,x désigne la correspondance définie en 6.14.3, on

a (avec la notation 6.20.2)

! N -1
.23, =
(6.23.1) Tr, (v) > T ey a0 (8 D Tr (8v)
g € Gy
(Noter que, grace au caractdre central de TrA , le second membre ne

dépend pas du choix de a ).

Par la formule de projection f*f*AY &M —> £, %M et 6.15, M véri-
fie les hypothéses de 6.22 . D'autre part, o définit un isomorphisme

~ 1
£ —=> AU < ® Eo par lequel (f#*v) s'identifie au produit tensoriel externe
3

Sux ® v, Par la formule de projection, £, f¥M s'identifie donc a
bl
'
o . .
f*(AU,X) ® EO , et £.(f%)" au produit tensoriel externe f%SU,X ® vy Pour
i
g € G , la correspondance (Zg—équivariante) gf (f*v)" s'identifie donc 2

gf,c ® gv, - Comme, d'aprés 6.10.4, on a

(£ (50 ™ = Ty, G D
g

e Az

i1 suffit, compte tenu de 6.22.1, de prouver la formule
_ -1
TrA[Zg](gf*SU,X ® gvo)(e) = TrA[G](f*SU,X)(g )TrA(gVO) s
ou, ce qui revient au méme, d'aprés 6.10.4,
.23.2 =
(6.23.2) TrA[Zg](gf%SU,X ® gvo) (e) TrA[Zg](gf*gU’X)(e)TrA(gvo)

Quitte & remplacer G par Zg , On peut supposer que g = e , et, revenant a la

définition des traces, on voit qu'il suffit d'établir le lemme suivant :
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Lemme 6.23.3 - (cf. (SGA 41/2 Rapport 4.7). Soient P un G,-module localement

facteur direct d'un module libre de type fini, P' = i,P , et Q un complexe de
L !
A[G]-modules, parfait sur A . Alors P ®AQ , considéré comme objet de D(A[G]V)

par l'action diagonale de G , est parfait sur A[G] , et l1'on a un carré commu-

tatif
$¥RHom, . ~(pE! plP') @ BH Q) —L»
2omArg1 PLT P2t oMarg1t Ky
() 2
& ¥RH, (p#pP! eLa !P'@I; Q (3)
Homr o7 (P} %p, Ky >

,

ot §: Y —>%Y Xg Y est la diagonale, (1) est produit tensoriel des fléches

! 6.5.3 x ——> x(e)
O*RHom, 1 (pJP',p,P") —="> KALCly K,

TrA
Rlom) - 1(Q,Q) —F——>1n

(2) est la fléche déduite du produit tensoriel externe par restriction selon la

diagonale A[G] —> A[G] ® A[G] , et (3) est composé de 6.5.3 (définie car
L

(1)

P' ® Q € ob Dctf(A[G]Y)) et de x+—> x(e) .

La premidre assertion est évidente, car on se raméne a P = A[G]V , et
L
P ®A Q est alors isomorphe au produit tensoriel de P par Q considéré comme
muni de 1l'action triviale de G ., Pour la seconde, notons d'abord que, d'aprés

6.5.4, 6.5.5, on a

L
', ~ . .
6*R.HomA[G](pi“P',p2P ) —— DA[G](I!P) ®A[G]1!P

L
i!(DA[G]P®A[G]P) ,

de sorte qu'on est ramené a vérifier que le carré induit par (¥) sur V commute.

On peut donc supposer que V =Y . Le carré (%) s'écrit alors

(D
On devrait pouvoir remplacer P par un complexe parfait (sur A[G] ) (voire
' .
P' par objet de Dctf(A[G]Y))'
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L L
RHomA[G](P K, ® P) RHomA[C](Q Q) ——> K,
(33) (2) ”

L L L
(PE QK &P EQ (3) ,

RHomA[G]

ot (2) est le produit tensoriel externe, (1) est donné par TrA[G](—)(e) ® TrA
(traces au sens du n° 5), (3) par TrA[G](—)(e) . Par descente, on se raméne 3
P = A[G]Y » et, par la remarque du début, on peut alors supposer que G agit tri-

vialement sur Q . L'assertion est alors conséquence immédiate de 5.12.5

6.24, Si A est annulé par une puissance d'un nombre premier £ # p , on peut

récrire le second membre de 6.23.1 sous la forme

Tr

]

-1
Y(g )TrA(gvo) s

Cee. Tz, 1610 x
A

avec les notatioms de 6.17 . La formule 6.17.1 montre que les termes locaux définis
par Grothendieck dans (XII 6.2) cofncident avec les termes locaux de Verdier, du
moins quand 1'endomorphisme ¢ de G considéré en (loc. cit.) est l'identité
(mais, comme on 1'a déja observé, cette restriction n'est pas sérieuse), Si Y est
propre sur S , on obtient, en conjuguant 6.23.1 4 la formule de Lefschetz pour

Y —=> 5 (III 4.7), une formule qui généralise (XII 6.3) (et a fortiori la for-

1/2

mule de Lefschetz pour Frobenius démontrée dans (SGA 4 Rapport) et la partie I

du présent exposé).
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EXPOSE V

SYSTEMES PROJECTIFS J- ADIQUES

par

J.P. JOUANOLOU

Dans tout l'exposé, la lettre A désigne un anneau avec unité.
Le présent exposé est destiné a développer un formalisme qui sera utilisé

dans 1'exposé suivant pour 1l'étude de la cohomologie £ -adique.

1. Généralités sur les A -catégories abéliennes.

DEFINITION 1.1. — On appelle A -catégorie (resp. A —catégorie abélienne)

un couple (C,p) formé d'une catégorie additive (resp. abéliemne) C et

d'un homomorphisme d'anneaux :

P : A —> End (idc)

de A dans l'anneau des endomorphismes du foncteur identique de C dans C .

Etant donné deux A -catégories (resp. A —catégories abéliennes)
(Cyp) et (C',p') , on appelle morphisme de A —catégories (resp. de A -
catégories abéliennes de (C,p) dams (C',p') un foncteur additif (resp.
exact) F : C—>C' tel que pour tout objet M de C et tout élément a

de A 1'égalité ci-dessous soit vérifiée :
—_ v
Flp(a)y) = p'(@pyy -

Exemple 1.71.7. Soit C wune catégorie additive (resp. abélierme) . On rappelle
qu'on appelle catégorie des (A,C)-modules (& gauche) et qu'on note (A,C)-

mod la catégorie décrite comme suit :
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(i) Ses objets sont les couples (X,o) Fformés d'un objet X de C et

d'un morphisme d'anneaux o : A —> HomC(X,X) .

(ii) Un morphisme (X,¢) —> (¥,8) est un C-morphisme u : X —> Y

tel que pour tout élément a de A la diagramme ci-dessous soit commutatif :

X—> Y

o) | l ()

X —>Y

La catégorie (A,C) -mnd est évidemment une A - catégorie (resp.
A — catégorie abélienne), ol A est le centre de A . De plus, elle vérifie

les propriétés suivantes :

(a) Le foncteur (A,C)-mod —> C obtenu en oubliant la structure de

A -module commute aux limites inductives et projectives.

(b) Soit I une catégorie. Pour que les I -limites inductives (resp.

projectives) de (A,C) -mod soient représentables, il suffit gqu'il en soit

ainsi pour les I -limites inductives (resp. projectives) de C .

1.2. Produit tensoriel externe. Soit (C,p) une A -catégorie abélienne.

Si M est un’ A-module 2 droite et X wun objet de C , on appelle produit

tensoriel externe de X par M , et on note M®AX , le foncteur covariant
de C dans la catégorie des ensembles, défini sur les objets Y de C

par l'égalité ci-dessous et de fagon évidente sur les fléches :
(M®AX) (Y) = HomA(M,Homc(X,Y)) R

ot Homc(X,Y) est regardé comme un A -module i droite grice & l'action de
A sur X . Interprétant M®AX et Y comme des objets de la catégorie

A~ ] .

C = Hom(C,Ens) , 1'égalité précédente prend l'allure plus familiére

suivante :
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Homé(M®AX, Y) = HomA(M,Homc(X,Y) .

51 le foncteur M®AX est représentable, on notera et nommera de
la méme manidre un représentant.

Si u:M—>M' et v : X —> X' sont deux morphismes de (A-mod)
et C respectivement, on définit de la fagon habituelle un C —morphisme
u®AV: M®AX — M'®AX' , Ce qui nous permettra de parler du bifoncteur
(deux fois covariant) produit tensoriel externe. Ses propriétés sont résumées

dans la proposition suivante.

PROPOSITION 1.2.1. Le bifoncteur produit tensoriel est additif et commute

aux limites inductives,

La démonstration, classique dans le cas des modules sur un anneau,

est immédiate.

PROPOSTITION.1.2.2, (Critéres de représentabilité).

(a) Pour tout objet X de C , A®X est représenté par X .

(b) Pour tout A-module M de présentation finie et tout objet X de

C , le foncteur M®AX est représentable.

(¢) si la catégorie C posséde des sommes directes "quelconques", le

foncteur M®X est représentable pour "tout" couple (M,x) .

Démonstration : L'assertion (a) est claire. Les deux autres assertions

résultent alors du lemme ci-dessous, dont la démonstration est immédiate.

LEMME 1.2.3. Soient M —3>» N —> P —> (0 une suite exacte de A -modules

et X un objet de € . Si les foncteurs M®AX et N®AX sont représentés

par des objets Y et Z de C , le foncteur P®AX est représenté par le

conoyau du morphisme Y ——> Z correspondant 2 a/®A idX .
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Remarque 1.2.4. Soit (G un idéal de type fini de A . Pour tout objet X

de C, le foncteur (4/G) ®,X est représentable, et la fléche

pyt X —> (A/G)@Ax

provenant de l'épimorphisme canonique de A sur A/G et de la partie ({(a)
de 1.2.2 est un épimorphisme. Le méme énoncé est valable lorsque 1l'idéal
G n'est plus supposé de type fini, mais C posséde des sommes directes
“quelconques® . On pose (X = Ker(px) . Lorsque la catégorie posséde des
limites inductives filtrantes, il est clair que (GX'= T aX . Si

a€q
u: X—>Y est un épimorphisme, u envoie épimorphiquement (X sur QY .
Enfin, pour qu'un objet X soit annulé par tout élément de (G , 1l faut

et il suffit que GX = 0 . Alors tout morphisme d'un objet Z dans X se

factorise au moyen de Py a travers un morphisme de (A/G) ®AZ dans X .

2. Condition de Mittag-Leffler—Artin-Rees.

Dans tout ce paragraphe, la lettre C désigne une catégorie
o
abélienne et on pose P = Hom(WN ,C) , catégorie des systémes projectifs
indexés par 1'ensemble ordomné W des entiers positifs, et & valeurs

dans C .

2.1. Condition de Mittag~Leffler—Artin-Rees. Soit X = (Xn,un) >0

objet de la catégorie P . Si r désigne un entier =2 O , on convient de

noter X r] le systéme projectif (Xn+ Un morphisme h : X —> Y

r’un+r)n2 0"
de P définit de fagon évidente un morphisme noté hl[r] de X[r]l dans
v[r] et cela de fagon fonctorielle. Si maintenant r et s sont deux
entiers vérifiant les inégalités s = r 2 0 , les "morphismes de transition"
X —> X (n=20) définissent un morphisme w de x[s] dams X[r],
n+s n+r sr

et il est clair que si t est un troisiéme entier avec t=2szr , l'égalité

ci~dessous est vérifiée :
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Autrement dit, on a ainsi associé & X um objet X de la catégorie Hom(lNo,P).

De plus, si h : X —» Y est un morphisme de P , il lui correspond de fagon

évidente un morphisme h de X dans Y , et cela de fagon fonctorielle.
Enfin, si 0 — X L5 v Y5 72 —> 0 est une suite exacte de P , la

suite correspondante ci~dessous dans P = Hom(]No, P) est exacte :

0—> X 25y Y57 —»0 .

DEFINITION 2.1.7. Soit un objet de la catégorie P . On dit qu'il vérifie

la condition de Mittag-Leffler-Artin-Rees (en abrégé MLAR) s'il existe un

entier r tel que pour tout entier s 2 r 1'&galité ci-dessous soit vérifiée :

W W
mx[s] 22 x) = Im(x[r] =% x) .

Il revient au méme de dire que pour tout entier n = 0 les images

de X et X dans X par les '"morphismes de transition" sont les
n+r n+s

mémes. Enfin, une troisiéme interprétation consiste & dire que le systéme
projectif X associé vérifie la condition de Mittag-Leffler (en abrégé ML)

(EGA © 13.1.2) . On en déduit la proposition suivante grace & (EGA O

111
13.2.1) .

ITI

PROPOSITION 2.17.2. Soit Q——> X —>» Y —>» 2 —> 0 une suite exacte de P .

(i) si Y vérifie (MLAR) , Z vérifie (MLAR) .

(i1) si X et 2 wvérifient (MLAR) , alors Y vérifie (MLAR) .

2.2. Systémes projectifs AR -nuls.

DEFINITION 2.2.1. Soit X un objet de la catégorie P . On dit que X est

AR-nul s'il existe un entier r=z20 tel que le morphisme canonique

X[r] — X soit nul.
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Il est clair en particulier qu'un systéme projectif AR-nul vérifie

la condition (MLAR) .

PROPOSITION 2.2.2. Soit 0 —» X —» Y —>» 7 —>» 0 une suite exacte de P .

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Y est AR-nul,
(ii} X et 2 sont AR-nuls.
Autrement dit, la sous-catégorie pleine Po de P , dont les objets

sont les systémes projectifs AR-nuls,est épaisse dans P .

Preuve : Il est clair que (i) implique (ii) . Réciproquement, soient r
et t des entiers satisfaisant 2 la condition de la définition (2.2.1)
pour X et Z respectivement. On voit aussitbt que l'entier s+t répond

aux conditions de la définition (2.2.1) pour Y .

2.3. Rappels sur le calcul de fractions et applications.

Soient E wune catégorie et S umne partie de FL(E) . On appelle

catégorie de fractions de E suivant S un couple (p,E(S_T)) formé dlune

catégorie E(S_1) et d'un foncteur p : E —> E(S_1) vérifiant la propriété
universelle suivante :

Pour qu'un foncteur u de E dans une catégorie F se factorise a
travers p , il faut et il suffit qu'il rende inversibles les fléches
appartenant 2 S , et alors la factorisation est unique.

L'unicité d'un tel couple modulo isomorphisme est claire. Nous
renvoyons le lecteur & 1'exposé I du Séminaire Homotopique de Strasbourg
pour la démonstration de l'existence, ainsi d'ailleurs que pour la plupart des
résultats énoncés sans démonstration dans la suite du paragraphe. (Veir aussi :
P. Gabriel et M. Zisman, Calculus of fractions and homotopy theory, Erg. der

Math., 35, Springer-Verlag, 1967.)
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Certaines propriétés de la partie multiplicative S assurent une description

simple de la catégorie E(S—T) :

DEFINITION 2.3.17. On dit qu'une partie § de Fl(E) permet un calcul de

fractions & droite si les conditions suivantes sont réalisées

(a) Les fléches identiques de E appartiennent & S

(b)8i u:X-~>Y et v :Y—>7 appartiemnent & S , le composé
vou appartient &2 S ,

(¢) Tout diagramme du type (D1) ci-dessous, dans lequel t appartient

2 S, peut se compléter en un diagramme du type (DZ) , dans lequel s

appartient & S

¥ X =25y
(®,) lt ®,) Sl lt
X —————> v U N

(d) Pour tout diagramme commutatif :

dans lequel s appartient & S , il existe un diagramme commutatif

T ———> X Y

dans lequel t appartient a §

Dualement on définit la notion suivante :

DEFINITION 2.3.2. On dit qu'une partie S de F1{(E) permet un calcul de

fractions a gauche si les conditions suivantes sont réalisées :

(a)' Les fléches identiques de E appartiemnent 3 S .

(b)' Le composé de deux fléches appartenant & S appartient & S

(c)* Tout diagramme du type (D1)' ci—dessous, dans lequel s appartient
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a S8 , peut se compléter en un diagramme du type (D2>' , dans lequel t
appartient & S :

x—2 sy X —2 sy

CI AN @) ‘

X X —t— v
(d)' Pour tout diagramme commutatif A de la forme ci-dessous, dans
lequel s appartient & S , il existe un morphisme t de source Y et

appartenant 2 S tel que tof =tog .

(A) XY ————> X Y

2.3.3. Supposons que S soit une partie de E;(E) , permettant un calcul

de fractions & droite. Il résulte alors de la partie (d) de (2.3.1) que
pour tout objet X de E , la catégorie (S/X)o, opposée de la catégorie

des fléches au-dessus de X appartenant & S , est filtrante (SGA 4 1 2.7) .
Considérons alors la catégorie ES décrite comme suit

- Les objets de ES sont les objets de E

- 381 X et Y sont deux objets de E ,

Hom (X,Y) = ~Lamy HomE(source (.}, ¥) .

3 (8/%)°
Si Py désigne le foncteur évident de B dans Eg , le couple (pS,ES)
est solution du probléme universel décrit au début du paragraphe. Nous

. -1 - . N
conviendrons dans ce cas de noter E{8 ) cette solution particuliére.

2.3.4. Soit maintenant S wune partie de FL(E) permettant un calcul de

. =1 L.
fractions a gauche. Alors le foncteur Py : E—> EB(S ) commute aux limites

. . S . . . s -1 -
inductives finies. BEn particulier, si E est additive, E(S ) est additive

et Pg est un foncteur additif.
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2.3.5. Si la catégorie E est abélienne et si S est un partie de F1(E)
permettant & la fois un calcul de fractions & droite et un calcul de fractions
4 gauche, la catégorie E(S_1) est abélienne et le foncteur pg est exact.
De plus le couple (pS,E(S_1)) est un quotient de E par sous-catégorie

abélienne épaisse p:(o) .

2.4. La catégorie P, = Hom, (B°,C)
e Y a categorie AR = OmAR ’ .

Reprenant les notations de (2.1) , soit AR 1lt'ensemble des fléches

canoniques {cf. 2.1) Vog * X[r]—> X, X parcourant 1'ensemble des objets

X

de P et r 1'ensemble des entiers = 0O .

PROPOSITION 2.4.1. La partie AR de F_l_(P) permet & la fols un calcul de

fractions & droite et un calcul de fractions & gauche.

Preuve : Les parties (a)= (a)' et (b)= (b)' de (2.3.1) et (2.3.2)
sont claires.
Montrons (c) . Soit donc (D’I> le diagramme commutatif ci-dessous,
désigne la fléche canonique de v[lr] dans Y :
yie]

(D.] ) Vry

dans lequel Viy

X————>Y

Le diagramme (D2) ci-dessous est commutatif et v orphisme canonique

il
rx !

de X[r] dans X , appartient a AR , d'ou l'assertion.
x[r] _&.} v{r]

(D2) X ry
X— sy

Montrons (d) . Soit un diagramme commutatif :
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£ v
—
Zl:r] Z

X — 57,

e ——
g

Appliquant la "translation" par r" , on en déduit un diagramme commutatif :

£(r] v [r
(el T zlor] —X2 so(r]).

—_—
glrl
Il est clair que le diagramme ci-desscus est commutatif, de sorte que

fov =goV :

rX rX

f[r]
x[r] T zl2r]

—
glr]

va VrZ[ r]

x — zlr)

g

Montrons (c') . Remarquons tout d'abord que si Y désigne un
objet de P et r un entier positif, il existe un objet T de P tel que
Y = T[r] et tel que pour tout objet X de P , 1l'homomorphisme de trans—

lation par r :

HomP(X,T) — HomP(X[r] , Y)

soit une bijection. Le systéme projectif (Tn,wn) défini comme suit convient
évidemment :

- _ 10 ] > e t
Si v (Yn,un) nso! Ty estl objet nul de C pour n=r-1 e

Y sinon ,
et

w =0 pour nz2r-1, w =1u .
n n

Ceci dit, supposons donné un diagramme du type ci-dessous, et montrons qu'on

peut le compléter comme indigué dans 1'énoncé de (c)' H
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1
x[r] 4 5 v
va
X
Pour cela, soit Y wun systéme projectif tel que Y' = Y{r] et que l'applica-

tion canonique HomP(X,Y') — HomP(X[r], ¥') soit une bijection. Alors
il est clair que le diagramme ci-dessous est commutatif, u désignant 1'unique

morphisme de X dans Y tel que u' = ulr] :

x[r]—2 s v 2 v[r]

X —2——sy

Montrons (d)' . Considérons le diagramme ci-dessous, supposé com-

mutatif, et montrons qu'il existe un morphisme w de Y tel que wof =wog .

v f
—_—
x[r] —EX 5 % Y.
—_—
a

I1 est tout d'abord clair que le diagramme ci-dessous est commutatif :

£lr]
—tLtrl o
x[r] v[r]
—_—
glr]
v
v
rX v
£
—_—
X Y
—_—
g
En particulier v o £lr] = Voo glr]. Soit maintenant T le systéme asso—

%]

cié Y et r comme au début de la démonstration de (c)' , de sorte qu'en
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particulier Y = T(r]. Les translatés par r des morphismes Vo © £ de

Vi © g sont égaux respectivement a v__of et Voy© glr], donc égaux. I1

ry
résulte alors du fait que la translation par r est une injection sur les
morphismes de X dans T que l'égalité ci-dessous est vérifiée, dfol

l'assertion :

DEFINITION 2.4.2. Soit € une catégorie abélienne. On appelle catégorie

des systémes projectifs de C & translatioreprés, et on note HomAR(]No,C)

la catégorie décrite ci-dessous :

(i) Les objets de HomAR(]Nc,C) sont les objets de Hom(W5,C) .

(ii) si X et Y sont deux objets de Hom(X°,C) , un morphisme de X

dans Y dans la catégorie HomAR(]Nc,C) est un élément de 1l'ensemble

HomAR(x,Y) = lim Hom(X[rl, Y) ,
- r

oti, pour tout couple (rys) d'entiers avec szr , l'application

Hom(x[r), Y) — Hom(x[s], Y)

provient du morphisme canonique

X[s] — X[I‘]

La composition des morphismes est définie de fagon évidente.
Dans la suite, la catégorie C étant fixée, nous poserons pour
- 3 . [+] o
simplifier P = Hom(W5C) et Pr = HomAR(]N ,C) .
2.4.3. Nous avons vu (2.4.1) que la partie AR de F‘l(P) permet un calcul

de fractions & droite. Ceci nous permet (2.3.3) de considérer la catégorie :

-1
t —
Pl = P(AR ')

qui, on le rappelle, a mémes objets que P .
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Soient X et Y deux objets de P , et notons Homg?(xyy)
l'ensemble des isomorphismes de X dans Y dans PAR . Un élément de
HomAR(X,Y) définit de fagon évidente un élément de HomAR(X,Y) . Plus

précisément, on définit ainsi un foncteur

- ¥
m s PAR —_ PAR .

PROPOSITION 2.4.3. Le foncteur m est un isomorphisme de catégories.

Preuve : Il s'agit de voir que pour tout couple (X,Y) d'objets de P ,

1'application correspondante

My * HomAR(X,Y) — HomAR(X,Y)

est une bijection. C'est évidemment une surjection. Pour voir l'injectivité,
on se raméne immédiatement 2 voir que pour tout diagramme commutatif du

type ci-dessous, il existe un entier t supérieur ou égal a r et s tel
que le composé de 0 et du morphisme canonique de X[t] dans X[s] soit

le morphisme canonique de XL[t] dans x[rl] .

x[r] «—P—— x[s]
v
rX VéX

X

Or cela résulte de la commutativité du diagramme ci-dessous, dans lequel on a

désigné par la lettre ¢ tous les morphismes canoniques entrant en jeu.

X[r+s] @E—(L x[e2s]

x[r] <=——0—— x[s] .
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PROPOSITION 2.4.4.

(i) La catégorie P,p est abélienne.
(ii) Le foncteur Pyp ? P—> P, est exact.

(iii) Pour qu'un objet X de P soit AR-nul, il faut et il suffit que

pAR(X) =0 .

(iv) Le couple (PAR’PAR) est un quotient de la catégorie abélienne P

par la sous catégorie abélienne épaisse des objets AR nuls.

Preuve : Si 1'on admet (iii) , les autres assertions sont conséquence de
(2.3.5) . T1 résulte de (2.3.4) que pour qu'un objet X de P soit AR-

nul, il faut et il suffit que pAR(idX) =0, dou (iii) .

COROLLAIRE 2.4.5., Soit u : X—> Y de la catégorie P . Les assertions

suivantes sont équivalentes :

(i) pAR(u) est un isomorphisme.

(ii) Le noyau et le conoyau de u sont AR-nuls.

Un morphisme u : X —> Y de la catégorie P des systémes pro-
jectifs, vérifiant les conditions équivalentes (i) et (ii), sera appelé

un AR-isomorphisme.

DEFINITION 2.4.6. Deux objets X et Y de la catégorie P sont dits AR-

isomorphes si pAR(X) et pAR(Y) sont isomorphes dans la catégorie P,. .

8i X et Y sont deux objets AR-isomorphes de la catégorie P ,

n'existe pas en général de AR-isomorphisme u de X dans Y .

2.5, Caractérisation des systémes projectifs vérifiant la condition de

Mittag-Leffler-Artin-Rees.

PROPOSITION 2.5.1. Les assertions suivantes pour un objet X de P sont

équivalentes
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(i) x wvérifie (MAR) (2.1.1) .

(ii) I1 existe un systéme projectif strict Y et un AR-isomorphisme

u: Yy—>X% (2.4.5) .

(iii) Tl existe un systéme projectif strict Y tel que X et Y soient

isomorphes dans la catégorie PAR .

(iv) X wvérifie la condition de Mittag-Leffler et, désignamt par X' le

systéme projectif des images universelles de X , le systéme projectif

X/X!' est AR-nul.

Preuve : Nous allons prouver la suite d'implications :
(1) = (v) = (ii1) =» (ii) = (i) .

(i) = (iv) . I1 existe un entier m tel que le morphisme canonique
WX de X[m] dans X se factorise a travers 1'inclusion canonique i de
X' dans X . Il en résulte que pAR(i) est un épimorphisme (direct) donc ,

puisque est exact, que pAR(X/X') =0 . On conclut par (2.4.4 (iii)) .

Par
(iv) = (iii) . La condition de (iv) signifie, avec les notations
précédentes, que pAR(i) est un épimorphisme. Mais & cause de 1l'exactitude

de , C'est méme un monomorphisme, donc un isomorphisme. On prendra pour

PAR
objet Y 1le systéme projectif X' .
(iii) = (ii) . Le P,p~ isomorphisme de Y dans X dont on suppose

l'existence est image par d'un P-morphisme Y[r]l—> X , oh r désigne

Par
un entier positif ou nul. On conclut grice au fait que Y[Iﬂ est strict.
(ii) = (i) . On peut supposer Y contema dans X et que u est
1'injection canonique. Soit T le conoyau de u . L'hypothése faite signifie
que T est AR-nul, donc il existe un entier r tel que pour tout s supé-
rieur ou égal & r le morphisme canonique de T[s] dans T soit nul. On en
conclut que pour s=zr 1'image de X[s] dans X est contenue dans Y ;

comme par ailleurs elle contient évidemment 1'image, égale &2 Y , de Y[S]

dans Y , elle est égale & Y . On en conclut que Y est l'image de x[s]
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pour & suffisamment grand, donc que X vérifie (MLAR) et que Y est le

systéme projectif des images universelles de X .

COROLLAIRE 2.5.2. Soit u : ¥ —>» X un AR-isomorphisme, Y é&tant strict.

Dems ces conditions, X vérifie la condition (MLAR) et u(Y) est le sys-

téme projectif des images universelles de X .

3. Systémes projectifs J-adiques et AR-J-adiques.

Soient A wun anneau commutatif unitaire, J un idéal de A ,(C,p)
une A -catégorie abélienne. On suppose ou bien que J est de type fini, ou
bien que C posséde des sommes directes infinies. Les notations sont les
mémes que dans le paragraphe précédent. En particulier, les symboles P et
P désignent respectivement les catégories M(]N° L) et _H_o_r_r_lAR(]l\Io;C) .

AR

3.1. Systémes projectifs J -adiques.

DEFINITION 3.7.1. Soit X un objet de P . On dit que X est J-adique

s'il vérifie les conditions suivantes

(i) Pour tout entier nz=0 , JMHXY1 =0 .

(ii) Pour tout couple (m,n) d’entiers avec m=nz0 , le morphisme

A/JnH ®X —> X déduit du morphisme de tramsition X —>X = est un

isomorphisme.
On notera J-ad(C) 1la sous—catégorie pleine de P engendrée par

les systémes projectifs J - adiques.

Remarque 3.1.2, Soient I et J deux idéaux de A et supposons, ou bien
que I et J soient de type fini, ou bien que C admette des sommes
directes infinies. Alors on peut montrer que si I et J définissent la méme

topologie sur A , les catégories T-ad(C) et J-ad(C) sont équivalentes.
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PROPOSITION 3.1.3. (Stabilités par suites exactes) . Soit

une suite exacte de P .

(i) S8i X est strict et Y est J-adique, alors Z est J-adique.

(ii) S8i Y est strict et Z est J-adique, alors X est strict.

(iii) si X et Z sont J-adiques, Y est J-adique.

Preuve : Si m=2n , il est clair que le diagramme (T) ci-dessous, dans
lequel les fléches verticales désignent les morphismes de transition, est

commutatif et exact :

id®u id®v

n+1 m n+1 m n+1
—_— —_— —
(1) 8/57 X A/57 8 Y 8578, 7 0
fn m l gl’). m hn m l
0 > X, —> v Z, o .

Dans le cas (i) , fnm est un épimorphisme et Iym W isomorphisme .
Dans le cas (ii), Iy ©ST um épimorphisme et h = un isomorphisme.
Dans le cas (iii), £, € B~ sont des isomorphismes. Dans les trois cas,

le lemme du serpent appliqué au diagramme (T) permet de conclure.

3.2, Systémes projectifs AR-J-adiques.

PROPOSITION 3.2.1. Les assertions suivantes, pour un objet X de P tel

que Jn+1 Xn = Q0 pour tout n = 0 sont équivalentes :

(i) Il existe un systéme projectif J-adique Y et un AR-isomorphisme

u: Y —>Xx (2.4.5) .

(ii) Il existe un systéme projectif J-adique Y , isomorphe & X dans

la catégorie PAR .
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Preuve : Il nous faut montrer que (ii) dimplique (i) . Un P, g~ isomorphisme
de Y dans X est représenté pour un certain entier r par un AR-isomor-

. n+1
phisme v : Y{r] — X . Come J Xn =0 pour tout n= 0 et Y est
J-adique, v est le composé d'un P-morphisme u : Y -—> X et du morphisme

canonique de Y[r] dans Y . Il est alors clair que u est un AR-isomor-

phisme, d'ol l'assertion.

DEFINITION 3.2.2. Un systéme projectif indexé par N a valeurs dans C

est appelé AR-J-adique si :

(a) Jn+1Xn =0 pour tout n=0 ,

(b) il vérifie les conditions équivalentes (i) et (ii) de la propo-

sition (3.2.1) .

PROPOSITION 3.2.3. Soit X un systéme projectif indexé par W & valeurs

dans C ., On suppose que Jn+1Xn = 0 pour tout n z 0 . Alors pour que X

soit AR-J-adique, il faut et il suffit qu'il vérifie la propriété (MLAR)

et que, désignant par X' son systéme projectif des images universelles,

il existe un entier r = 0 tel que, pour tout couple (m,n) d'entiers avec

m=2n+r , le "morphisme de transition" ci-dessous soit un isomorphisme :

L n+1X| — A Jn+1 1
Xm/J m Xn+r/ Zper

Preuve :

(a) Les conditions de l'énoncé sont suffisantes :

Si X vérifie {MLAR) , il est AR~isomorphe & son systéme projectif
d'images universelles X' . Par ailleurs l'hypothése faite sur X' signifie
& j i ' By hi de transition

que le systéme projectif <Xn+r/J Xn+r) n>0 (les morphismes de o
étant évidents) est J-adigue. Or il est clair que ce systéme projectif est
AR-isomorphe (2.4.6) & X!

(b) Les conditions de l'énoncé sont nécessaires : si X est AR-J-adique,

il est AR-isomorphe & un systéme projectif strict, donc vérifie (MLAR) .
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Le systéme projectif X' des images universelles de X est AR-isomorphe

a X , donc AR-J-adique. Pour prouver les deuxiéme point, on est donc ra-
mané a voir que si X est un systéme projectif AR-J-adique et strict,

il existe un entier r +tel gque le systéme projectif ﬁr(X) défini par

ZT(X)n = Xn+r/Jn+1Xn+r soit J-adique. Soit pour cela u =Y —> X un AR-
isomorphisme, Y étant J-adique. Le noyau T de u étant AR-nul, soit r
un entier tel que le morphisme canonique T[r] —» T soit nul. Il est immédiat
que le morphisme canonique Er(u) : Zr(Y) — 2r(X) est un isomorphisme, d'ou

1'assertion.

PROPOSITION 3.2.4. (Stabilités par suites exactes) . Soit

0 —=> X35 v L7 —>0

une suite exacte de P , les systémes projectifs X, Y et Z étant tels que

Ftx 2y 22— o (nz0) .

(i) si X wvérifie (MLAR) et Y est AR-J-adique, Z est AR-J-adique.

(ii) si Y wvérifie (MLAR) et Z est AR-J-adique, X vérifie (MLAR) .
Preuve : On utilise librement, pour tout systéme projectif X et pour tout
entier r, la notation Zr(X) déja explicitée.

Preuve de (i) : Si X' et VY!' désignent les systémes projectifs des images
universelles de X et Y, u envoie X' dans Y' , d'ou le diagramme

commutatif exact ci-~dessous, dans lequel les fléches sont évidentes :

00— Xt —>» Y —>» 2 —> 0

Pl

0 X Y Z o .

Comme la catégorie PAR est abélienne et le foncteur
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: P—>7P

Par AR

est exact, il résulte de ce diagramme, et du fait que les inclusions de X'
et Y' dans X et Y respectivement sont des AR-isomorphismes (2.5.1) ,
que le morphisme 7 —> 7 est un AR-isomorphisme.

Ceci permet de se ramener au cas o X et Y , donc Z , sont
stricts., Il existe alors un entier r tel que le systéme projectif ﬂr(Y)
soit J-adique. Le foncteur Lr est évidemment exact & droite, d'ou une
suite exacte

£r(u) Zr(v)
zr(x) }“r(Y) zr(z) —_s 0 .

Quitte & remplacer Lr(X) par son image par Zr(u) , on est dans les condi~
tions d'application de (3.1.3 (i)) , qui montre que Lr(Z) est J-adique,
d'ol 1'assertion.

(ii) Soient Y' et Z' les systémes projectifs des images universelles
de Y et Z . Considérons le diagramme commutatif exact évident ci-dessous,
dans lequel les deux fléches verticales de droite sont les inclusions

canoniques :

Mo

T1 montre que le morphisme X —> X est un AR-isomorphisme, ce qui permet
de se ramener au cas ou Y et Z sont stricts. Dans ce cas, comme Z est
strict et AR-J-adique, il résulte de (3.2.3) qu'il existe un entier r

tel que Ar(Z) soit J-adique. La considération du diagramme commutatif exact

0 % 4,(¥) 4,(2) 0
0 X2y X z 0,

dans lequel comme précédemment X —> X est un AR-isomorphisme, permet

de se ramener au cas ot Y est strict et ou Z est J-adique. Alors
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(3.1.3 (ii)) permet de conclure.

4. Filtrations et graduations.

4,1. Généralités.
4.1.1. Soient C ume catégorie abéliemne et X = (Xn) nem U systéme

projectif indexé par Z & valeurs dans C . On suppose

Xi:0(1<0).

Pour tout élément p de Z , on définit un sous—objet FP de X danms la

catégorie P, = Hom(ZQ,C) en posant :

—_— 3 > -
Ker(X X ,]) si n p-1
(FIX) = FIX =

0 si n< p-1,

les morphismes de transition étant définis de facon évidente. On obtient

ainsi une filtration décroissante (FpX)p cg de X vérifiant :
(a) FPx = x si p=o,
(b) (FPX)p ; =0 pour tout p .

Par ailleurs, le lemme du serpent appliqué au diagramme commutatif

exact (D) ci-dessous prouve que dés que n 2 p , le morphisme canonique @
P p+1
F xn/F X, —> Im(Xn——> Xp) n Ker(XP —_ xp_1)

est un isomorphisme.

0 —> Ker(X X ) X mxX —> X )—>0
n D n n D
0 0 X X 0.

Si maintenant X est un systéme projectif indexé par W & valeurs
dans C , on le prolonge en un systéme projectif indexé par Z en posant
Xn =0 (n < O) , avec les morphismes de transition évidents, ce qui permet de

lui appliquer les- constructions précédentes.
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Cela nous permet de considérer aussi la catégorie
P = Hom(W°,C)

comme une sous-catégorie pleine de P1 .

DEFINITION 4.1.2., Soit X un systéme projectif indexé par 7Z . On dit que

X est essentiellement constant s'il existe un entier p tel que, pour tout

couple (r,s) d'entiers supérieurs ou égaux & p et vérifiant 1'inégalité

s 2 r , le morphisme de transition

soit un isomorphisme.

I1 est clair qu'il suffit de le demander lorsque r = D .

PROPOSITION 4.1.3. (Propriété (MLAR) et gradués). Les assertions suivantes

pour un objet X de la catégorie P sont équivalentes :

(i) X wvérifie (MLAR) .

(ii) Le systéme projectif a valeurs dans la catégorie des objets gradués

par N de C:
o
r +—> (gr (on+r)) a€N ?

oli les morphismes de transition sont évidents, est essentiellement constant.

(iii) Le systéme projectif & valeurs dans la catégorie des objets gradués

par W de C:
n—> (gr7(x)) | ¢ -

ol les morphismes de transition sont évidents, vérifie (MLAR) .

Preuve : (i) = (ii) : résulte de l'expression de FPXH/FP+1Xn donnée
en (4.1.1) .
(ii) = (iii) : Soit r un entier tel que pour tout s >r et tout

p le morphisme canonique
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P p
oo (X, ) > ar (X,,)

soit un isomorphisme. Nous allons voir que pour tout couple (m,n) dtentiers

avec man+r , 1l'égalité ci-dessous est vérifiée pour tout entier »p :
P P _ P P
In(gr=(x ) —> gr (X)) = In(gr™(x ) —> gr (X)) .

En effet:
(a) 81 p=n+l , grp(xn) =0,
(b) si psmn , la suite d'inégalités m 2 n+r = p+r montre que le

morphisme canonique

)

P P
gro (X ) —> gr (X .

est un isomorphisme, dfol l'assertion.

(iii) = (i) : Notant Y le systéme projectif de (iii), soit r un

entier tel que :
m(Y[{s]—>Y) = In(Y[r]—> Y) (sz2r) .

Si n et £ sont deux entiers, avec A4 = n , la filtration induite sur
Im(Xz —> Xn) par celle de Xn est aussi la filtration "quotient" de
celle de XL et par sulte, munissant Im(Xz — Xn) de cette filtration,

l'égalité ci-dessous est vérifiée :
gr’(Im(x, —> %)) = In(gr’(x,) —> orP(x )
4 n 4 n .

En particulier, la condition (iii) s'exprime en disant que dés que

£ 2 n+r , le monomorphisme canonique
j ¢ —> —> —>
N Im(Xl xn) Im(Xn+r xn)

induit un isomorphisme sur les gradués. Les graduations étant finies, on en

déduit que J lui-m@me est un isomorphisme, d'ou (i) .
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4.1.4. 81 X est un objet de P wvérifiant (ML) , il résulte de 1'expres-
sion du gradué rappelé en. (4.1.1) que pour tout entier p le systéme
projectif :

p _ P
gro(X) = or (X)) | e

est essentiellement constant.
Sa limite projective (qui existe sans hypothése sur la catégorie

abélienne C ) sera appelée p - éme composante du gradué strict de X et

notée :

grsp(X) .

4.2. Systémes projectifs adaptés & J et lemme d'Artin-Rees.

On suppose donnés un anneau commutatif A , un idéal J de A et

une A -catégorie abélienne.

o
DEFINITION 4.2.1. Un objet X de la catégorie P = Hom(N ,C) est dit

adapté a J si sa filtration (FPX) de systéme projectif (4.1.1) est

pEN

compatible avec la filtration J-adique de X , i.e. si pour tout couple

(p;q) d'entiers positifs ou nuls l'inclusion ci-dessous est vérifiée :

IPrix) c PP*x) .

LEMME 4.2.2. Soit X wun objet de la catégorie P , Les assertions suivantes

sont équivalentes :

(i) X est adapté 3 J .

(ii) Pour tout couple (n,p) d'entiers avec » < n+l1 , on a

n-p+1

P -
J°F (xn) =0 .
Preuve :
(i) = (i1) : alors JPFH‘P”(XH) cp“”(xn) =0 .
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(ii) = (i) : 8i n < p+q , Fp+q(Xn) = 0 par définition.
Par ailleurs, Jqu(Xn) est contenu dans Jn+1_qu(Xn) et ce
dernier est nul par hypothése.

Si n > p+q , l'image de Jqu(Xn) dans X par le morphisme de

p+q—1

transition est contenue dans Jqu(X ) , égal & zéro par hypothése.

p+q~1
L'inclusion

P4 p+q
J°F (xn) cF (xn)

en résulte par définition de la filtration de systéme projectif.
I1 résulte en particulier de (4.2.2) que tout sous-systéme pro-

jectif d'un systéme projectif adapté & J est adapté a J .

Exemples :
a) Un systéme projectif J-adique est adapté a J. Il en résulte que
tout sous-systéme projectif d'un systéme projectif J-adique est adapté a J .
b) Si un systéme projectif X vérifie la condition (ML) et est adapté

a J , son systéme projectif des images universelles est également adapté a J .

4,2.3. Gradué d'un systéme projectif adapté 2 J .

Soit X wun systéme projectif adapté & J . La filtration de X

étant compatible avec J , il est clair que l'objet gradué

P
gr (X)p €W

est canoniquement muni d'une structure de ng(A>—modu1e gradué. En particulier,
on en déduit par passage A la limite que lorsque X vérifie la condition (ML),
1'objet gradué

avs () = (arsP (), ¢

est canoniquement muni d'une structure de ng(A)—module gradué.
Explicitons briévement comment , lorsque de plus X est strict,

1'on définit les morphismes correspondants s
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P /. b+1 q p+q
HENRPA) ® F (X —> F X .
“pq / a q) ( p+q)

Le systéme projectif X étant strict, nous savons (4.71.1 et 4.1.2)

que le morphisme canonique ci-dessous est un isomorphisme :
q q+1 q
s FH(X i X —> F7 (X .
o P AT ) (x,)

Par ailleurs, le fait que la filtration de X soit adaptée a J

permet d'exhiber un morphisme

)

Po 4 p+q
J'®,F (X —3> F X
A ( p+q) ( P+q

; : p+1.q p+q+1
fact F c = t
qui se factorise, vu que J (Xp+q) F (Xp+q) 0, e

Jqu+1(X ) Fp+q+1(X ) =0, & travers
p+q p+a

P +1 q q+1
/570 @, (PO (x,, VAT (R, )

en un morphisme

. +1 q q+1 +q
B x (B/37T) @ (FAx, )T ) — R )

Le morphisme wpq est alors domnné par 1l'expression suivante :
w__ = Bo(id +1®Acp)_'1 .
Pd JP/JP

LEMME 4.2.4. Soit X un systéme projectif J-adique. Le morphisme canonique,

ng(A) GkXO——> grs(X) ,

provenant de la structure de ng(A)—module gradué de grs(X) , est un

épimorphisme.

Preuve : Résulte immédiatement de l'explication des morphismes wpq donnée

dans (4.2.3) .

PROPOSITION 4.2.5. (Caractérisation des systémes projectifs stricts AR-J-

adiques au moyen des gradués associés) .
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Soit X un systéme projectif strict indexé par W & valeurs dans

C . On suppose que pour tout entier n , on a :

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X est AR-J-adique.

(ii) Tl existe un entier r > 0 tel que pour tout entier n 1'inclusion

ci-dessous soit réalisée :

n n-r
F (xn) SIS SR

(iii) I1 existe un entier r tel que, pour tout entier m , le morphisme

canonique ci-dessous soit un isomorphisme dés que n 2 m+r @

ar (I™X) —> gr(X) .

A p - . n-1r
Dans 1'énoncé de (11) , on convient de poser J Xn = Xn pour n<r .

Preuve : L'équivalence de (ii) et (iii) est claire, car X et I'X  sont
stricts. Prouvons celles de (i) et (ii) . Om sait (3.2.3) que (i) équivaut
a4 l'existence d'un entier r tel que pour tout couple (m,n) d'entiers avec

m = n+r , le morphisme de transition ci- dessous soit un isomorphisme :

/Jn+1x

n+1
—_— .
m+1 m+ XM/J Xm

Considérons alors le diagramme commutatif exact ci-dessous.
J J
1
J1’1+1X 3 Jl’l+ X —0
m+1 m

0 —> Fm+1 (x

) — > X —_— X —_— 3> 0
m+1
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I1 montre 1l'existence d'un isomorphisme canonique entre

n+7 n+1
Ker(xm+1/3 X > Xm/J xm)

et

).

m+1 m+1 n+1
F (Xm+‘l>/(F (Xm+1) nJ Xm+1

En particulier, pour que le morphisme de transition aprés réduction modulo

n+1 m+1
(

J soit un isomorphisme, il faut et il suffit que F Xm+1) soit

bat R . R ..
conterm dans J +1Xm+1 , ce qui est précisément l'assertion (11) .

THEOREME 4.2.6. (Lemme d'Artin-Rees) . Soit X wun systéme projectif indexé

par N & valeurs dans C . On suppose que :

(i) X wveérifie (MLAR) ,
(ii) X est adapté a J ,

(iii) grs(X) est un (ng(A),C)—module gradué de type fini, i.e.

pour toute suite croissante (Mn)n ey e sous—(ng(A)—modules gradués

de grs{X) dont grs(X) est réunion, il existe un entier p tel que

X) = M
grs (X) 5

Alors X est AR-J-adique.

Preuve : Rappelons que si X' est le systéme projectif des images universelles
de X , on a posé :

grs(X) = gr(x') .

Par ailleurs, X' est adapté & J , de sorte que l'on est ramené & montrer
que X' est AR-J-adique.

Supposons prouvé le lemme suivant :

LEMME 4.2.7. Soit X un systéme projectif strict adapté 2 J . Pour tout

1 j & éfini r les
entier s , le sous objet gradué [(Ms)n] n €W de grs(X) défini pa

égalités ci-dessous :
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M) = Jn_SXn n Fn(Xn) (7" =a si i<o0),

est un sous ng(A)—module gradué de grs(X) .

On peut, pour démontrer le théoréme, supposer X strict. Alors
grs(X) est réunion de la suite croissante des M_ , donc égal & 1'un d'eux.

Cela signifie qu'il existe un entier s, tel que

Fx ) « 7% x
n n

pour tout entier n . On conclut par (4.2.5) .

Démonstration de 4.2.7. Reprenons les notations de (4.2.3) . 11 s'agit de
voir que le morphisme

P/ P+1 d P+q
/7 ®F(X ) —>F X
qu / A ( q) ( P+q)

. P /-P+1 a-s q pP+q-s p+q
envoie J°/3 @k(J Xqﬂ F (Xq)) dans J Xp+qﬂ F (Xp+ ).

9

Or, le morphisme canonique

q+1
s X F X —> X
P P+q/ ( P+q> q

est un icomorphisme et emvoie (J1 X+ Fq+1(X ))/Fq+1(x Yy osur IV %% .
p+q P+4 p+a q

On en déduit que l'image réciproque par id(J%/JP+1)8kcp (4.2.3) de
D/ P+1 q-s q
J/T ® (I77x NFH(x
/ a( 4 F D)
est
J?/JP+18k[(Jq_SX

nrd pa+! w3 (x .
PR S S DEES A C SUUD N 7Z i e S

I1 est maintenant clair que 1'image par B (4.2.3) de ce dernier

objet est contenue dans Jp+q—SXp+qﬂ Jqu(Xp+q)’ donc a fortiori dans

Sy nrPtYx ).
p+q p+q

D'oll le lemme.
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5. Systémes projectifs Jwadigques et AR-J~adiques noethériens.

Dans tout ce paragraphe, on suppose donnés un anneau comnutatif

noethérien A , un idéal J de A et une A-catégorie abélienne C .

5.1. Généralités,

DEFINITION 5.1.1. Un objet X de la catégorie Hom(IJO,C) est dit J-adique

noethérien (resp. artinien) s'il est J-adique et si ses composantes sont des

objets noethériens (resp. artiniens) de la catégorie C .

On notera J-adn(C) (resp. J-adf(C)) 1la sous-catégorie pleine
de P = Egg(ﬂqo,C) dont les objets sont les systémes projectifs J-adiques
noethériens (resp. artiniens) . Il est clair (3.1.3) qu'une extension de
systémes projectifs J-adiques noethériens (resp. artiniens) , est du méme

type.

PROPOSITION 5.1.2. Soit X wun objet J-adique de P . Pour que X soit

J-adique noethérien (resp. artinien) , il faut et il suffit qu'il soit J-

adigue et gue X = soit noethérien (resp. artinien) .

Soit en effet X wun systéme projectif J-adique tel que XO soit
noethérien (resp. artinien) . Considérons alors 1'épimorphisme canonique
(4.2.4) :

ng(A) ®X — grs(X) .

. L. n .
Comme XO est noethérien (resp. artlnlen) et J de type fini pour tout
n , l'existence de cet épimorphisme montre que pour tout entier n , le

noyau du morphisme canonique

est noethérien (resp. artinien) . On en déduit aussitdt par récurrence sur n

que les X  sont noethériens (resp. artiniens}.
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DEFINITION 5.1.3. Soit X un systéme projectif indexé par W & valeurs

dans C . On dit qu'il est AR-J-adique noethérien (resp. artinien) s'il est

AR-J-adique, et si ses composantes sont des objets noethériens (resp.

artiniens) .

On notera AR-J-adn {C) (resp. AR-J-adf(C)) 1la sous-catégorie pleine
de @_AR(JNO,C) (2.4) engendrée par les images des systémes projectifs
AR-J-adiques noethériens (resp. artiniens).

I1 est alors clair que les fonctions canoniques

Pag J-adn(C) —— AR-J-adn(C)

: J-adf(C) —> AR-J-adf(C)

obtenus par restriction de pAR(2.4) sont des équivalences de catégories.
Rappelons bridvement 1'énoncé et la démonstration du théoréme

de Hilbert :

THEOREME 5.1.4. (Théoréme de Hilbert) . Soiemt A un anneau commutatif,

C une A-catégorie abélienne, M un objet de type fini {resp. noethérien)

ge C.

Pour toute A-algébre de type fini B graduée par W, le (B,C)-

module gradué B ®AM est de type fini (resp. noethérien) .

(v.B. 8i B=¢

s o ,
20 Bn,B®AM désigne l'objet gradué (Bn®AM)

né&m

Preuve : On se raméne immédiatement au cas ol B est l'anneau de polyndmes
A[T), muni de sa graduation habituelle. Le (B,C)-module A[T] ® M=

A 3 _
(Mn>nE]N s'obtient alors en posant Mn =M pour tout n , T envoyant,

pour tout entier n , Mn dans M par 1l'identité de M .

n+1
Soit N un sous-(A[T],C)-module gradué de A[T] ®AM . Les compo-

santes (N ) de N définissent une suite croissante :
n‘neWN

N €N, C...C N C...
¢} 1 n
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de sous—objets de M . Supposons maintenant que M soit noetherien (resp.
de type fini) et soit

N1CN2C......C Yo ...

une suite croissante de sous—(A[T],C)-modules gradués de A[T]Shlﬂ , qui dans
la premiére hypothése (lorsque M est de type fini) a pour réunion A[T]®AM .

Considérons alors le tableau & double entrée ci-dessous :

=T =P cwf coll.
(o] o] o]
n n N
1 . )
Y : :
n n n
N N e, e e
n n n
n n n

I1 est clair par hypothése sur M qu'il existe un couple (po,go) tel que
Nio soit maximal (resp. égal &2 M ) .

° Si p, est un entier 2 p  tel que les Nil (n< no) soient
P NF;

les plus grands éléments des suites il est clair que N =

b
) eme

dés que p =2 P, s Ce qui permet de conclure dans les deux cas.

COROLLAIRE 5.17.5. Supposons de plus que la catégorie C posséde des sommes

directes démombrables. Alors pour tout objet M de type fini (resp. noethé-

rien) de C et toute A-algébre de type fini B , le (B,C)-module BQ%XM

est de type fini (resp. noethérien) .

Preuve : On Se raméne au cas ol B = A[T] . Soit N un sous—(A[T],C)-module
de A[T]le( (considéré comme objet de C ) . Nous noterons gr(N) Lle
gradué de N pour la filtration induite par la filtration naturelle d'objet
gradué de A[T]@%\M : gr{N) est un sous (A[T],C)-module gradué du

(AL T],C)-module gradué A[T] M .
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Soit maintenant

1

Yoy c. cwfec ...

une suite croissante de sous—(A[T],C)-modules de A[T]G%XM , de réunion
A[T]@AM dans la premiére hypothése. Dans la premiére hypothése (M de type
£ini), il existe un entier 1 tel que gr(Ni) = A[T]é%{M , d'ou
N - A[T]@klﬁ . Dans la deuxiéme hypothése (M noethérien), la suite des
gr(Ni) est statiomnaire, donc la suite des Ni également.

Dans la suite, le théoréme de Hilbert nous sera surtout utile par

l'intermédiaire de la proposition suivante.

PROPOSITION 5.1.6, Soient A un anneau commutatif noethérien, J un idéal

de A, une A~catégorie abélienne. Pour tout systéme projectif J-adique

noethérien (5.1.1) X, le gradué grs{X) est wn (ng(A),C)~module

noethérien.

Preuve : Comme ng(A) est une A-algébre de type fini, il résulte du théoréme
de Hilbert ({5.1.4) que ng(A)®AXb est un (ng(A),C)—module gradué

noethérien., L'assertion résulte alors de 1l'existence de 1'épimorphisme (4.2.4) :

ng(A) ®A X, —> grs(X) .

5.2. Structure de J-adn(C) et AR-J-adn(C) .
Dans cette section, nous désignerons par &c ,ou € s'il n'y a pas
de confusion possible, la sous-catégorie pleine de Hom(mﬁ,C) dont les

objets sont les systémes projectifs AR-J-adiques noethériens.

PROPOSITION 5.2.1. La catégorie €C est stable par novaux et conoyaux dans

Hom(]No,C) . Autrement dit, BC est une catégorie abélienne et le foncteur

d'inclusion :
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€

@ —> Hom(W°,C)

est exact.

Preuve ¢ Soit u : X —> Y un morphisme de €c .
Nous allons voir successivement que le conoyau, l'image et le noyau de u
sont AR-J-adiques noethériens. {Bien entendu la démonstration du fait que
l'image de u est AR-J-adique noethérienne est uniguement un intermédiaire
technique).

a) Coker(u) est AR-J-adique noethérien. Comme X vérifie (MLAR) et
Y est AR-J-adique, Coker(u) est AR-J-adique (3.2.4 (1)) .

b) Im(u) est AR-J-adique noethérien.

Grice & la suite exacte @
0 — In(u) —> ¥ —> Coker(u) — 0 ,

ltassertion résultera du lemme 5.2.1.17. ci-dessous.

LEMME 5.2.1.1. Soit

Q=—>»>L—->M—>N—>0

une suite exacte dans la catégorie Hom(]No,C) .5i M et N sont AR-J-

adiques noethériens, L est AR~J-adique noethérien.

Il suffit évidemment de voir qu'il est AR-J-adique. On ne raméne
de la méme maniére que dans la démonstration de (3.2.4) au cas o M et
N sont stricts, puis méme J-adiques noethériens. Dans ce cas, il résulte
de 3.1.3 (ii) que L est strict. Le systéme projectif L est strict,
adapté &4 J et son gradué, comme sous-objet gradué de grs(M) , est noethérien:
grs(M) , quotient de ng(A) ®M , est noethérien (5.1.6) .
L'assertion résulte alors du lemme d'Artin-Rees (4.2.6) .

c) Xer(u) est AR-J-adique noethérien. Il suffit d'appliquer (5.2.1.1)

3 la suite exacte évidente ci~dessous :

0 — Xer(u) — X —> Im(u) — 0 .
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PROPOSITICN 5.2.2. Les objets de la catégorie abélienne AR—J—adn(C) sont

noethériens.

Preuve : On se raméne immédiatement & voir que si 1'on a un objet J-adique
noethérien X , une suite d'objets J-adiques noethériens (Yn)n em des
morphismes de Ho_m(lNo,C)
vl Y — X
tels que
(i) 1les v, deviemment des monomorphismes dans AR-J-aan(C) ,
(ii) pour tout entier n , v, se factorise a travers Ve dans

AR-J-adn(C) ,
alors les a restent stationnaires, a isomorphisme prés, pour n assez
grand, dans AR-J-adn(C) .

Or, dire que v, se factorise & travers vn+1 dans AR—J—adn@3) y

signifie qu'il existe un entier r et un morphisme

£z Ynir] —> Yn+1

tels que, a désignant le morphisme canonique

M) — ¥,

1'égalité ci-dessous ait lieu :

Comme le morphisme a est strict, on en déduit en particulier que l'image

de vn est contenue dans celle de vn . Quitte & remplacer chaque Yn par

+1

Im(vn) , on est ramené & voir que toute suite croissante de sous-systémes

projectifs stricts de X est stationnaire. Or, si (Zn)n €W est une telle
. L R . n

suite, vu que grs(X) est noethérien, la suite croissante des grs(Z ) est

. . . n
stationnaire, donc aussi celle des Z7 .,

Résumons :
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THEOREME 5.2.3. Les catégories J-adn(C) et AR-J-adn(C) sont abéliennes

et noethériennes.

En ce qui concerne AR-J-adn{C) , c'est ce que nous venons de

voir. Quant 2 J-adn(C) , elle lui est équivalente.

PROPOSITION 5.2.4. (stabilités par extension). Soit

Q—=—2>X—">Y—>7—>0

une suite exacte de Hom(m°,C) y avec Jn+1Yn =0 pour tout n . On

suppose que :
(i) Z est AR-J-adique,
(ii) X est AR-J-adique artinien.

Alors Y est AR-J-adique.

Preuve : On se raméne comme dans la démonstration de (3.2.4) au cas ol Y
et 7 sont stricts et Z est J-adigue. Alors (3.1.3 (ii)) X est strict.
Il existe alors un entier r tel que le systéme projectif (X r/JnHX )
T+ n+r’n €IN
soit J-adique artinien. Comme X en est un quotient et lui est AR-isomorphe,

on est ramené 2 prouver le lemme suivant :

LEMME 5.2.4.1. Soit

0—> T—X—>Y—>272—>0

. o n+1 .
une sulte exacte de Hom(lq,C), avec J Yn =0 pour tout n . Si X est

J-adique artinien, 2 est J-adique et T est AR-nul, alors Y est AR-J-
adique.
Pour montrer le lemme, on va d'abord voir que, pour tout entier n ,

le systéme projectif évident (Yn+k/Jn+1Y est essentiellement constant.

n+k)]< €W

3 k . s
Désignant par Sn le noyau du morphisme évident

n+1 +1
Xn+k/J Xn+k/ ~—9'Yn+k/Jn Yn+1< ’
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considérons le diagramme commutatif exact évident ci~dessous :

n+1 n+1 n+1
.__>_> — _—
0 S X k/J Y I Yn+k Zn+k/J Zn+k 0

0—T X Y Z o .
n n

L'entier wn étant fixé, les objets Si s'identifient a des sous-objets
de Tn et forment une suite décroissante. Comme Tn est artinien, il

K

k
existe donc un entier ko tel que Sn = Sn pour tout entier k 2 ko ,

d'ol il résulte aussitdt que les morphismes canoniques

n+1 n+1
Y1f1+k/J Yn+k n+k /j n+kO

sont des isomorphismes.

Ceci dit, désignons par Y' le systéme projectif défini par

v s n+1
¥! = Lim Yn+r/J v

r

n+r

pour les objets, et de fagon évidente pour les morphismes. Le systéme projectif

Y' est J-adique. De plus on obtient "par passage & la limite" un diagramme

commutatif exact du type ci-dessous :
00— S —>X—> YY" —>7Z—0
id id
00— T —>X—>Y—>» Z—>0

Comme T est AR-hul, le lemme du serpent appliqué a ce diagramme montre
que le morphisme évident Y' —> Y est un AR-isomorphisme, d'ol le fait que

Y est AR-J-adique.
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COROLLAIRE 5.2.5. Soit
00— X—>Y—2>Z2—>0

une suite exacte de Hom(mo,C) y avec JHHYn =0 pour tout n .

On suppose que @

(i) X est AR-J-adique artinien (resp. artinien et noethérien) ,

(ii) 2 est AR-J-adique artinien {resp. noethérien) .

Alors Y est AR-J-adigue artinien (resp. noethérien) .

5.3. Systémes projectifs AR-J-adiques noethériens et O - foncteurs.

Soient C et ./ deux A-catégories abéliennes et F : C —> J§
un foncteur additif. Le foncteur F se prolonge de fagon claire en un

foncteur, noté encore F ,
F : Hom(N°,C) —> Hom(N ,.B) ,

qui est additif et "commute aux translations™

PROPOSITION 5.3.71. Soient C et £ deux A-catégories abéliennes et

un 0 - foncteur exact A-linéaire de C dans B .

On suppose que :

(i) Pour tout objet noethérien M de C annulé par une puissance de J

et tout entier n , T(M) est noethérien,

(ii) Pour toute A-algébre graduée de type fini B , annulée par J ,

et tout (B,C)-module gradué noethérien N , les (B,B8)-modules gradués

™) (n € W) sont noethériens.

Alors pour tout objet AR-J-adique noethérien X de Hom(ﬂio,C) N

les T™(X) sont AR-J-adiques noethériens.
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Preuve : Comme les foncteurs T° commutent aux translations, il suffit de
montrer l'assertion lorsque X est J-adique noethérien. Dans ce cas,

comme grs(X) est un gl"J(A)-module gradué noethérien (5.1.6) , il résulte
de 1'hypothése {(ii) et d'une variante d'un corollaire du théoréme de SHIH
(cf. Appendice A.3) que pour tout entier n les assertions suivantes sont

vérifiées :

(a) T™(X) satisfait (MLAR) ,

(b) grs T™(X) est un (ng (A) ,f)-module gradué noethérien.

Le "lemme d'Artin-Rees" (4.2.6) permet de conclure.
COROLLAIRE 5.3.2. Le O -foncteur
i © o
T = (T )iEIN' Hom(IN°,C) —> Hom(W°, .B)

induit un 9 - foncteur exact A-linéaire

& —> &, ,

commutant aux translations, donc par passage au quotient un nouveau

s . i
d - foncteur exact A-linéaire, noté encore (T ) iew?

AR~J-adn(C) — AR-J-adn(8) .
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Appendice : le théoréme de SHIH.

Le but du présent appendice est de donner une démonstration du
théoréme de SHIH sous la forme utilisée dans la preuve de (5.3.1).
Cette forme étant plus générale que celle figurant dans EGA OIII' une

démonstration directe, adaptée de celle de loc. cit., s'est révélée nécessaire.

Terminologie : Soit ro un entier 2 1 . La donnée, pour tout entier

r, 2 v, d'un objet bigradué E = (EL0) , muni d'une différentielle
o r T

pEZ,q€ Z

dr de bidegré (r,1-r), et pour tout r d'un isomorphisme

1(E,) == ,

T+

sera appelée dans la suite filtre spectral. On définit de facon évidente la

notion de morphisme de filtres spectraux.

A.1. Rappels sur les suites spectrales associées aux O - foncteurs.

Soit C wune catégorie abélieme et X umn objet de C , muni
d'une filtration décroissante (pr)p ez Pour tout O - foncteur exact
de C dans une catégorie abéliermme & , la méthode dite "des couples
exacts" (cf. par ex. Maclane, Homology, p. 336) permet de décrire une

suite spectrale :
E(X) : Eﬁ’q = TPHEPxpPt ) = B - TN (X)
pour laguelle la filtration de En est définie comme suit :
FP(EY) = mm(T®(FPX) —> T7(X)) = Ker(T"(X) —> T (X/FFx)) .

De plus, si la filtration de X est finie, la suite spectrale ainsi obtenue

est faiblement convergente (EGA O 11.1.3) .

III
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Fonctorialité. Si £ : X —> Y est un morphisme d'objets filtrés de C , on

construit de fagon fonctorielle un morphisme de suites spectrales :
() : EX) — E(Y) ,

coincidant avec TP Y(grPr) (resp. T(£)) sur E?q(x) (resp. EM(X)) .
En particulier, si u : X — X est un endomorphisme de X tel que

P p+h . s
u(F°x) € F° (X) , pour un entier h indépendant de p , E(u) est un
endomorphisme de bidegré (h,-h) du filtre spectral associé a E(X) ,

commutant avec les différentielles.

A.2, Cas des systémes projectifs. Soit maintenant X = (Xn)nE 7z U0

systéme projectif d'objets d'une catégorie abélienne C , tel que
X. =0 (i <0) .

Si T désigne un J - foncteur exact de C dans une catégorie abéliemme & ,

T se prolonge de fagon naturelle en un 3 - foncteur exact, noté encore T :
i<
Hom(z°,C) —> Hom(Z ,B) .

D'ott, munissant X de sa filtration naturelle de systéme projectif

(EGa © II13.4.1) , une suite spectrale :

I

E(X) = B(X) , ¢ g7

ou les E(Xn) désignent les suites spectrales associées & T et aux Xn

munis de la filtration induite.

Propriétés de E(X) .

a) Pour tout entier n , la filtration de 1l'aboutissement En(X) dans
la suite spectrale E(X) est identique & sa filtration naturelle de
systéme projectif, lorsque X est strict .

En effet, désignant par la lettre F {(comme dans A 1 ) la premiére
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et par la lettre & 1la seconde, on a pour tout entier o :
P _ n n )
F°E (x)a = Ker(T (XOZ) — T (XQ/F on))

-

0 si o= p-=1

Ker (Tn(Xa) — Tn(Xp_1)) si @z p-1 .

Dans les deux cas, on reconnalt 1l'expression de épEn(X) .
Ceci montre en particulier que, pour B = o 2 p , le morphisme
de transition
qu(xﬁ) —s Eiq(xa)
i 1

grPTPTe (XB) — grpTP+q(Xa)

est un monomorphisme, d'aprés EGA OI 13.4.7.3.

II

b) Fixant o € Z, il est clair (cf. le dessin ci-contre) que,

(paq i .
puisque F (on) =0 pour iz2o+1t1 ,omna:

T=r

L\é‘ pq pq
= >

B_ (on) Br+‘l(xoz) pour r >7p ,

: pq _ P4 > o

o o z. (Xa) = Zr+1(xoz> pour r > o - p

c) Lorsque X vérifie la condition de Mittag-Leffler, les divers

systémes projectifs grp(X) sont essentiellement constants (EGA O 13.4.3).

IIT
Il en résulte aussitdt que, pour r< +® , les systémes projectifs Eiq(x)

sont essentiellement constants. On notera
P4
ePi(x)

leurs limites projectives. Les opérateurs différentiels passant 3 la limite,

. P . Pq
on obtient ainsi un filtre spectral & (x) (p,a€m;r=1)"

Les objets
i), BX) (r<+)
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associés & ce filtre spectral sont précisément les limites des systémes

projectifs essentiellement constants Ziq(X) et Biq(x) .

De la partie b) résulte également que

Pq _ .Pa

B (%) = Bp+1(x) )
ce qui permet de poser

o] . aPq

B (X)) = (BP_H(X) .

Supposant toujours que X vérifie (ML) s Comme, pour tout o ,
qu(X Y =BPY (X)) dés que r>op (cf. b)) , on a une suite de monomor-
r Vo r+1 o ’

phismes cancniques s

pq Pa Pq
(s) e [6:9 X =N . 8p+2(x) cep+1(x) .

Supposons désormais X strict. Les expressions suivantes pour

Pq Pq )
z, (xn) et B (xn) :

Pq _ p+d=1, p-T+1 P 3 P+Q P p+1
Z, (Xn) = In[ T (F Xn/F xn) — PR Xn/F Xn)]

Pq _ P+d /P p+r P+4,P p+1
B, (xn) = Im{ T (F XH/F x,) —s TTF Xn/F Xn)]

montrent que
Pg ~ jaget
Zr(§9-——>Zr(%J pour mzmnzp
(a,)

Pq ~ Pq
B (Xm) —> 3B, (Xn) pour mznz pir-1

(les morphismes canoniques sont des isomorphismes) . En particulier, le
morphisme canonique
ebi(x) — B (x

)

p+r-1

est un isomorphisme.

Par ailleurs, il résulte de b) que
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Pq _ -Pd
Zeo (Xp+r—1) =2y (Xp+r—1)

)

Pa pq
B, (X ) = B (X

D=1 p+r=1

(r = 1)

(xr>9)

Ceci permet de définir, pour tout r , un épimorphisme canonique

qui est wn isomorphisme lorsque

P, P4 pq
o, = €, (xX) —> B (xp

(par exemple a =

(s bis) .... f—eeiq(x)<—> %8?21()()(—)82(1(}() ,

]
alors, pour

(a,)

sont commutatifs.

p+1

Fix) = £(x)

s 2r=2a, les diagrammes

Pq

sgq(x) — P(x

AT

convient) , de sorte que

p+s-1

lca.n

Pq r Pq
e, (x) ——> E, (Xp+r_1

)

r >p . De plus, si a

(r=za),

)

)

est un entier

tel que

A.3. Une variante du théoréme de Shih. Supposons donné un ammeau S £iltré

par des idéaux F(S) (i 2 0) et opéramt sur X de fagon compatible avec

sa filtration de systéme projectif.

. . i
Des généralités de A 1 résulte que pour tout entier 1 , gr (S)

opére sur les objets bigradués ET(X) par des morphismes de bidegré

(i,-i) . En particulier pour tout eatier =n

est canoniquement muni d'une structure de

I1 en est de méme par passage & la limite pour

5% (x) = (7%(x))

p+g=n

(gr (8),5) -module gradué.
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B0 = (2900

est canoniquement muni d'une structure de (gr+(S),8) - module gradué. Il en

est de m&me par passage 2 la limite pour :

el ) = @), _, -

L'anneau S , opérant sur X de fagon compatible avec sa filtration de
systéme projectif, opére de méme sur Tn(X) pour tout entier n . Par
suite le gradué strict grs (X) est canomiquement muni d'une structure
de (gr'(s),C) -module gradué et de méme, lorsque T (X) vérifie (M) ,
le gradué strict grs‘Tn(X) est canoniquement muni d'une structure de

(gr' (8),8) -module gradué.

THEOREME A.3. Supposons que pour un entier n les (gr®(S),8)-modules

gradués

8$“)(X) = T(grs’ (x)) et 85”‘”(%:) = " (grs* (x))

soient noethériens. Alors :

(i) T(x) vérifie (MLAR) ,

(ii) grs'T™(X) est un (gr® (5),8) -module noethérien,

Preuve :

i) Pour tout couple (m,r) d'eantiers,

a0 = @)y

est un sous - (gr’ (8),8) - module gradué de ESm) (X) . En particulier,pour tout
entier m , les ﬁﬁm)(x) forment une suite croissante indexée par r de
sous=(gr' (S),8-modules gradués de 8Sm)(x) . Utilisant les fait que €§n>(X)
et 8$n—1)(X) sont des (gr'(8),8) -modules gradués noethériens, on en

déduit que les suites
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[Bl(‘n)(x)] ren °F [ﬁgn—ﬂ(x)] re€mW

sont stationnaires.
I1 existe donc un entier a 2 1 tel que, pour tout (p,q) , avec

p+g = n ou n-1 ,
(a.3.1) ﬁiq(x) = ﬁgq(x) (r=a).

Par suite, pour r = a+1 , les fléches d  de source et de but 856{(}()

(p+q=n) sont nulles. Autrement dit les monomorphismes
8§q(X) > Siq(X) (szrza+1)

déduits de (A.3.1) avec p+g=n sont en fait des isomorphismes.

Pour szrza+1 , la conmutativité du diagramme (d3) , avec p+d=n ,

Pq

e
Pq S Pq
€ () 5 o (o)

zl

ePY(x) —= B2 (x )
r épt [se)

p+r-1

montre que le morphisme de transition

eb(x )

Pq
) —> £ (X

P+s=1 p+r—=1

qui est de toutes maniéres un monomorphisme (cf. a)) est un épimorphisme,

donc un isomorphisme., Autrement dit, le systéme projectif

P,
r —> [f grtT <Xp+r)]

rz1

est constant a partir de v = a , donc T (X) vérifie (MLAR) d'aprés (4.1.3).

ii) Notant E',in)(X) ’ ;in)(x) y ﬁin)(x) les"limites" des divers systémes

projectifs indexés par r envisagés, on voit que

8£“)(X) = 2§“>(x>/ﬁ£“)<x>
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est un (gr°(s),B) -module noethérien, puisque ;in)(X) est contenu dans

8§n)(X} . Par ailleurs il résulte de A.2. a) que :

6£n)(x) = grs’ TH(X) .



EXPOSE WI

COHOMOLOGIE I~ADIQUE

par J.P, JOUANOLQOU

Dans tout 1l'exposé, on se donne un nombre premier £ .

Comme d'habitude, on note Xét le site étale d'un préschéma X.

1. Faisceaux Z-adigues constructibles

On se fixe une fois pour toutes dans ce paragraphe un préschéma

localement noethérien X.

1.1 Définition et généralitds

Définition 1.1.1., On appelle faisceau e—adique congtructible sur X un

gystéme projectif (£ Z)-adique de faisceaux avéliens constructibles sur
X (v 3.2.1).

Pour qu'un systéme projectif (£ Z)-sdique &(Fn)n(:]l\l de faisceaux

abéliens sur Xé goit un faisceau & —adique constructible, il suffit que Fo

t

soit constructible. En effet, 1'assertion est locale et résulte dans le cas noe-

thérien de (V 5.1.2).
Désignons par Abe(X) la catégorie des faisceaux sbéliens construc-
tibles sur Z. On notera

'f ~ade( X)

la sous—catégorie pleine de Hom(my °, Abe(X) ) engendrée par les faisceaux
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-.‘?—adiques constructibles. Avec les notations de Exp. V :
£-adc(X)= (£ z)-ad (abe(X) ) .

Désignant par Ab(X) la catégorie des faisceaux sbéliens sur Xyp» on sait
(sca 4 1X 2.9) que lorsque X est noethérien les faisceaux abéliens cons—
tructibles sur X sont les faisceaux abdliens noethériens. Dans ce cas, la

catégorie £ -ade(X) s'identifie clairement & la catégorie notée

(£ Z)-adn (a0(x) )

dans Exp. V.

Proposition 1.1-2. Soit F :(Fn)n c E\‘u.n objet de la catégorie Hom (Ive, A6(X) ).
Pour que F soit 'f—adique constructible, 1l faut et il suffit qu'il le soit

localement pour la topologie étale de X.

Preuve : I1 est clair que la propriété pour F d'étre £ -adique se lit au-
dessus d'un recouvrement de l'objet final du site. Par ailleurs, il résulte de

(s6a 4 IX 2.8) que les Fn sont constructibles s'ils le sont localement.

Proposition 1.1.3. La catégorie g-—adc(X) des faisceaux ’-?—adiques construc-

tibles de X est abélienne. Elle est noethérienne lorsque X est noethérien.

Preuve : Lorsque X est noethérien, les deux assertigns sont conséquences

de (V 5.2.3). Dans le cas général, il faut voir que tout morphisme

w:P

> G

de faisceaux f-adiques constructibles sur X posséde un noyau et un conoyau.
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En ce qui concerne le conoyau, cela résulte de (V 3.1.3). Prouvons 1'exis-
tence du noyau de u. Pour tout ouvert noethérien V de X, on sait que la

restriction de ua Vv

- ———
Uyt FV > GV

admet un noysu dans la catégorie 4 —adc(V), admettant la description simple
qui suit. Si K est le noyau de wu; dans la catégorie Hom(INo, ab(V) ),

K vérifie la condition de Mittag-Leffler-Artin~Rees et, désignant par K' son
gysteéme projectif des images universelles, il existe un entier r tel que

le systéme projectif

n(x) = (/¢ n+le'1+r)n€ ™

(avec les morphismes de transition évidents) soit £ ~adique constructible.
Le composé évident ci~-dessous est un noyau de vy dans la catégorie
P=adc(V) :

mr(K') —_ K —> X.

La construction précédente montre notamment que si W est un ouvert contenu
dans V, la restriction & W d'un noyau pour Uy est un noyau pour Uy e
Soit alors (Vi)i e W recouvrement de X par des ouverts noethé-
riens. Si i et j sont deux éléments de I, les restrictions 2 Vi I Vj
des noyaux de Uy et uv sont canoniquement isomorphes, ce qui permet en
1 J

les recollant de construire un noyau de 1.

1.1.4., Soit F= (Fn) un faisceau g—adique constructible. Comme 1'anneau

ne N
Z 7 opere de fagon évidente sur chaque faisceau Fn , il opére également sur
F . De plus,si F et G sont deux faisceaux Z—adiques constructibles et

wF — G
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un morphisme, u est compatible avec les opérations de Z ¥ sur FetG

respectivement. Ceci montre que 4 ~adc{%) est canoniguement munie d'une

structure de Z{ ~catégorie abélienne.

Cela justifie la terminclogie suivante :

Terminologie : On appellera dans la suite Z ) ~faisceaux constructibles les
faiscesux ¥ -adiques constructibles.

On prendra garde de ne pas confondre cette notion avec celle de
(z 2 )X -Module, qui ne sera pas utilisée dans la suite.

Ls catégorie j.)-adc(_x) sera également notée

Ze - fe(X) .

1.2. 22 -faisceaux constants tordus constructibles.

Définition 1.2.1. Un @,—faisceau constructible

F = (Fn)ne N

est dit constant tordu si et seulement si les faisceaux Fn sont localement
constants sur Xét .
On appellera catégorie des Zﬁ ~faisceaux constants tordus construc~

tibles la sous—catégorie pleine de Z{’ ~fe(X) engendrée par les Z p ~faisceaux

constants tordus constructibles.

Exemple 1.2.2. Le z, —faisceau 2240(1) .
Supposons 1l'entier £ premier aux carsctéristiques résiduelles de X.

Pour tout entier n, 1'élévation & la puissance £ aéfinit wn morphisme de
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faisceaux localement constants :

ﬁ-£n+l —e/ut_gn -

Ceci définit de fagon évidente un systéme projectif :

Zg(l) = (%J’Zm’l)ne o

Se ramenant pour chaque entier n au cas ol e ‘En et /x 9 n+l
sont constants, on constate que le systéme projectif Ze (1) est ‘f—gig&lg.
Lorsque ZX= Spec(K), K un corps de type fini sur le corps premier,
le Z{, ~faisceau Zé(l) est un exemple de faisceau & -adique constant tordu
constructible (1.2.1), pour lequel il n'existe pas d'extension finie étale
K' de K telle que les images réciproques des Fosur X' = Spec(K!) soient

constantes. En effet X' contiendrait pour tout entier n une racine primitive

n . iz . . - ss
£ ~eme de 1'unité, ce qui n'est pas possible pour une extension de type fini

du corps premier.

Rappels 1.2.3. (SGA 1V 7). On sait que la catégorie des faisceaux abéliens
de torsion constructibles localement constents sur un préschéma T est équi-
valente & la catégorie des rev8tements étales de T munis d'une structure de
X-groupe abélien. Soit maintenant X wun préschéma localement noethérien
connexe. Notons HX la catégorie des revétements étales de X et

Ensf

celle des ensembles finis. Si a ést un point géométrique de X, soit Fa

le foncteur :

F . RX~———->Ensf,
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qui & tout rev8tement étale de X associe sa fibre géométrique au point a .

Le groupe fondamental

T‘!l(X) =T (Xya)

1
de X au point a étant par définition le groupe des automorphismes de Fa
convenablement topologisé, le foncteur Fa peut s'interpréter comme un
foncteur

R, ——> Ensf(7,)
de la catégorie RX dans la catéyorie des ensembles finis munis d'une opéra—

tion continue de Tt = WTl(X, a) .

On rappelle la proposition suivante :
Proposition 1.2.3.1. Le foncteur

o Ry ——> Ensf(Yfl)

est une équivalence de catégories. Tl commute aux limites inductives et aux

limites projectives finies.

Soient maintenant
Le(X), Abf(5t 1)

respectivement la catégorie des faisceaux abéliens de torsion localement cons—
tants constructibles, et celle des groupes abéliens finis munis d'une opéra-
tion continue du groupe fondamental. Le foncteur Fa induit uvn foncteur

exact, noté encore Fa,

P Lo(X) ——> Abf(TLl) ,

qui est une équivalence de catégories.
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1e2.4. Z£ -faisceaux constants tordus sur un préschéma connexe.

Les rappels de (1.2.3) rendent immédiat le lemme ci-dessous.

Lemme 1.2.4.1. Le prolongement Fa de Fa 4 la catégorie des systémes
projectifs indexés par N induit une équivalence de la catégorie des

faisceaux < ~adiques constants tordus constructibles avec la catégorie
(£ 7 )-ad (Abf(T(l)) .

Soit maintenant ¥ =(Fn)n en objet de la catégorie

N

(£ Z)-ad(Abf(TTl)) .

Sa limite projective lim (Fn) “est naturellement munie d'une structure de

Zy -module de type fini sur lequel 1 o opere continfiment pour la topologie

1
4 ~adique. Rappelons que si G et M désignent respectivement un groupe
profini et un Z, -module de type fini, on appelle opération continue de G

sur M une application continue

Gx M > M
(g, m) —> gem

telle que : (i) g.(min} = g.m + g {(ge 8 netné M)
et (ii) (gh)em = g.(h.m) (g et heG meM)

Il est alors clair que pour tout entier £ ~adique a ,

g.(am) = alg.m) (ge€, meH) .

Par ailleurs, le groupe des gpplications Zi -lindaires inversibles de N

dans M , noté GL(M), s'identifie & la limite projective des groupes
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(/4 n+lM). Ces derniers groupes étant finis, le groupe GL{M) est ainsi

naturellement muni d'une structure de groupe profini et en particulier d'une
structure de groupe topologique compact. On vérifie aisément qu'il revient au
méme de se donner une opération comtinue du groupe profini G sur M ou de se

donner un morphisme de groupes topologiques :

¢ —> GL(M),

ce dernier groupe étant muni de la topologie décrite ci-dessus.

Ceci dit, on définit de fagon évidente un foncteur

in_: (£ 2)- -
Adnps (2 D)-ad{aor(77))) — 2z, -mean(T)

ou Z 9 -modn('ﬂl) désigne la catégorie des Z, -modules de type fini munis

d'une opération continue de W

.

1

Ceci nous permet d'énoncer le lemme suivant :

Lemmpe 1.2.4.2. Le foncteur précédent

Adrg (£ Z)-aa(ape(TC ) > Z

N . ‘8 -modn( Ttl)

est une gguivalence de cgtégories.

Preuve : Il est clair qu'il est génériquement surjectif : un Z p ~modul.e

de type fini E sur lequel 7T opére continfiment est 1'image du systéme

1
projectif

(& 278) o

avec les opérations évidentes de ‘T(l . Soient maintenant F=(Fn)n e N et
G=(Gn)n e IV deux objets de la catégorie £ Z—ad(Abf(W.l)), et notons pour

gimplifier Hom_ﬂ (F,G) 1'ensemble des morphismes de F dans G dans cette
1
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catégorie. Oubliant 1'action de T(l, on peut considérer F et G comme objets
de la catégorie des systimes projectifs +£ -adiques de groupes abéliens finis,
et on notera Homo(F, G) 1'ensemble des morphismes de F dans G dans cette
catégorie. Le groupe Ttl opere sur Homo(F,G) de la manidre suivante : un
élément s de TLl définit de fagon claire deux automorphismes, notés de la
néme facon, de F et G respectivement dans la catégorie des systémes projec—
tifs 4 -adiques de groupes abéliens finis,et si u appartient a Homo(F,G)
on pose
S.u = souosn1 .
Dans ces conditions, il est clair que How (F,6) s'identifie canoniquement
& l'ensemble des invariants de T , dans H}Jmo(F,G),e‘c de méme Hom nl(Fn, Gn)
s'identifie pour tout n & Hom,, (Fn’ Gn) l,l'opération de TT, étant définie
de fagon emalogue. 11 résulte par exemple de {SERRE : Qroupes proalgébriques,
Prop. 12) que, désignant par M et N les limites projectives de F et G
respectivement, on a
Hom 2, (M,N) =lin Hom, (F,6) .

Prenant les invariants des deux membres par TCl et utilisant le fait que
cette opération, correspondant & une limite projective, commute aux limites
projectives, on en déduit l'assertion.

Les lemmes 1.2.4.1. et 1.2.4.2. permettent d'énoncer la proposition

moins précise suivante :

Proposition 1.2.5, La catégorie des Z€ ~faisceaux constants tordus
constructibles sur un préschéna localement noethérien connexe X est équi-
valente & la catégorie des Zp-modules de type fini sur lesquels T’.‘l(x)

opére continfiment pour la topologie -#-adique.
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Remarque ¢ Soit F un Z Y -faisceau constant tordu constructible et
M 1le Zz,g -module de type fini muni d'une opération continue de T(l associé.
Pour que F soit localement constant, il est clair qu'il est suffisant que T(l
opere sur M par l'intermédiaire d'un quotient fini, ce qui n!est pas toujours
vérifié (1.2.2). C'est méme nécessaire lorsque X est pormal, Quitte &
décomposer X en composantes connexes, on peut pour le voir se ramener su
cas ol il est intégre. Je dis qu'alors, désignant par K son corps des fonc-
tions rationnelles, s'il existe une extension séparasble finie KXK' de K telle
que l'image réciproque F, de T su-dessus de Spec(K!') soit constante, alors
le groupe 7(1(X) opere sur M par l'intermédisire d'un groupe fini.
En effet (5G4 1 V 8.2) 7tl(x) — 7Zl(x) est surjectif, et 1'hypothése
signifie que le noyau du composé Wl(K) — T[l(X) —3>  mut(M) est

d'indice fini. Il en est donc de méme du noyau de TCl(X) —> Aut(M).

Proposition 1.2.6. Soient X wun préschéma localement noethérien et F un
gysteéme projectif indexé par I de faisceaux abéliens sur Xét' Les asser-

tions suivantes sont équivalentes :

(i) F estwun Zlg ~faisceau constructible,

(ii) Tout ouvert noethérien U de X est réunion d'un nombre fini

de parties localement fermées ( Zi) au-dessus desquelles 1'image

1¢igq
réciproque de ¥ est un Zf ~faisceau constant tordu constructible,

(iii) X admet un recouvrement par des ouverts, réunions d'un nombre
fini de parties localement fermées, au-dessus desquelles 1'imgee réciproque de

F estun Zj -faisceau constant tordu constructible.

=
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Preuve : Il est clair que (ii) implique (iii).

(1ii) =>(i) : Si F vérifie (iii), ses fibres géométriques sont
g—adiques donc F est £ ~adique d'aprds (SGA 4 VIII 3.6). Par ailleurs,
ses composants sont constructibles (scA 4 IX 2.8).

Pour voir que (i) entratne (ii), on se raméne immédiatement au cas
oli X est noethérien. Si F est «e-adique constructible, son gradué strict
grs(F) est un (grfz, A6(X) )-mcdule noethérien (V 5.1.6). Par suite
(sGA 4 1X 2.9.) X est réunion d'un nombre fini de parties localement

fermées (Zi) au-dessus desquelles 1'image réciprogue de grs(F) est

1¢igaq
un faisceau localement constant. Comme la propriété pour un faisceau & fibres
finies d'&tre localement constant est stable par extensions, on en déduit gue

pour tout entier n, les images réciproques sur chaque Zi du composant Fn

de P sont des faisceaux localement constants.

1.3. Opérations 2 et Hom sur les Zp-faisceaux.

1.3.1. Produit tensoriel. Soient F et G deux objets de la catégorie

Hon(We, ab(x)). si P= (F ) et &= (a) , on définit le produit

n& N
tensoriel F ® G de F et G par la formule suivante sur les objets et de

ne N

fagon évidente sur les fldches :
(FeG) =F @G .
n n n

Plus précisément, on définit de fagon claire un bifoncteur additif exact a

droite, appelé produit tensoriel @

8 : Hom(IN°,ab(X))xHom(IN°, Ab(X)) —> Hom(IN©,ab(X)) .
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Proposition 1.3.2. Si F et G sont deux ZZ/L -faisceaux constructibles, le
produit tensoriel F € G est un Zg ~faisceau constructible.

Preuve : La #-adicité est claire. Par ailleurs, il résulte immé-
diatement de la définition des faisceaux constructibles (SGA 4 IX 2.3.) qulun
produit tensoriel de deux faisceaux constructibles est constructible.

Par restriction, on définit donc un bifoncteur additif exact &

droite, appelé encore produit tensoriel :

2 : Zg ~fe(X) x Zg-‘fc(X) —> Zf—fc(X) .

1.3.3. Faisceau d'homomorphismes.

Soient F= (Fn)n(: N et G (Gn)ngIN deux Z_g—fa:.sceaux construc-

tibles. On suppose que F est localement libre,ce par quoi on entend que pour

tout entier n, le faisceau Fn est localement libre sur le faisceau constant

+1
{ Z/fn Z)X . Pour tout entier n, la suite exacte structurale :
n+l
b ——> by — 6, —> °

fournit, puisque F__  est localement libre sur (Z /2% 7)), ume suite
exacte

£n+l
(1) Hom(® ;s 6 ) —=—> Fon(F_,,,6 1) —> Hon(F, ,6)—> 0.
Comme £ n+lGn= 0 , la suite exacte structurale :

él’H—l

Fn-ﬂ-l —_— Fn+l—‘_) Fn—'—> 0

définit de facon claire un isomorphisme :
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(2) Hoou(® s ¢ ) e Hon(¥, ¢) .

Combinant (1) et (2), on obtient pour tout entier n un morphisme :

}Eom(Fn_'_l, Gn+l) _— %om(Fn,Gn) .
D'ol un systéme projectif

Fom(?,6) = (%cun(Fn,Gn))n !

qui est clairement un Z, -faisceau.

Z

1e3.4. Qénéralités sur les faisceaux &£ -adigueg inversibles. Application aux

faisceaux .Zg(rz (r€2Z).

Soit L un Z,l) —faisceau constructible. Nous dirons qu'il est inversible si
pour tout entier n son peme composant L = est un (z/2 n+lZ)X-Module
inversible, i.e. localement libre de rang un. Il revient au méme de dire gue
L est localement libre au sens du paragraphe précédent et que les fibres
géométriques des Ln sont des groupes abéliens cycligues non nuls.

Si L estun Zp-faisceau inversible, on convient de poser
e »

1t =F on(L, z, R

I1 est clair qu'on a un isomorphisme

Ler? X 7z, , daéduit de 1'isomorphisue ana~

logue composant par composant (EGA 0; 5.4.%.1). Suivant alors (EGA o 5.4.4),

BN (L—l)mn

on convient de poser LKO = Zg et pour n>1 L . Avec

ces notations, il existe alors un isowmorphisme fonctoriel canonique

Bm @0 a(m+n)

1 e1l™ XL

quels que soient les entiers rationnels m et n. De plus cet isomorphisme jouit
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des propriétés d'associativité habituelles.

En particulier, les objets gradués
[ix ®i
S P
sont des Z £ -Algébres, gradudes respectivement par N et Z .

Exemple : Le Z p -faisceau Z }(1) aéfini en (3.2.2) est inversi-

ble, et on conviendra dans la suite de poser :

Z,(r) = (z)f(l))ETr (rez).

1.4. Diverses catégories construites b partir de la catégorie des Z,-faisceaux
1

congtructibles.

1.4.1. A-faisceeux constructibles (4, Z e-alg‘ebre finie).
Soit A une Z«Q -algsbre finie. On définit une catégorie notée

A- fe(X) ,

dont les cbjets sont appelds A-faisceaux constructibles, de la maniére suivante.

(i) Un objet de A-fe(X) est un couple (F,u) formé d'un

Z Y —~faisceau constructible F et d'un morphisme de Z p ~algébres :
u: A —> End(F) .

(ii) st (F,u) et (F',u!) sont deux A~faisceaux constructibles,

une fléche (F,u) = (F',u') est un morphisme de Z, ~faisceaux

<

f: F - B

tel que pour tout élément a de A le diagramme ci-dessous soit commutatif :
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F__EHF'

u(a)l l u'{a)
P

£

_— ., .

On appellera A-faisceau constant tordu constructible un
A-faisceau constructible dont le Zy ~faisceau constructible sous~jacent
est constant tordu, et catégorie des A-faisceaux constants tordus construc-
tibles, la sous-catégorie pleine de la catégorie des A-faisceaux construc-
tibles engendrée par les A-faisceaux constants tordus constructibles.

Il résulte immédiatement de (1.2.4) que si X est connexe, la
catégorie des A-faisceaux constants tordus constructibles est équivalente & la
catégorie des A-modules de type fini munis d'une opération continue et

A-lindaire de TCl(X) sur le Q—module de type fini sous-jacent (1e2.4).

1.4.2. 0 P —-faisceaux congtructibles. Il est clair que la sous-catégorie
pleine de Z ,-fe(X) engendrée par les Z,-faisceaux constructibles de tor-

sion (i.e. annulés par une puissance de ¥ ) est épaisse.

Définition 1.4.3. On appelle catégorie des Dj/ ~faisceaux constructibles
sur X et on note

l:l_g ~fe(X)

la catégorie abélienne quotient (cof. these de Gabriel) de Z y, ~fo(X)par la
sous-catégorie abélienne épaisse des Z 3 ~faisceaux de torsion. Un objet de
n y -fc(X) est appeld un 0 ¢ ~faisceau constructible.

La catégorie I, —fe(X) admet la description simple suivante.
Elle a méme ensemble d'objets que Z ~fe(X) et si F et G sont deux tels

p
objets,



Homm‘! (r,G) = mz QZJZ Hong (»m,q),

ol Hom Z, (7,G) et Hom@ﬁ (F,0) désignent respectivement les morphismes

dans z, fe(X) et n, ~fe(X). En effet, si

ur Z —fo(X) —— D

désigne un foncteur exact de Z, ~fe{X) dans une catégorie sbélienne D, il
revient au méme de dire que u rend inversibles les multiplications par des
éléments de Zﬁ’ , ou qu'il s'annule sur les objets de torsion, ce qui montre
immédiatement que la catégorie (abélienns) décrite par objets et morphismes
ci-dessus est solution du probléme universel de passage au quotient.

On dit qu'un DJ ~faisceau constructible est constant tordu, a'il
est image d'un Zg -faisceau constant tordu constructible. On appelle
catégorie des N 'y —faisceaux constants tordus constructibles la sous-
catégorie pleine de

M, ~fe(X)

engendrée par les O J,—fs.isceaux constants tordus constructibles.

I1 résulte de (1.2.4) que si X est comnexe, la catégorie des
Il ; ~feisceaux constants tordus constructibles est équivalente & la catégorie
des |I]£ —espaces vectoriels V de dimension finie, munis d'une opération

continue de Tfl(X), i.e. d'une application continue

u: TZl(X) xV —> V

vérifiant les propriétés explicitées en (1.2.4), ce qui implique en particu-
lier que u (g,v) est Ug—linéaire en v pour tout g é& ’Jil(X) .
I1 est immédiat de voir qu'il revient au méme de se domner un mor-

phisme de groupes topologiques T(l(x) —> GL(V), ce dernier étant mmi de sa
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topologie naturelle de groupe analytique £ ~adique.

1.4.3. l-faisceaux conmstructibles (L une Qﬁ-algg‘bre finie).

Soit L wune IE]ﬁ -algtbre finie. De fagon analogue & ce qui a été
fait dans (1.4.1) & pertir des Z, ~faisceaux constructibles,on aéfinit a
partir de la catégorie des I Y ~faisceaux constructibles celle des
I-faisceaux constructibles, puis celle des IL-faisceaux constants tordus
constructibles. Si X est conmexe, la catégorie des L-faisceaux constants
tordus constructibles est équivalente & la catégorie des L-espaces vectoriels
de dimension finie munis d'une opération continue de TCI(X), i.e. d'une
opération continue de 'Rl(X) sur le L ¥ -egpace vectoriel sous-jacent,

commutant & 1'opération de L.

1.4.4. 51 A est une 2—2 ~glgdbre commutative finie et F et G deux

A-faisceaux constructibles, le systéme projectif

Fac = (Fn QAX G,

)neﬂ\l !

avec les morphismes de transition évidents, est un Z 9 -faiscean. De plus A
opere de fagon évidente sur chacun de ses composants, ce qui permet de le
nunir de manidre naturelle d'une structure de A-faisceau. On définit ainsi

un bifoncteur exact & droite, appelé produit tensoriel
A-fe(X) x A-fe(X) ——> A-fo(X) .

Soient maintenant F et G deux A-faisceaux et supposons que F
soit localement libre, i.e. que pour tout entier n, Fn soit un

(&/ & n"'11\.)}{—1"Itodule localement libre. Alors, de méme qu'en (1.3.2), on
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voit que le systéme projectif

J-SomA(F,G) = (%omAn(Fn,Gn) )n&U\I ’

avec les morphismes de transition évidents, est un Z i —faisceau. De plus,
comme A opére naturellement sur ses composants, il est canoniquement muni
d'une structure de A-faisceau.

De méme qu'en (1.3.3), on définit la notion de A-faisceau inver-
sible et, si L est un tel A-faisceau, on donne un sens & 1'expression i
pour tout entier naturel r. Le paragraphe (1.3.3) stadapte sans difficulté

34 cette situation.

1.4.5. Soit F um Z{ -faisceau constructible, et notons p 1le foncteur
canonique Z, —fe(X) —— Jﬂﬁ—fc(x). Le foncteur composé de p et du
foncteur G —> F 8 ¢ rend inversibles les multiplications par des éléments

de Z{; et définit par suite un foncteur
Qp ~fe(X) ——> M p ~fe(X) ,

qui est exact & droite. Appliquant le m€me raisonnement au premier argument,

on définit ainsi un bifoncteur exact & droite, appelé produit tensoriel :

Dé_—fc(X) x ﬂ{—fc(X) —_ m{ﬂ -fe(X) .

Si X est conmexe et F et G sont deux lﬂg ~faisceaux constructibles
congtants tordus correspondant & des représentations de 'TZI(X) sur les
espaces vectoriels V et W respectivement, le produit tensoriel FRG est
encore localement constant et correspond & la représentation diagonale de

‘)Tl(x) sur VEW .
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1.4.6. Soit F un Zﬁ -faisceau constructible localement libre (1.3.3) .
Le foncteur composé de p et du foncteur G —> JEom(F,6) (1.3.2) rend in-
versibles les multiplications par les éléments de Z p et définit par suite

un foncteur

FKon(P, .) : ﬂ]}—fc(X)——> [Qﬁ ~fe(X).

Si Fet™ sont deux Z,-faisceaux localement libres constructibles défi-

F

nissant des { Y —faisceaux isomorphes, il existe un morphisme de Z 2 ~faisceaux

u P oy

dont le noyau et le conoyau sont de torsion. Ceci montre aussitdt que les
foncteurs Fom(F, .) et Hom(F', .) de [Q_p—fc(X) dans elle-méme sont
isomorphes.

Soit maintenant F un @ p —failsceau constant tordu constructible.
Si on note encore F le Zé, ~faisceau correspondant, il résulte, de 1'inter-
prétation des restrictions de P aux composantes comnexes Y de X comme
T(l(Y)—modu_les continus, que F stécrit de facon unique & isomorphisme prés
sous la forme

F= POT ,

avec P localement libre et T de torsion. Ceci permet de définin pour tout

'Di ~faisceau G, un 1132 —faisceau 29 on(F,G) = Hom(P,G). Un isomorphisme

w:F —s3 F' de 'EE ~faisceagux définit pour tout G un isomorphisme
Fom(F1,q) —— Hon(F,G).

Plus précisément on définit ainsi un bifoncteur

Hom : ( Bg —fot(X))° x Qg-fc(X) —_— ﬂf —fe(X) ,
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désignant par !!3}2 —fct(X) la catégorie des 0y ~faisceaux constants tordus

constructibles. Ce bifoncteur posséde les propriétés d'exactitude habituelles.

1.4.7. Soit maintenant L une extension de type fini de lﬂfy et désienons
par A la cl8ture intégrale de 112 dans L, de sorte que A est une

z g—algébre libre de type fini et un anneau de Dedekind. La catégorie des
I-faisceaux constructibles est isomorphe & la catégorie quotient de la
catégorie des A~faisceaux constructibles par celle des A-faisceaux construc—

tibles de torsion. Ceci permet, de méme qu'en (1.4.6), de définir & partir du

produit tensoriel de (1.4.4) un produit tensoriel :

I~fo{X) x I-fo(X) —> Im-fe(X) .

Comme 1 opneau A est de Dedekind, 1'argument utilisé en (1.4.6)
montre que tout A~falsceau constant tordu est somme directe dfun
A-faisceau localement libre et d'un A-faisceau de torsion. Désignant alors
par L—fct(X) la catégorie des L~faisceaux constants tordus constructibles,

on définit de méme qu'en (1.4.6) un bifoncteur
om: (L-fet(X))o x Lofe(X) ~——> I-fo(X)

vérifiant les propriétés d'exactitude habituelles.

1.5. (4R, Zg)-faisceaux constructibles,

Définition 1.5.1. Soit X un préschéma localement noethérien. Un objet
F de Hom(IN °, Ab(X) ) est appeld un (AR- Zf )-faisceau comstructible si X
admet un recouvrement

(u.)

i‘iz1
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par des ouverts noethériens telsque la restriction de F au—dessus de chague
U; soit un objet (4R, ¥ Z )=noethérien (5 1.3).

I1 résulte immédiatement de (V 5.2.1) que la sous-catégorie pleine
de Hom{MN ©, Ab(X)) engendrée par les (4R, Z 2, )-faisceaux constructibles est

stable par noyaux et conoyaux. En particulier, c'est une catégorie abélienne.

145.2. (AR, Z£ )—faisceau.x constructibles localement AR-nulg. Il est clair

qu'un objet AR-rul (V 2,2.1) de Hom(IN °,Ab(X) ) est un (4R, Z€ )-faisceau
constructible si et seulement si ses composantes sont constructibles. Il en
résulte en particulier d'aprds (V 2.2.2) et (SCA 4 IX 2.6) que la catégorie
des (AR, V4 2 )~faisceaux constructibles AR-nuls est une sous-catégorie abé-
lienne épaisse de la catégorie pleine engendrée par les (AR, Zz )-faisceaux
constructibles dans Hom(N ©,Ab(X)).

Convenant de dire qu'un objet P de Hom(IN °,Ab(X)) est localement

AB=nul s'il existe un recouvrement ouvert de X pour la topologie étale
(ou ce qui revient au méme,pour la topologie de Zariski) au-dessus de chaque
ouvert duquel P est AR-nul, on voit, en se ramenant par localisation au cas
précédent, que la catégorie des (4R, Z£ )-faisceaux constructibles locelement
AR~muls est une sous-catégorie abélienne épaisse de celle des (AR, Zé )=fais~
ceaux constructibles.

On obgervera que si X est noethérien, les (4R, Z? )~faisceaux
constructibles sont les objets (AR,# Z )~adiques noethériens de Hom(IN°,4ab(X)),

et localement AR-nul équivaut & AR-mul.

Définition 1.5.3. Soit X un préschéms localement noethérien. On gppelle

catégorie des (4R, Zj' )-faisceaux constructibles sur X, et on note
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(4R, Z 5 )-te(X) ,
la catégorie abélienne quotient de la sous-catégorie pleine engendrée par
les (&R, Zg )-faisceaux constructibles dans
Hom { N°, ab(X) )

par la sous-catégorie pleine, épaisse, engendrée par les N Ze )-faisceaux

constructibles localement AR-nuls.

Notation 1.5.4. Chaque fois que cela pourra €tre utile, on notera
u(x)

la sous-catégorie pleine de Hom( N°,Ab(X)) engendrée par les (4R, Zy )-
faisceaux constructibles.
Un Z 7 ~faisceau constructible étant en particulier un (AR, Z g )=

faigceau constructible, on définit de fagon évidente un foncteur :

us Zg—fc (X) ——> (&8, Zé )-fe (X) .

Proposition 1.5.5. Le foncteur u ci-dessus est une équivalence de catégories.

Preuve : Pour prouver que u est pleinement fidéle et essentiellement
surjectif, on se ramdne "par recollement" (comme dans la démonstration de

1.1.3) & 1'énoncé analogue (V 5.1.3),
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2. Formalisme de la cohomologie & —adique.

2.1. Image réciproque. Soit f: X —> Y un morphisme de préschémas locale~
ment noethériens. Le foncteur image réciproque

£ 2 ab (¥) ——> 4b(X)

est exact et se prolonge donc de fagon évidente en un foncteur exact, noté

de la méme manidre,
* .
£ Hom!N °,4p(Y) ) —> Hom(m°, Ab(X) ) .

Ce dernier foncteur transforme é&videmment Zy ~faisceau constructible en
ZJ)—faisceau constructible, et systime projectif localement AR-nul en

systéme projectif localement AR~nul . Avec la notation de (1.5.4), il induit

denc deux foncteurs "images réciproques™

£ Zf —fe(Y) —> z, ~fe(X),

£ uw(y) ———> u(x) ,

le second étant exact.
*
L'équivalence de catégories (1.5.5) et le fait que f  transforme
systéme projectif localement AR-nul en systéme projectif localement AR-nul
montre alors que le foncteur image réciproque
*
Eal z§f~fc(y) —_— ZQ?-fG(X)
est aussi exact.
Si g: ¥ —> 2 est un autre morphisme de préschémas localement
¥ %
roethériens, les foncteurs f et g sont évidemment 1ids par un isomorphisme
* %

(gof) — == fog |,

avec la propridté d'"associativité" habituelle (SGA 1 VI 7 et suiv.)
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2.2. Images directes supérieures. Soit

f1 X —> Y
un morphisme séparé de type fini de préschémas localement noethdriens. On rap-
pelle le résultat suivant de cohomologie étale (SGA 4 XVII; pour le cas propre

ef. SGA 4 XIV 1.1)

Lemme 2.2.1. : Soient A un anneau commutatif qui est annulé par un entier
n non nul, et M un (4, &b(X) )-module constructible. Pour tout entier i,
le faisceau
R- £(1)
est un (4, Ab(Y))~module constructible.
Le lemme suivant en résulte par application de (V 5.3.1) aprés

restriction au-dessus des ouverts noethériens de Y :

Lemme 2.2.2. : Pour tout entier i et tout (4R, z, }-faisceau constructible
F sur X, le systéme projectif

RJ;' £(F)

est un (4R, Z, )-faisceau constructible.

» )
Ceci dit, le o ~foncteur exact
i
(R!f)jLez : Ab(X) ——> ap(Y)
se prolonge de fagon évidente en un O -foncteur exact, noté de néme,
Hon(W ©, 4b(X)) ——> Hom(M°,4b(Y) ) ,
qui fournit par restriction un ") ~foncteur exact

(1) XY ———s u(Y) .

Par ailleurs, les foncteurs R]|' f transforment systéme projectif localement

AR-nul en systéme projectif localement AR-nul, de sorte que par passage au
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quotient, le 2 ~foncteur (1) fournit un 3 ~foncteur exact
i
(R!f)ié 7 : (4R, Zg)—fc(X) ———> (4R, z£ )-fe(Y) .
Utilisant mamtenant 1'équivalence de catdgories (1.5.5), ce dernier

? ~foncteur s'interpréte comme un 0 ~foncteur exact

Zg-fc(x) _—_ Zzé, ~fe(Y) .

Définition 2.2.3. : Le foncteur :

i

R!f H 2‘2 —fo(X) —> Zg—fc(Y)
est appelé foncteur i€ image directe & supports propres de f.

Remarque : Supposant 1'analogue du lemme (2.2.1) démontré pour les images
directes supérieures ordinaires lorsque X et Y sont excellents {ce qui est
fait en caractéristique zéro (SGA 4 XIX 5.1)), on définit de méme dens ce cas
des images directes supérieures en cohomologie £ ~adique. On pourrait de méme

développer dans ce cadre le résultat du paragraphe suivant.

Proposition 2.2.4. (Suite spectrale de LERAY). Soient f: X —=> Y et

g:Y —> Z deux morphismes séparéds de type fini de préschémas localement
noethériens et F un Zf ~faisceau (resp. wn (4R, Z Y, )-faisceau) construc-

tible. Il existe dans Z{ —fe(Z) une suite spectrale birdgulidre (EGA 0111

11.1.3) fonctorielle en F :

RJ" (R‘?f (7)) :> R?-hj (gof) (F) .

Preuve : D'aprds 1'équivalence de catégorie (1.5.5) et la fagon dont

sont définies les images directes supérieures pour les ZZ ~falisceaux
constructibles, il suffit de montrer 1'énoncé analogue pour les (4R, Ze )-fais—
ceaux constructibles. Pour toute catégorie agbélienne C, convenons de noter

sp(C)
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la catégorie des suites spectrales commencant au degré 2 & valeurs dans C.
Associant & tout objet F de Hom(IN°, ab(X) ) la suite spectrale de LERAY

ordinaire, obtenue par prolongement aux systémes projectifs,
(s) Bg (Rt (F)) =—==> & (1) (F) ,

il est clair qu'on obtient un foncteur

Hom(IN°,4b(X) ) ——> Sp (Hom(N°, av(2) ),

qui par restriction fournit, d'aprds (2.2.1) et le fait que U(Z) est épaisse

dans Hom(iN°,Ab(Z)), un foncteur :
(1) U(x) ———> sp (W(2)) .

Le foncteur cancnique U(Z}) ———> (4R, 22?)—fc(Z) étant exact, on déduit

de (1) un foncteur additif :
(2) B: U(X) ———> Sp@R, z} )-fe(Z)) .

Pour tout objet F de Hom (IN°,Ab(X)), 1la suite spectrale (S) associde est
birégulisre : cela résulte de l'assertion analogue pour les composants du
gystéme projectif F et du fait que la suite spectrale considérée est & sup-
port dans le premier quadrant. Ceci montre que pour tout objet de U(X), la
suite spectrale correspondante est birégulidre.

De plus, si uw:F —> G est un morphisme de U(X) dont le noyau et le conoyau
sont localement AR-nuls, il résulte de ce que les images directes supérieures
transforment systéme projectif localement AR-nul en systéme projectif locale-
ment AR-mul que E(u) est un isomorphisme sur les termes qu ; c'est donc un
isomorphisme, puisque les suites spectrales considérées sont birdgulitres.

On en déduit que (2) définit par passage au quotient un foncteur

(3) (4R, Z,)-£e(X) ————> sp((4R, Z ,)-2e(2)) ,
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associant de facon précise & tout (AR, Z, )-faisceau constructible F une

£

suite spectrale birdgulitre :

Rff(ng(F)) —_— R;”j (go £)(F) .

2.2.3. Autres propridétés.

A) Soit f: X —= Y un morphisme séparé de type fini de préschémas locale-
ment noethériens. On suppose que la dimension relative de f est inférieure

ou égale & un entier d. Alors pour tout (4R, Z% )-faisceau constructible F,
Ryt (F) = 0 pour i 24.
Résulte de 1'assertion analogue pour les composants de F (SGA 4

X 4.1. et 5.2.).

B) Changement de base propre.

 —f %
| £

l !

) N SN ¢

Soient f:X ——= ¥ et g:¥! > Y des morphismes de préschémas locale-

ment noethériens, avec f séparé de type fini. Scit X' = Xz, Y (qui est

localement noethérien puisque f est de type fini) et

freft —s» ', g X' ——» X
les morphismes canonigues. Pour tout entier i et tout Z{E ~faiscean
constructible F, il existe un isomorphisme fonctoriel en F dans
Zg-fc(Y') :

W, g*(R?f(F)) E— Rif‘(g'*F) .
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Deplus si 0 —>» ! — F ——=F" ——> 0 est une suite exacte de

Z ; -fe(X) (resp. (AR, Z, Y=fe(X) ), (wi)i commute sux opérateurs bords,

&N

autrement dit les disgrammes ci-dessous sont commutatifs :

SEe(r) —t s Rini(pT)
S5 R
S — M B n(etn)

Preuve : Il suffit de prouver 1l'assertion analogue pour les
(AR, Zg )-faisceaux constructidbles. Or elle se déduit par passage au quotient
de l'assertion analogue pour les systémes projectifs de faisceaux de torsion,
laquelle est conséquence immédiate du théoréme de changement de base propre

(of SGA 4 XII 5.1 dans le cas propre et SGA 4 XVII dans le cas général).

C) Suite exacte relative 3 un ouvert et son complémentaire.

Soient f: X —> Y un morphisme compactifiable de préschémas localement
noethériens, U un ouvert de X et Z le fermé complémentaire. Il existe pour
tout Z  ~faiscesu constructible F une suite emcte, fonctorielle en F , dans

£
-fe(Y) :

Z
£ .
i+l

cee —> R”;LfU(F/U) N R';Lf(F) —-—>R:;LfZ(F/Z) ~> R, £,(F/0) — ...

Preuve : Analogue & celle de B).

2.2.5. Le formalisme développé dans ce paragraphe pour les Z,-faisceaux
s'étend sans difficulté aux A-faiscesux (A une Zy —algdbre finie) et aux
L-faisceaux (L extension finie de DZ ). En ce qui concerne par exemple le

cas des @ Y, ~faisceaux, le point fondamental pour les démonstrations est que



279

tous les foncteurs envisagés pour les Z ', ~faisceaux transforment les

Z{’ ~faisceaux de torsion en Zf ~faisceaux de torsion.

3. Classe de cohomologie £ -adigue associée & un cycle.

3.4, Si X est un schéma propre, ou lisse et de type fini, sur un corps algé-
briquement clos k, on sait que pour tout faisceau constructible M abélien

et de torsion, premier & la caractéristique de k, les groupes de cohomologie
Hi(X,M) sont des groupes abéliens de longueur finie. Ceci permet (2.2.1.
Remarque) de définir pour tout ZZ —~faisceau P ( £ premier & la caractéris—

tigque de k) un systime projectif (AR, # )-adique noethérien de groupes abéliens
E(%,F)

avec les propriétés habituelles. En particulier, la méthode utilisée dans le
n® 2 permet de définir le cup-produit, 1l'homomorphisme image réciproque pour
un morphisme de schémas sur k, 1'homomorphisme imeagedirecte pour un morphisme
propre de schémas lisses sur k (ef. Exp. IV pour les définitions dans le cas

des faisceaux de torsion).

Par ailleurs, on sait (1.2.4) que la catégorie des Zé—faisoeaux
sur un corps algébriquement clos est équivalente & la catégorie des
72 -~modules de type finis, 1'équivalence étant fournie par le foncteur
limite projective. Il sera commode en pratique d'identifier le ZZ -module de

type fini Hl(X,F) au Zﬁ ~faisceau correspondant.
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3.,2. Soient £ wn nombre premier # car.k, et X un schéma lisse de type
fini sur k. 81 Z est uwn cycle algébrique de codimension d de X, on lui a

(%)
associé dans Exp. IV, pour tout entier n une classe de cohomologie

(n) 2 (n\ &d
" Ytz e 2%y,

désigne le (Z/ ) ~Module localement libre des racines
£n+1z X
n, ?/'(n)(Y) est

n+l sy . .
2 -emes de l'unité. Par ailleurs, on a vu que si n' >

’d

1'image de X(n )(Y) dans H° (X (n)) ) par le morphisme

(H'))ﬁd (n)

2d(X,(/»tX ) ——> B (x(f;

[ '
déduit de 1'élévation & la puissance £ = i }L(E ) e /‘2’(2)

On associe ainsi & 2 un &lément, noté XX(Z) :
2d
XX(Z) é H (X; ZJf(d)) »

ol Zf(d) est défini dans (1.3.4). Plus généralement, si Z est un cycle de

X, on lui associe par lindarité une classe de cohomologie £ -adique dans

G . #x zy0)

qui est en fait la limite projective des classes de cohomologie associées &

Z dans les @ HZd(X,( (n)) ) .

3.3. Par passage & la limite, il est évident que les classes de cohomologie
£ -adique du paragraphe précédent vérifient les mémes propriétés formelles

que les classes de cohomologie étudides dans Exp. IV, & savoir @

(i) Si f:X —> Y est un morphisme propre de préschémas lisses sur

ketZ uncycle surX, ona :

(% Voir (sca 412 cyete).
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£(Yg(2) = ¥y (502)

(i1) S8i f:X —> Y est un morphisme de préschémas lisses sur k et 2

un cycle sur Y, on a:
(%)

Yy(£'2) = £7(¥(2)) :

(iii) 81 X estun préschéma lisse sur k et Zl et Z_, deux cycles sur

2

X, ona:

: (#%)
Y2y . 2,) = ¥ ((2). ¥ (2,) ;

le point du premier membre désignant le produit d'intersection des cycles, et

celui du deuxiéme membre le cup-produit en cohomologie.

(iv) Deux cycles algébriquement équivalents sur un k-préschéma lisse ont

méme classe de cohomologie € ~adique.

(
») Cette compatibilité n'est pas prouvée dans (SGA 41/2 Cycle) mais

n'est pas difficile a déduire des résultats de (loc. cit.).
(3%) . ; 1/2

Dans le cas non excédentaire, voir (SGA 4
un énoncé précis,

Cycle 2.3.8) pour



EXPOSE VII

COHOMOLOGIE DE QUELQUES SCHEMAS CLASSIQUES

ET

THEORIE COHOMOLOGIQUE DES CLASSES DE CHERN

par

J. P. JOUANOLOU

Dans tout le texte, on suppose donné un entier v>0 et on pose
A= Z/\az i les caractéristiques résiduelles de tous les schémas envisagés sont pre-

miédres & l'entier v . S1i X est un tel schéma, on note g le faisceau des racines
émes

v de 1'unité et A°(X) 1'anneau de cohomologie

1

avec pour mmltiplication le cup-produit,

1. FIBRES VECTORIELS

Soient S un schéma, E un O .-Module localement libre (sous—entendu : de

s
*
type fini). On pose X=V(E), U=V(E) (complémentaire de la section nulle) et on
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note p:X-=S et q:U—S 1les projections cancniques.

PROPOSITION 1.,1.~ Soit L wun A-Module.

3 *
(i) a) Pour tout entier j>0 on a RJp*(p L) =0.

¥*
b) Le morphisme d'adjonction L = p.p (L) est un isomorphisme.

(ii) On suppose E de rang comstant r .

a)R]!"p(p*L)=O si i#o2r.,

b) Le morphisme trace (SGA 4 XVIII)

2r * @-r
R, pip L) =1L ® thg

est un isomorphisme.

Preuve : La partie (i) résulte immédiatement par localisation pour la topologie de
Zariski de (SGA 4 XV 2.2) . L'assertion (ii) est essentiellement contenue dans

(sGA 4 XVIII).

COROLLAIRE 1.,2.~ Soit L un AS- Module, Pour tout entier i , le morphisme image ré-

ciErogue
) ) "
H'(s,L) =8 (X,p L)

est un isomorphisme.

*
Preuve : D'aprés f1,1), le morphisme d'adjonction L-*CRp*(p L) est un isomorphisme,

* * * *
Comme H (X,p L) ~K (S,Rp,p (L)), 1'assertion en résulte.

PROPOSITION 1.3.- Supposons E de rang constant r ., Pour tout AS-Hodule L, les

propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) a) R'q(a4L) =0 si i£0, 2r-1.

*
b) Le morphisme d'adjonction L~-gq,q (L) est un isomorphisme.

c) Désignant par Y le complémentaire de U dans X , le morphisme

R2r-—1 q*(q*L) -1 ® Lk?-r
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composé du morphisme "bord",

BT 4, (q1) - Rir p.(P'L) ™

et de 1'isomorphisme de pureté (SGA 4 XVIII)

2r

* ®~T
By Pu(P L) =L ®pg

est un isomorphisme,

(11) &) &} q(aL) =0 si if(1,2r) .

b) Le morphisme bord L

1 *
>R, a(q L)

provenant de la suite exacte illimitée (f£:Y —> S proj. can.)

i * 1 * 1 * is+1 *
——> Ry a(q L) =Ryp(p L) ~R7E, (£ L)~k a(a'L) =...

est un isomorphisme.

¢) Le morphisme trace

2r * Q-1
R alqL) =L ® pg

est un_isomorphisme,

Preuve : Soient @ : U —>X et f:Y —> X les immersions canoniques. On sait
*
(SGA 4 XVI 3.7) que, posant F =p (L), on a :
- * J * .,
F > g (F) et (Rlg)a (F) =0 si £ 0,2r-1 ,

: *
Par ailleurs les faisceaux (RJQ*)(Q F) pour j=21 sont 2 support dans Y , donc
acycliques pour le foncteur p, . On déduit de ces remarques les assertions (i) a)

et b) en utilisant la suite spectrale de Leray
i ] * n *
R'p, (R, ) (' 1) = R7q,(q L) .
L'assertion (i) c) résulte de (1.1 (i)) et de la suite exacte illimitée

i * i * i * i+1 *
—> Ry (P L) =R'p (p L) =R'q(q L) =R p (P L) = .uv .

N 2 * : .
(*) Le faisceau RYr p,(p L) est associé au préfaisceau

2r *
U Ho o (X;U,p L) .

U
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Prouvons (ii). L'assertion c) provient de ce que le morphisme q est lisse et a ses
fibres géométriques connexes de dimension r . La suite exacte mentionnée en b) est
obtenue en appliquant le foncteur R,p & la sulite exaCte canonique
¥* »* * *
O-a,(qL)=p L-B,(BpL)=0.
Utilisant (1.1 (i)), on déduit sans peine de cette suite exacte illimitée les asser-

tions ii) a) et b).

Remarque 1.4. Pour S =spec(C), {1.3) exprime que le complémentaire de 1'origine
dans ¢© a méme cohomologie que la sphére réelle de dimension 2r-1, rétracte par

déformation de C > 0 .

COROLLAIRE 1.5. (Suite exacte de GYSIN)~ La suite spectrale de Leray

1'(s,80q, (¢1)) = 9 (u,q"1)

définit une suite exacte illimitée (appelée suite exacte de Gysin)

. N . _
. 4HWS¢)~H%U@1J~H12”4$,L®é?r)~ﬁ“4@,m - e

Preuve : Lemme des deux lignes.

2. SCHEMAS PROJECTIFS

Dans ce qui suit, le mode d'exposition adopté est basé sur une suggestion
de L. Illusie, et la méthode suivie est voisine d'une méthode de P. Deligne pour

prouver la dégénérescence de certaines suites spectrales [6]

2.1, Soient X et Y deux schémas et f:X—Y un morphisme. Nous allons définir une

fléche
(2.1.1) mf*(AX) ® Rf*(AX) - Ef*(AX)

de D(Y), ayant les propriétés d'associativité et de commutativité usuelles, et qui

munit donc Rf*(Ax) d'une structure d'"algébre généralisée”. Notons pour cela

c‘(x,AX)
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la résolution de Godement de A, (SGA 4 XVII ). Procédant comme dans (TF 6.6),

on définit un morphisme de résolutions
CT(X,A) ®C(X,A,) ~C (X, A8 &) -
En le composant avec le morphisme

C* (XA ® A)) = CT(X, )
déduit de la multiplication de AX’ on obtient enfin un morphisme de
(2.1.2) C7(X,4) ®C™(X,A.) ~ C"(X,A,).

Appliquant le foncteur f_ , on en déduit sans peine un morphisme de complexes de

AY-Hodules
f*C'(X,Ax) ®E*C'(X,AX) - f‘*C'(X,Ax),

d'ol aussitdt (2.1.1) en utilisant des résolutions plates des composants de 1'expres—

sion de gauche.

2.2 Soient S wun schéma et E un OS-Module localement libre de rang r+1 . On note
P = PS(E) —L_> 5 1e fibré projectif correspondant. Le Q,-Module canonique OP(1)
définit comme on sait, grice & la suite exacte de Kummer, un élément

2

geu®(p,p)

et on notera T 1l'image de £ par le morphisme canonique
2 o 2
HY(P,p) ————> 1 (5,87p,(u))

provenant de la suite spectrale de Leray

i j i+j

BY(S,R7p, (W) =H " (p,p)
La classe £ s'identifie A une flache Ap~ by (2] de D(P), qui définit par trans-
®-1
» L

position -2]-*Ap, d'ol par l'adjonction usuelle une fléche

g [2] =R, (A)

coincidant avec T sur la cohomologie de dimension 2,
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Par produit tensoriel 1la flache c¢ définit , grice a (2.2.1), des

fléches

2-1

< Mg [-21i] - mp*,(Ap) ,

pour tout entier 121, et on convient de noter <, la fléche d'adjonction
A~ Rp, (Ap). On définit ainsi une fléche
r r :
R .
y=% ¢, :® u 1[—21]—’]Rp(A)
. 1, S *''p
i=0 i=0

de D(s).

THEOREME 2.2.1.- La fléche Yy est un isomorphisme.

Une fois définie la fléche vy ,(2.2.1) é&quivaut A son corollaire suivant :

PROPOSITION 2,2.2.~ Sous les hypothéses précédentes, on a :

a) R21+1p*(AP) = O pour tout i€N .,

. .
b) Lorsqu'on munit & Ralp*(ugl) de_sa structure de A -Algdbre déduite du
i

cup-produit, le morphisme de A  -Algébres

S

ag[T]

2 ®i
>3 Rp, (u>)
: P

défini par T a pour noyau 1l'Idéal (Tr+1) et définit donc un isomorphisme de

Ag~Algébres

g ¢ alr]/ (™) = ® (0

c) Le morphisme
2r Qr
ag —> &7 p(p )

s i g . r
obtenu en composant € et la restriction & AS de 1a multiplication par T de

1 PN . .
AS[T]/('I‘r+ ) dans lui-méme est 1'inverse du morphisme Trace (SGA 4 XVIII)

2r 2dr
RT plu” )

— AS s

en d'autres termes, on a
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Preuve : Les données é&tant stables par changement de base, le théoréme de changement
de base propre (SGA 4 XII 5.1), et la compatibilité du morphisme trace avec changement
de base (SGA 4 XVIII) permettent de se ramener A vérifier 1'assertion analogue pour
les fibres de p . Autrement dit, on peut supposer que S est le spectre d'un corps
séparablement clos k et que p est le morphisme canonique P ; - k . Dans ce cas,

la démonstration utilise le lemme suivant.

LEMME 2.2.3.- Soient Xk un corps séparablement clos et p :Pi - kX la projection

canonigue. Alors :

a) R21+1p*(AP) = O pour tout i .

b) Raip*(Ap) ~A pour i€[0,r], ~0si i>r.

Le lemme, manifestement vrai pour r=0, se montre par récurrence sur r .

Supposons donc qu'il 251 vrali pour r-1 et montrons-le pour r . L'espace projectif

I'—
Pk 1 se plonge comme fermé dans P; avec pour complémentaire 1l'ouvert E; , d'ou

une suite exacte de cohomologie & supports propres

i,_r i, .r i, r=1 i+, r
‘ee H!(Ek) H (Pk) H (Pk ) H, (Ek) .

Le calcul de la cohomclogie & supports propres de E; (1.1) montre que si

i £ (2r,2r-1), 1'image réciproque

i, r i, r-1
H (Pk) - H (Pk

)

est un isomorphisme, d'ol 1l'assertion dans ce cas. Si i=2r-1, on voit de m&me que

), donc nul par hypothése de récurrence. Enfin,

Hzr—1(P;) est contenu dans H2r_1(P;_1

si 1i=2r, les relations

2r-1,_r-1 2r, r-1
( = =
H (Py ) =H (Pk Y =0

r

k) , d'olt 1'assertion d'aprés (1.1).

montre que H?r(Ei) —_ Hzr(P

Le lemme entrafne la partie a) de 2.2,1. Prouvons maintenant que © est

un isomorphisme. Le morphisme 6 peut &tre interprété comme un morphisme d'anneaux

ATY/(T) - e W (™
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de sorte que, d'aprés (2.2.3), l'assertion sera prouvée si on montre que pour tout
. b . . H2i Q1 .
i€fo,r], £ est un élément libre du A-module (P,u” " ). Il suffit pour cela de

. r .
le voir pour £ , ce qui sera une conséquence immédiate de 2.2.2 c).

Montrons donc la partie c¢) . Pratiquement, c'est la définition du morphisme
trace dans cette situation ; en tout état de cause, elle exprime la compatibilité
du morphisme trace et de la classe fondamentale dans le diagramme ci-dessous

1'
X, C——-————————€> P

N\

> P; est l'injection d'un roint fermé de Pi .

ou inj: Xy

COROLLAIRE 2.2,4,.,—~ Soit L wun complexe de Asnnodules. La fleéche

RT (S,y® id(L)) Zﬁ BT (S, L®u,s 1y[-2i]~Rr (P,p (1))
= i=0

est un isomorphisme.

En effet, il suffit d'appliquer le foncteur Eﬂé 4 l'isomorphisme
yé% idL .
2.2.5. Pour énoncer le corollaire suivant, nous poserons pour tout schéma X
o)

AT (X) = @ HZi(X,u.x

1

et nous utiliserons sytématiquement cette notation par la suite.

COROLLAIRE 2.2.6.~ L'homomorphisme image réciproque

3

ENNOR S R L RN

. - R - r
est un morphisme injectif d'anneaux unitaires, et les éléments 1,§,...,§ forment

une base du A'(S) -module A'(P). En particulier, A"(P) est un A*(S)-module libre

de méme rang que E .
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3. CLASSES DE CHERN

Soient S un schéma et E un OS-Module localement libre de rang cons-
Vv V.
tant r . Notant E le dual de E , on pose P::PS(E). Nous avons vu (2.2.6) que, dé-
. 2 . . .
signant par £ la classe de OP(1) dans H (P,u), le A"(S)-module A"(P) est libre

-1 . . . s . .
de base 1,§,...,§r . En particulier, il est immédiat pour des raisons d’homogénéité

qu'il existe une unique relation de la forme

r-1 r-i
3.1, §r+ c1§ +oaet ci§ +eeot C = o,

avec c.€ H21(S,u® 1Y pour tout i€fo,r].

Soit maintenant E un OS-Module localement libre quelconque. Pour tout
entier r , 1'ensemble Sr des points de S en lesquels E est de rang r est un

ouvert., On obtient ainsi une partition
S = ll S
r r

de S5 en ouverts disjoints ; en particulier, pour tout As—Module M et tout

entier i , le morphisme produit des images réciproques

HY(5,M) - T Hi(Sr,M/Sr)
r

est une bijection.
Les considérations précédentes permettent de justifier la définition sui-
vante.,

DEFINITION 3.2.~ Soient S un schéma et E un OS-Hodule localement libre., Pour tout

entier i20, on appelle iéme classe de Chern de E et on note ci(E) , 1'élément

21 i . c s
de H 1(s,u691) dont, pour tout entier r 20, la restriction 4 1'ouvert S de S

formé des points ou E est de rang r est 1'élément ¢ défini par la relation 3.1,

5i le rang de E est borné, on appelle classe de Chern totale de E 1'élément

c(E) = z ci(E)

de A°(S) ; dans le cas général, on désigne ainsi 1'élément correspondant dans
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3.3, I1 est évident que quels que soient S et E , co(E) = 1, et que si le rang de E

est borné par d , alors ci(E) =0 pour i>4d .

PROPCSITION 3.4.- Les classes de Chern précédemment définies satisfont aux propriétés

suivantes

(i) (Normalisation) Soit L wun Og-Module inversible, Désignant par [L] 1'image

de la classe de L par le morphisme bord

;
H (5,6 —> o (S,u) ,

on a

c(L) =1+ [L] .

(ii) (Stabilité par changement de base). Soient £ : S'— S un morphisme de schémas

et E un OS—Module localement libre., Pour tout entier i , on a

(e (B)) = ¢, (£7E).

(i1i) (Additivité). Soit O-E'= E - E"~ 0 une suite exacte de Og-Modules localement

libres, Pour tout entier n , on a la relation

cn(g) = T ci(E')cj(Eu)
i+j=n

Avant d'aborder la démonstration, dégageons le corollaire suivant,

COROLLAIRE 3.5.- Pour toute suite exacte O—E'- E~E"-0 de OS—Modules localement

libres, on a
c(E) = c(E').c(E")

dans K'(S) .

Preuve de 3.4, (d'aprés A. Grothendieck : La théorie des classes de Chern.

Bull. S.M.F. (1958), pp. 137-154).
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v
(i) Soit E un Og- Module localement libre ; on pose P::PS(E) et on note

p : P=S 1la projection canonique. On rappelle qu'il y a un homomorphisme <canonigue

surjectif

b (E) > 0 (1).

En particulier si E est inversible, posant E=L en accord avec les notations de
(i) , ona P=S et un isomorphisme
L ———> o_(1).
P

Par suite, £+ [L] = O et 1'assertion résulte de la définition des classes de Chern.

(ii) Vérification immédiate laissée au lecteur.

(1iii) Utilisant une partition de S en ouverts sur lesquels les Modules considérés
sont de rang constant, on peut supposer que E, E', E" sont de rang constant égal &

r, r', r" respectivement. Supposons alors démontré le lemme suivant et montrons comment

il entraine 1'assertion.

LEMME 3.6.- Soit E un OS—Module localement libre muni d'une filtration finie

0=ECEC ... E, € ... E = E
o 1 1 r

dont les quotients consécutifs Li: Ei//Ei 1 {1<i<r) sont inversibles. Alors 1'éga-

1ité ci-dessous est vérifiée

c(E) = (14—[L1]) (1+[L2])...(1+[Lr]).

Seit h : Z -5 1le produit fibré des schémas de drapeaux de E' et E",
Il est clair par définition des schémas de drapeaux que h*(E') et h*(E") admettent
des filtrations finies & quotients inversibles (Li) {(1si<r') et (L;) {(1<j<r") res-
pectivement. Il en résulte que h*(E) admet une filtration a quotients consécutifs

les Li et les L3 . L'application du lemme 3.6 montre alors que

¥*
c(n(E)) = @ (L) M c(L)=c(n (€ ))eln (E)
11 <! B R P 4
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soit grace a (ii)
(3.5.1.) W (c(8)) =n" (c(EN).c(EM).

Mais le morphisme h est un composé de morphismes du type
PT(F) —> T (F Op-Module loc. libre),

*
donc (2.2.5) 1'homomorphisme, image réciproque h : A°(S) ~ A°(Z) est une injection.
D'ol 1'assertion désirée grace & (3.5.1).
Prouvons le lemme 3.6 . D'aprés 1'argument qui précéde, il suffit de voir

la relation analogue
* *
c(p'E) = He(p (L),
1

v
ol, rappelons~le, p :P:=PS(E) — S est la projection canonique. Pour tout i€ [1,r]
v

v
le monomorphisme Ei“ E définit par dualité un épimorphisme E - Ei ; posant

v
Yi= PS(Ei) , on obtient une suite de sous-schémas fermés de P :

S =Y CY, o0 YT .ueCY =P,
1 2 i r

Notons aussi pour tout couple (i,j) d'entiers avec 1<isj<r

1'immersion fermée canonique et posons LI Pour tout entier i€ [{1,r-1], il
1]

résulte du lemme évident (3.6.1) ci-dessous que Yi est défini dans Yi+1 par un

idéal inversible isomorphe a

* * vV
a4 (L,

)90, (-1).

LEMME 3.6.1.- Soit O—-L—-E-F=-0 une suite exacte de OS-Modules localement libres.,

Alors la suite

0~L8®; S(E) - > s(g) —>5(F) -0,

dans laquelle v désigne le morphisme évident et u est le morphisme de degré un cor-

respondant & l'inclusion de L dans E , est une suite exacte de OS—Modules gradués.




294

Par ailleurs, Y1 s'identifie & S et on a un isomorphisme

x*, *,V
o, (p (L)) =0, (1) , soit
1 1 Y1
* * vV
(2.6.2.) a,(p (LY®0O_(-1)) ~0, .
1 1 P Y1
Nous allons pouvoir conclure en utilisant les deux propriétés suivantes de 1'homomor—
phisme de Gysin (SGA 4 XVIII) associé A une immersion fermée u : Z — X de S-chémas

lisses définie par un Idéal J de OX :

(3.6.3) Il satisfait & la formule de projection
( *
u,(xeuw (y)) = u,().y
{3.6.4) Si 1'idéal J est inversible, on a la relation
u (1) = -l11= 007 .

Nous allons en effet voir A partir de 13 par récurrence croissante sur 1l'entier i

gque 1l'on a

(3.6.5) (00, ()" 1 [pT(E)B0 (-] = 0.
j <1 J P

Dans le cas i=r, l'assertion (3.6.5) s'écrit

*
1 lp (L)®o (-1)] =0,
i P
ou encore

n (g+e, (67 (L)) = o,

d'ou aussit8t (3.6). L'assertion (3.6.5) provient pour i=1 de (3.6.2). Supposons
la vraie pour i et montrons qu'elle est vraie pour i+1 . Posons pour simplifier

* v
N=1 [p (Lj) ®Op(—1)1. L'égalité {3.6.5) pour i s'écrit encore
jsi

( *( * -
‘ai+1)*(ai+1,i)*<ai+1,i) (ag,) (M) =0,

soit, compte tenu de la formule de projection pour i1 i ?
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)*(p“(\l/-i+1

) [l ) (W) (e,

(a i+1 i+

et )®0p<-1)] =0,

d'ou aussitdt le résultat désiré,

COROLLAIRE 3.7 (i) Pour tout O_,-Module localement libre E et tout entier i , on a

S
ci<§) - (_1)ici<g).

(ii) Si E est un OS—Module localement libre de rang r , on a

c1(E) = c1(ArE) .

(1iii) Plus généralement, les classes de Chern d'un produit tensoriel ou

d'une puissance extérieure s'expriment au moyen des polynSmes universels explicités

dans (SGA 6 V 6.1).

Preuve : Montrons par exemple (ii), les autres assertions se voyant de fagon analogue.
Utilisant le schéma des drapeaux de E , on se raméne au cas ou E admet une filtra-
tion A& quotients inversibles Li . Alors 1'assertion résulte de 1'isomorphisme bien
connu

Ty ~
A (E) xi(Li) .

3.8. Etant donné un schéma X localement de type fini sur spec{(C), 1'ensemble
X(€) de ses points rationnels est canoniquement muni d'une structure d'espace topolo-
gique localement compact. On dispose de ce fait par voie de topologie algébrique d'une
théorie de classes de Chern [3], associant & tout C-fibré vectoriel contimu V sur
¥(C) des classes ci(V) EHgi(X(C),Z ). Soient maintenant ®. le faisceau des
fonctions continues A valeurs complexes sur X(C) , et € un 6 -Module localement

C

libre de type fini ; on définit des classes de Chern

e (&) e ®Hx(0),2),

4 savoir celles du C-fibré vectoriel dont € est le faisceau des sections continues.
Utilisant enfin 1'application évidente Z -~ Zl/v Z , on en déduit des classes de

Chern, notées de méme s'il n'y a pas de confusion possible
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(3.8.1) c (e)en Tx(e),z/v ).

Par ailleurs, lorsqu'on munit xét de son faisceau structural Sa en X(C) de

1'Anneau Sc , on a un morphisme de topos annelés (SGA 4 XI)

e : X(C) ~ Xep

le morphisme d'Anneaux structural
(3.8.2) e’ () - &

provenant de ce que “toute fonction algébrique est continue"., Le morphisme ¢ induit

un morphisme de faisceaux abéliens

(3.8.3) e*(uxét) I uX(C) s

. . . émes
la lettre 1y désignant dans chacun des deux contextes le faisceau des racines v e

de 1'unité. Enfin, nous identifierons canoniquement (Z,/v Z’)X(C) et uX(C) au

moyen de 1'isomorphisme

(3.8.4) (Z/\)Z)X(C) = By (c)

2im
. . v
envoyant la section 1 sur la section "e "o

PROPOSITION 3.8.5.- Soit E un Sx—Module localement libre. Notant pour tout entier

i20

e W gt - B (R(0),2/ v )

le morphisme image réciproque déduit de 3.8.3 et 3.8.4, on a 1'égalité

* *
ci(e E) = ¢ ci(E) .
Preuve : Il suffit de la voir lorsque E est inversible,Alors, avec les identifica-

. * . . . -
tions usuelles, ¢ (E) est l'image de E par 1'application canonique

(3.8.6) <iE'(x,,,6) =B (X(C),6)
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et il s'agit de voir que le diagramme

H1(X,Gm) s > H1(x(c),@:)
(3.8.7) 3 cy
v . v
H2<X,ux) £ > (x(0),z/vT)

dans lequel 3 est le morphisme bord prevenant de la suite exacte canonique

- v -
(3.8.8) 0=~ G > G =0

et <y la premidre classe de Chern (3.8.1), est commutatif. En fait, en utilisant

que le morphisme "premiére classe de Chern"

*
1 (x(0),00) ~ 8 (x,2)
est le morphisme bord de la suite exacte canonique
X
Q=7 ~ @C__SL> @C - 0

t2int

on voit facilement gque le morphisme <, de {3.8.7) n'est autre que le morphisme bord

associé & la suite exacte

V

0-Z/NT =6 6 =0
- - -t
v c > c ’

qui, compte tenu de (3.8.4), est 1'analogue de (3.B.8). L'assertion en résulte aussitdt.

3.9 Scient X  un schéma et E un @X-Module localement libre. Un passage & la
limite immédiat permet de définir pour tout nombre premier £ premier aux caractéris-

tiques résiduelles de X , des classes de Chern 4-adiques

21 aéf 2i,, @i
c.(B) € B°7(x,2 , (1)) === lim H°{X,u" )
i yA ; Lv

’
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qui possédent les propriétés usuelles explicitées en 3.4 et 3.7 et qui dans le contexte
de 3.8 sont manifestement compatibles (dans un sens évident) avec les classes de

Chern définies par voie topologique.

En tensorisant par Ol , on en déduit des classes de Chern £-adiques

modulo torsion
c (E)GHZi(X Q,(i)) = HZi(x Zz, (i)) ® _, @
i g i 4 Zi £

qui vérifient manifestement les mémes propriétés,

Supposons maintenant que X soit un schéma quasi-projectif et lisse sur un
corps k et notons ici C°{X) son anneau de Chow (Sém. Chevalley : Anneaux de Chow
et applications III 4). Rappelons que nous avons défini dans IV un morphisme d'anneaux
gradués

@ c (X)) =~ A (X)

compatible avec les morphismes d'image directe et d'image réciproque. Par ailleurs,
1'isomorphisme canonique

s, * Pic(X) —= s c'®

associant a tout @X-Hodule inversible L 1la classe du diviseur d'une section ration-
nelle de L qui n'est nulle sur aucune composante connexe de X , donne lieu, sur le
modéle de l'article précité de GROTHENDIECK (ol X était supposé algébriquement clos),

a une théorie de classes de Chern a valeurs dans C'(X). Le morphisme composé
. 2
@y O &y i Pic(X) —> ® (X,Z& (1M

n'est autre que la premiére classe de Chern f-adique. En effet, il suffit de le voir
v
sur les éléments de Pic(X) qui sont de la forme J , avec J un Idéal inversible
de @X , et alors cela résulte de (3.6.4). D'aprés les propriétés d'unicité des théories

de classes de Chern, on en déduit que le morphisme P transforme classes de Chern en

classes de Chern.
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4. FORMULE DE SELF-INTERSECTION ET APPLICATIONS

Soient S§ wun schéma, X un S-schéma, et Y un sous-schéma fermé de X ,
lisse sur S et partout de codimension d . On suppose enfin que X est lisse sur S
au voisinage de Y . On note i : Y = X 1'immersion fermée canonique et J 1'Idéal

41/2

de @X définissant Y . On rappelle (SGA Cycle) qu'on dispose dans ce cas

d'isomorphismes de Gysin
.. 2P 8y _, ,2p+2d ®(p+d)
l*‘ H (Y)U-Y ) HY (X!‘J'X ) ’

a savoir les cup-produits par la classe fondamentale. S'il n'y a pas de confusion

possible, on notera de méme les morphismes de Gysin

. .2p ®p~ _, ,2p+2d (p+d)
» PH (gt ) ~H (X, iy )

obtenus & partir des précédentes par oubli des supports.

THEOREME 4.1.- Dans la situation précédente, notant

N = J/'J2

le faisceau normal de i , on a pour tout y€A°(Y) 1'égalité

i*i*(Y) =y cd(ﬁ) .

Avant d'aborder la démonstration de ce théoréme, indiquons-—en quelques
variantes qui se prouvent exactement de la méme maniére.
a) Si £ est un nombre premier aux caractéristiques résiduelles de S , la for-
. *
mule analogue est vraie dahs H (Y,Z% ).
b) On peut mettre des supports, Si par exemple T est un fermé de Y et

y'EHip(Y,Jgp ) , la formule 4.1 est encore vraie dans Y,u?<p+d)). Bien entendu

2p+2d
Hop {
i, désigne alors le morphisme de Gysin

2p ®p . _ 42p+2d ®(p+d)
Hp (Yopy o ) = HOO0 (X, gy )
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1/2

qui est encore un isomorphisme {(SGA 4 Cycle).

c) Enfin, on peut combiner les deux cas ...

L'outil fondamental dans la preuve de 4,1 étant la théorie des schémas
éclatés, nous allons maintenant faire quelques rappels a ce propos, Désignant par

f : X'* X le X-schéma obtenu en faisant éclater Y , soit

Y J —> X!
g £

v , v

Y L s x

le diagramme cartésien construit & partir de £ et i . On rappelle (cf. SGA 6 VII,3.1,
dont on adopte les notations), que J est une immersion réguliére de codimension 1
définie par un Idéal

A= r’j
Jr=e,, (1)
et que Y'= PY{N). Par ailleurs, on a une suite exacte de 6, -Modules
* /
O—F=g :,N)—~e(y,\\1)—-o .

LEMME 4,2 Pour tout AX—Module M , les homomorphismes

¥* * x *
£ H (XM~ H (X, 8 (M)
* * *
et £t Hy,()( E (M) - Hy(X,M)

: oz - * - 2
sont 1iés par la relation £ .f = id. De plus £, est de degré O .

Preuve : Comme le morphisme £ est d'intersection compléte relative de dimension rela-
tive nulle (SGA 6 VII 1.8), la dernidre assertion provient de la définition de 1'ho-

1/2

momorphisme de Gysin (SGA 4 Cycle). Pour la premidre, la formule de projection

pour le morphisme f

£, () = £, () x"
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* *
ol x€H (X,A) et x'€ HY(X,M), permet de se ramener a montrer que f*(1) =1.
I1 suffit pour cela de voir 1l'assertion analogue au-dessus de U=X = Y, qui est évi-

dente, comme f induit un isomorphisme de U'= X'=Y' sur U,

Remarque 4.3. Bien entendu, 1'énoncé analogue de 4,2, obtenu en éliminant les supports,

est également vrali et se montre de la méme maniére,

Venons—-en enfin a la preuve de 4.1. Tout d'abord, d'aprés un résultat géné-

1/2

ral de (SGA 2 Cycle), qui se prouve de fagon essentiellement formelle, on a

* *
11, 0y) =y i a,(1),

de sorte qu'il s'agit de montrer que

.*v v
i 1*(1Y) = cd(N) ,
ou i désigne ici 1'isomorphisme de Gysin

*

HO(Y,AY) - Hid(x,ﬁfd).

* 2d &d . .
Comme f 1*(1YJ Eﬂy,(X',ux, } et le morphisme de Gysin

24-2 &(d~1 2d,,, ®d
st B0 () 2 20

est un isomorphisme, il existe u€H

2d—2(Y‘,d§€d_1)) tel que

*- -

(441.1) £ 1*(1Y) = 3,(uw) .
*

Appliquant j aux deux membres de 4.1.1, il vient

..* * L*.

i (1) =330,
Posant £ = c1(OY,(1)), il résulte alors de 3.6.4 que

* %
(4.1.2) g i 1*(1Y) = -uf,

L'élément u admet une unique décomposition de la forme

(4.1.3) u=a+ a1§ et ad_jgd—1 (aiE sz—z—zi(Y,u®<d_1_i)))

v
Compte tenu de la relation de définition des classes de Chern de N
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(4.1.2) e e, 08 s e, (g4 (D =0,

on en déduit 1l'égalité
N v v d-1
wf= _ad—1cd(N) + (ao_ad—1cd-1(N))€+"'+(ad-2-ad—1c1(N))g .

* . .
Comparant cette dernidre expression avec (4.1.2), on obtient, vu que ¢ est injectif

(2.2.6), 1'égalité

(4.1.5) i*i*(1Y) = ad_1cd(§).

I1 reste & déterminer 34_q ¢ Tout d'abord, 1'homomorphisme g, diminue les degrés
de 2d-2 , donc

i .
g,(E8) =0 (0<i<d-2),

et par ailleurs (2.2.2) g,(E = 1 . Appliquant g, aux deux membres de 4.1.3, on

obtient donc

(4.1.6) g fu) = a, , .
Par ailleurs, appliquant £, aux deux membres de 4.71.7, on obtient, compte tenu de
4.2,
. 7 .
(4.1.7) 1*\1Y) = i,9,(u) .

Mais 1 'homomorphisme 1, en question est injectif, d'ou

agq = (W) =1, ,
ce qui achéve la démonstration.
Remarques 4.4 a) L'ingrédient essentiel dans ce qui précéde est le théoréme de pureté.
Une fois qu'on en disposera en toute généralité, l'énoncé 4.1 sera valable avec Y ré-
gulier purement de codimension d dans X , et X excellent et régulier au voisinage
de Y . Sous cette forme, le résultat est en tout cas établi en caractéristique O ,

grace 3 (SGA 4 XIX).

b) Lorsque S est le spectre d'un corps séparablement clos et X et Y
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sont quasi-projectifs et lisses sur S , 1'énoncé analogue dans 1'anneau de Chow

de Y a été établi par MUMFORD (cf, 9.2).

COROLLAIRE 4.5.- Sous les hypothéses de 4.1, soient x et y¢ A" {(Y). On a :

. . - v
1, (01, () = 1,(xy ¢ (7).
Preuve : La formule de projection pour le morphisme i montre que

*
1, ()i (y) = i, (xi i, {y)), d'ol la conclusion grice i 4.1.

COROLLAIRE 4.6.- Soient S un schéma, E un OS—Module localement libre de rang

v
constant r et g:X=V(E) S le fibré vectoriel dont E est le faisceau des

sections. Pour toute section f de X au-dessus de S , on a :

£,(13) = ¢"(c_(E))

dans Hzr(x,u?r e

* *
Preuve : Comme ¢ est un isomorphisme (1.2) et gof=1id , £ est bijectif. Il suffit
R * * * .
donc de voir que f f*(1s) =fg (cr(E)). Or, notant N le faisceau normal de £ ,
cette derniére égalité équivaut, d'aprés 4.1, a cr(ﬁ) = cr(E). En fait, on a méme
v
un isomorphisme N >=E , car la suite exacte de (EGA IV 17.2.5) appliqué & la situation
*y

¥*
S —3L> x 4> 5 fournit un isomorphisme N=>f§ Q;/S et par ailleurs Q;/S >~gE

(EGA IV 16.4.8).

COROLLAIRE 4.7.- Sous les hypothéses de 4.6, on suppose de plus S 1lisse et quasi-

projectif sur un corps séparablement clos. Alors notant le cycle section nulle

%%

de X et VY= f-q(ox) le cycle des zéros de £ , on a :
et (¥V) = c _(E)

dans H2r‘(S.L‘\.S ) .
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*
Preuve : D'aprés IV, c£_{Y) = £ CZX(GX). Notant S, le morphisme section nulle de X,
—_ 3

on a

n (4.6) «
ot (o) o= (5),(15) == g"(c_(8)) ,

- . * -~
d'ou 1l'assertion en appliquant 1'homomorphisme f aux termes extrémes.

Remarque 4.8. Soit £ un nombre premier distinct des caractéristiques résiduelles
de S °'. Par simple passage a la limite projective, on déduit de 4.6 et 4.7 les énoncés

correspondants en cohomclogie £-adique.

Soient maintenant £ un nombre premier et X un schéma propre sur un
corps séparablement clos k de caractéristique premiére & £ . On rappelle (IV) qu'on

appelle caractéristique d'Euler-Poincaré f-adique de X 1l'entier

E P!,(X) = § (-1)i dim Hi(X,sz).

COROLLAIRE 4.9.- Soit X un schéma lisse, propre, connexe, de dimension n sur un

corps séparablement clos k , avec car{k) # £ . Notant p : X-k la projection cano-

nique, on a
E Pl (X) = P*CH(OX)

dans @zz Ho(k,wl) .

Preuve : Soient j : X=X xX 1l'immersion diagonale de X et q:XxX-k 1la projec-

tion canonique. Il résulte de 4.1 appliqué au morphisme j que
\/1 .{—.
<, () = 33,010

. v1 o .,
d’on Pelc () =pyd 3, (1) = auded 3,01, -

Utilisant la formule de projection pour le morphisme j , on en déduit 1'égalité
v1 . . X - s
p*(cn(Qx)) = q*(J*(1x) UJ*(1X)), dans laquelle, d'aprés IV, le deuxiéme membre est égal

a4 la caractéristique 4d'Euler-Poincaré f{-adique de X .
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4,10. Lorsque X est projectif sur k , le résultat rappelé de IV montre que
EPz(X) est, dans 1'anneau de Chow de X xX, la self-intersection du cycle diagonal,
et par suite ne dépend pas du nombre premier £ % car(k). Ceci nous permettra par con-
séquent de parler de la caractéristique d'Euler-Poincaré EP/X) de X , sans réfé-

rence a l'entier £ .

PROPOSITION 4.11.- Soit X un schéma lisse, projectif, connexe, de dimension n sur

un corps séparablement clos k . Alors on a :

EP(X) = & (-1)P*? dim HP(X,Q;) .
P.q

Preuve : Reprenons les notations de la preuve de 4.9, et notons J 1'Idéal de 1'im~
mersion diagonale de X . Comme on l'a signalé dans 4.10 , EP(X) est, dans 1'anneau de
Chow de X xX, le produit d4’'intersection QA@A du cycle diagonal A par lui-méme.
Pour le calculer, on peut négliger la torsion, et par conséquent se placer dans

Gr. (X) . Ceci montre que EP(X) est 1'image par le morphisme image directe

top
gt K(XxX) = K(x) = Z

du carré de la classe de G& Xx/ﬁ . Or d'aprés (SGA 6 VII 2.5), ce dernier carré est

égal a
£ (-n* Al

d'ol aussit8t la formule désirée, par définition de q -
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5. SCHEMAS DE DRAPEAUX

Soient S un schéma, E un @S—Module localement libre de rang r ,

)

(p m entiers >0 vérifiant 1'égalité

i‘1<is<m

Py* Pyteest P =T .
On rappelle qu'on appelle drapeau de type (p1,...,pm) de E wune filtration finie

O=ECE C..+.CE = E
m m-1 [}

. ./E. soit localement libre
i-v "1

de E telle que pour tout entier i€ [1,m] 1le quotient E
de rang P, -
On définit un foncteur (Sch/5)° —~ (Ens) en associant & tout S-schéma
*
u : T—S 1'ensemble des drapeaux de type (p1,...,pm) de u (E) et & tout morphisme
de S-schémas 1’'image réciproque, en un sens évident, sur les drapeaux, On démontre

eme

(EGA I 2 édition) que ce foncteur est représentable, et on appelle S-schéma des

drapeaux de type (p1,...,pm) de E tout représentant,

Dans la suite, on notera £ :X—S ie S—~schéma des drapeaux de type
(p1,...,pm) de E . De plus, le schéma des drapeaux de type (1,1,...,1) de E sera
noté D et appelé schéma des drapeaux de E , sans autre précision, si aucune confusion
n'est possible.

I1 est clair par définition que le G, - Module f*(E) admet une filtration

finie canonique

*
0O=FCF C..cF=1¢ (E),
m m O

-1

pour laquelle le quotient Ei= Fi 1/Fi (1si<m) est localement libre de rang p; -

Notant pour tout entier i€ [1,m]
gi: Di*-' X

le X-schéma des drapeaux de E‘.i et g: D1 X eaa X Dm* X le produit fibré des
X X

X-schémas Di , i1l est clair que le composé
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(5.1) h=~fog : D =8
i

est S-isomorphe au S-schéma de drapeaux de E ; & S-isomorphisme prés, on peut

donc écrire D = nX(Di) .
i

PROPOSITION 5.2.~ On a, dans Db(S,A), un isomorphisme

R £, (A) =8 e £, (a)[-21]
py

Preuve : Le morphisme k étant composé d'un nombre fini de morphismes du type

(Q) PT(F) ~F (F Op-Module localement libre)

il résulte de (2.2.1) que

R h (A) ~9 R‘jh*(A)[—j] .
"

Pour la méme raison, on a aussi

Rg,(8) =~ &g, (a)[-5] .
J

Utilisant ([63] 2.16), on en déduit un isomorphisme

R£,(9,4) =@ RIF,(9,0)[-i] .

J
Comme g est lisse & fibres géométriquement comnexes, A/ g*(AD), de sorte qu'il
nous reste a montrer que
(5.2.1) B e (a) =0 (ieXW)
.2, % = ( .

Pour cela, on se raméne immédiatement, grice & la conservativité du systéme des
foncteurs fibres (SGA 4 VIII 3.5), au cas od S est le spectre d'un corpsséparable-
ment clos X . Alors, le morphisme g étant un composé de fibrés projectifs,il résulte

de (2.2.4) que 1'image réciproque

H2$+1(X,AX) 3 H2i+1(D,AD)

est un monomorphisme, de sorte qu'on peut supposer que X=D . Dans ce cas, comme le
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morphisme de projection D=k est lui~méme composé de fibrés projectifs, 1'assertion

résulte par récurrence de (2.2.4).

COROLLAIRE 5.3.~ Pour tout morphisme de schémas u : S—=T , la suite spectrale de

Leray

+
Byt = RPu, R, (4) = RP"Y(uo ), (w)

est dégénérée.

Preuve : cf. [6] 1.2.

Nous allons maintenant préciser la structure multiplicative de la cohomo-
logie de X , en examinant d'abord un cas particulier. Avec les notations précédentes,

on obtient un morphisme d'anneaux

a s A°(S)[T.. ] . . - A" (X)
< L
1Ji 1s1$m,1£3i pm
* N .
en envoyant A°(S) dans A°(X) par 1'image réciproque £ et pour tout couple (i,j)
&
comme ci-dessus 1'élément Tij sur la jime classe de Chern cj (Ei). Pour tout
i i
entier p , on a d'aprés (3.4 (iii))

3
cp(f E) = z < (E
11+12+...+1m=p 1 m
de sorte que, d'aprés la fonctorialité des classes de Chern, le morphisme s'annule

sur 1t'idéal J engendré par les éléments

X

cp(E)— T T, . ees T
lytessd =P

pour p variable. D'oU un morphisme 4'anneaux
(AT (8)(T, . A I, — AT (X).
R (a* ([ J.](J,J.))/ X (%)

PROPOSITION 5.4.- Le morphisme d'anneaux By ci-dessus est un isomorphisme., Le A"(S)-

module A'(X) est libre de rang

(£1)/(ptpyteeep ).
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Preuve : On suit 1'exposé de Grothendieck (Séminaire Chevalley 1958, Anneaux de
Chow et applications, Exp. IV). Nous aurons besoin du lemme suivant (cf. Lemme 1,

p. 19 de loc. cit.),

LEMME 5.4." a) Soit R un anneau commutatif (a,)

. . i t
Msice T éléments de R Désignan

éme

par o, la i fonction symétrique élémentaire des &léments (

; la et par I

Ui)1sisr

1'idéal de 1 anneau de polynBmes R[U1,U2,...,Urj engendré par les éléments o;-a; la

R-algébre
R[U,, U, ,...,Ur]/I

est un R-module libre de rang r !

b) Soient ¥)PyiPyyees,p,  des entiers >0 vérifiant 1'égalité »p

qFeeetp = T .

Alors le morphisme d'anneaux de polynSmes

Vv = - =
R[Tiji]1si$m,1sji5pm RU Lgigr = ¥ s

.éme . . iz :
obtenu en envoyant Ti ; sur la j fonctions symétrique élémentaire des éléments
v
i

<Up1+...+pi_1+s )1SSSpi , est injectif et fait de W un V-module libre de rang

! '
Pylese P!

En particulier, le morphisme de R-algébres

R[T1,...,’I‘r] - R[U1,...,Ur]

. éme . X . .
obtenu en envoyant Ti sur la i fonction symétrique élémentaire des Ui‘ est injec-

tif et fait du deuxiéme membre un module libre de rang r ! sur le premier.

Montrons comment (5.4.1) implique (5.4). Placons-nous d'abord dans le cas
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or X est le schéma D des drapeaux de E et posons pour simplifier Ti1= Ui N
Comme la projection canonique D—S est composée de r-1 morphismes de la forme
PY.(Mi) -y, {(1<isr-1) , avec M, un OY.—Hodule localement libre de rang

r—;+1, on déduit de (2.2.6) que A°(D) est un A°(8)-module libre de rang r ! et que
le morphisme ®p est surjectif. Mais le lemme 5.4.1 a) montre que la source de

wD est &galement un A°({S)-Module libre de rang r! d'ou 1'assertion dans le cas X=D.

Dans le cas général, il est clair que le diagramme

AT (X) g > A" (D)
A A

% “p

c= A'(S)[Ti,jiJ/Jx —— a(s)[u )

dans lequel 1l'application <y est obtenue par passage au quotient & partir du mor-

phisme de A'(S)-algébres
. r e
A (S)_Ti1j.] A [Uk]
i
- L& . P . . .

défini en envoyant Ti 3 sur la Jime fonction symétrique élémentaire des éléments

23

i

(u )

’
p1+...+pi_1+s 1ss5pi

est commutatif., Comme @ est un isomorphisme, il résulte de 5.4.1, b) que 4°(D)
un C-module libre de rang p1!...pm! . Par ailleurs, l'expression de g comme produit
fibré de X-schémas de drapeaux montre que A°(D) est aussi un A°(X)-module libre de
rang p1!...pm! . D'ou aussitBt le fait que @y est un isomorphisme.

Dans 1'énoncé de la proposition suivante, on convient de poser pour tout

schéma Y et tout AY~Module M

owm)=@.ﬁwm®£i).

n,i
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Le A-module Q(Y,M) est canoniguement muni d'une structure de A°(Y)-module, provenant
du cup-produit. Si u:Z-Y est un morphisme de schémas, le morphisme image réciproque
* *
u : Q(Y,M) = Q(zZ,u M)
est compatible avec les structures de A°(Y)-module de Q(Y,M) et de A'(Z)-module

*
de Q(Z,u M). On en déduit un morphisme de A®(Z)-modules, dit canonique,

A%(Z)® Q(Y,M) - Q(Z,u' M) .
A (Y)

PROPOSITION 5.5.- Soient S un schéma, E un Os-Module localement libre de rang r .

On note £ : X-S le S-schéma des drapeaux de type (p1,...,pm) de E . Alors, pour

tout AS—Module L , le morphisme canonique

iAT(X)®  Q(s,L) ~Q(X,£1)
A" (S)

est un isomorphisme.

Preuve : Lorsque X::PS(E), c'est une conséquence immédiate de (2.2.4) et (2.2.6).
On en conclut que c'est vrai pour X =D , Dans le cas général, comme les morphismes

canoniques g:D—X et h:D-S sont composés de fibrés projectifs, les morphismes

canoniques
. ¥*
A" (D) ® o(s,L) ~0(p,n L)
A" (s)
. * *
et AT (D)@ o(x,g91) =a(D,g L)
AT (x)
sont des isomorphismes. Par suite id ® o est un isomorphisme, d'ol le résultat
A" (D)

puisque A*(D) est libre sur A°(X).
Nous allons maintenant donner une variante relative de (5.4) et (5.5).

Avec les notations précédentes,soit u:S=T un morphisme de schémas. On pose

AT (X/T) = @ Rzi(uo f)*(AX)
i

a . 21 .
et de méme A°(S/T) = &R B u*(As). Enfin, pour tout A -Module L , on pose
i
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Q(s/T,L) = & 2t u*(L®u.S A )

n,i
* * i
et Q(X/T,£L) = @ R™(uo#),(f L®u§1).
n, i
Pour tout couple (i,j) d'entiers, avec 1si<m, 1sj3pi , 1l'image de 1la

classe de Chern cj(Ei) par le morphisme canonique

25 s o o @
H J(X,u-xj) - (T,R J(uof)*(ux“7

définit un A -morphisme.
T

€y 2 AL - sz(uirf)*(ﬁfj ).

*
La donnée des Cij et 1'image réciproque £ permettent de définir un morphisme de

A" (S/T)-Algébres

TA® /TYT NS 4
8, A(S/T)L’I‘i,ji]( ‘i) AS(R/T)

i,]
Notant c, les sections de 4°(S/T) définies par les classes de Chern ci(E), on
voit comme dans (5.4) que 91 s'annule sur 1'Idéal J engendré localement par les

relations

b3 Ty g eee Ty =¢ {pem?Y.
i +...+im=p

1
D'oil un morphisme de A°(S/T)-Algébres

8 : A'(S/T)[Ti’j.j(i,jJ/J - AT (X/T) .

PROPOSITION S5.6.- Avec les notations précédentes

a) Le morphisme de A"(S/T)-Alglbres

o 2 AT(S/TIT, o Jyy 5 30 = AT(X/T)

est un isomorphisme.

b) Pour tout Aj-Module L , le morphisme canonique de A (X/T)-Modules
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At X/ Q(s/T,1) =0 (x/T,£°L)
A (s/T)

est un isomorphisme.

Preuve : Simple faisceautisation de (5.4) et (5.5) respectivement.
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6. SCHEMAS EN GROUPES

Commengons par une propriété générale des objets tordus par des torseurs.

PROPOSITION 6.1.- Soient S wun schéma, G un S-schéma en groupes quasi-compact, lisse

et & fibres connexes, et X un S—schéma muni d'une opération & gauche de G .

Si Ff:E-=S est un S-torseur (3 droite) sous G , on note XE le S-schéma obtenu &

partir de X par torsion au moyen de E et de 1l'opération de G sur X . On note

piX—=8 et gq :XE~ 8 les projections cancniques, Dans ces conditions, pour tout

A.-Module M et tout entier i

i * . R
S , lg As—Module R q*(q M) est canoniquement isomorphe

1 ¥*
a Rp,(p M).

Preuve : pPT,
.
E xS X > XE E Xo X > X
Pl".I q PI‘1 p

\ v v

£ £
E ———>¢5§ E > 3

s
() D,)

On sait que le diagramme (D1), dans lequel ¢ désigne 1l'application canonique de pas~
sage au quotient, est cartésien. Le morphisme f étant lisse, le théoréme de change-

ment de base lisse fournit un isomorphisme

~

* g * i * %
u: £ Rq(q M) > R (pr,), (@ a M) .

De méme, on déduit du diagramme cartésien (D2) un isomorphisme

* i * ~ i % ®
v £ R (p M) > R (pr,), ({pry) p ).

) . L . * *
Mais p opr2= qo o donc, identifiant de fagon claire @ 0 g

, x % )
et \prz) op , on défi-
nit un isomorphisme

- * i * ~ *_ i *
vou: ¢ qu*(q M} —> f Rlp*(p M) .

Le morphisme £ étant & fibres géométrigues non vides et connexes, il résulte de
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*
i1 résulte de (SGA 2 XIT 6.5 (1)) que le morphisme d'adjonction adj: id—£,f

est un isomorphisme, de sorte que

(adj)_1o f*(v_1 o u) o (adj)

est 1'isomorphisme désiré.

PROPOSITION 6.2.- (Mme RAYNAUD ([5]). Soient S wun schéma et p:G-S un S~schéma en

groupes réductifs (SGA 3 XIX). Pour tout AS—Module localement constant constructible

1 *
M et pour tout entier i , le A -Module Rlp*(p M) est localement constant et cons—

tructible. De plus, pour tout morphisme u:S'— S définissant un diagramme cartésien

Gt > G
p' p
A\ u \
s’ > S

le morphisme de changement de base

* 5 * 1 *
uwR'p, (p M) —> Ripi(pou’) (M)

est un isomorphisme.

Preuve : Les deux assertions de 1'énoncé sont locales pour la topologie étale de S .
D'aprés(SGA 3 XII 2.3), on peut donc supposer que G est déployé. Soient alors B

un sous—groupe de Borel de G du type indiqué dans (SGA 3 XXII 5.1.1), de sorte que

le quotient G/B existe d'aprés (SGA 3 XXII 5.8.5), et q:G—=G/B et r:G/B —§

les morphismes canoniques. Le morphisme r étant propre et lisse, il satisfait au théo-
réme de changement de base propre et les foncteurs Rir* transforment faisceaux abé-
liens localement constants constructibles en faisceaux du m@me type (SGA £ XVI 2.2).

Par ailleurs, par (SGA 4 XXII 5.5.1), le S-schéma B est isomorphe & un produit fini

de fibrés vectoriels et de fibrés vectoriels épointés et par suite il résulte immédia-

tement de (1.1) et (1.2) que, notant t :B =S le morphisme canonique, les
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. i * .
faisceaux Rt (t M), avec M un A -Module localement constant constructible, sont
localement constants constructibles et stables par changement de base. Soit maintenant
M un AS—Module localement constant constructible, Il résulte des considérations

i *
précédentes et de (6.1) que les faisceaux qu*(p M) sont localement constants cons-

tructibles, et on en déduit en utilisant la suite spectrale de Leray

Rir*(Rj a ) (e M) = Ri+jp*(p*M}
qu'il en est de méme des faisceaux Rip*(p*M). Enfin, d'aprés (6.1), les faisceaux
Riq*(p*M) sont stables par changement de base ; gr3ce au théoréme de changement de
base propre pour r , on en déduit que les faisceaux Rip*(p*M) sont également stables

par changement de base.

Remarque 6.3.- Comme tout S-groupe réductif est localement pour la topologie étale
image réciproque par le morphisme canonique S —~Spec(Z) d'un Spec(Z)-schéma réductif
(SGA 3 XXIII 5.7 et XXV 1.3), (6.2) montre que le calcul de la cohomologie (& coef-
ficients de torsion premier & la caractéristique) des schémas en groupes réductifs
sur un corps algébriquement clos se raméne au probléme transcendant du calcul de la
cohomologie des schémas en groupes réductifs de méme type sur le corps des complexes,
dont la solution est connue par les méthodes de la topologie algébrique, compte tenu

du théoréme de comparaison (SGA 4 XI 4.4)

COROLLAIRE 6.4.,~ Soient S un schéma et p : G—S un S-schéma en groupes extension

d'un S-schéma en groupes étale fini F et d'un S-schéma en groupes réductif U .

Alors, les conclusions de (6.2) sont valables pour tout AS—Module localement constant

constructible M .

Preuve : Quitte A faire le changement de base F =3, on peut supposer F de la forme

FS, ol [ désigne un groupe fini ordinaire. Alors, on a un isomorphisme de S-schémas

o ~LLl 4

yer

’

et on conclut par (6.2).
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COROLLAIRE 6.5.- Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes réductif et H un

sous-S-schéma en groupes réductif de G , tels que le faisceau quotient de G par H

pour la topologie fidélement plate quasicompacte soit représentable. Alors, notant

P : G/H =S le morphisme cancnique, les conclusions de (6.2) sont valables pour tout

AS—Module localement constant constructible M .

Preuve : Soit £ : G=G/H le morphisme canonique, qui est lisse, donc de descente pour

les faisceaux étales (SGA 4 VIII 9.1). Posons pour tout entier r20

= o { ;
G, GXQ@ quﬂlx“'xgﬁ G (re1 fois) ,

qui d'aprés SGA 3 V 1.5, s'identifie canoniquement &

r fois
et notons fr: Gr* G/ﬁ et gr: Gr* S les morphismes canoniques, de sorte qu'en parti-

culier f = f . Notons enfin, pour tout entier qz0 , Hq(M) le complexe

o

¢ * - * - - %
aHg )W (2010 2 % (g )), (£1M) 2 et RY(g ), (£ .0

&3
D'aprés (3GA ) , on a une suite spectrale de descente {ou de Eech)
E (M) : qu = 1P (i) = 2% %, ().

Comme les schémas Gr sont des schémas en groupes réductifs, il résulte de 6.2 que

les termes

qu sont localement courants constructibles et compatibles avec tout

P o . ~ n
changement de base. On en déduit aussit8t qu'il en est de méme pour les E .
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7. INTERSECTIONS COMPLETES

On suppose donné dans ce paragraphe un corps séparablement clos k . Si £

est un nombre premier # car(k), on note pour tout k-schéma propre X et tout entier

i20 par bz(X) fou bl(X) si aucune confusion n'est possible] le jome nombre de

Betti de X pour les coefficients Z& .

section hyperplane de X 1le lieu des zéros d'une section transversale & la section

Si X est projectif sur k , on appelle

Vv,
nulle d'un fibré vectoriel V() , avec £ un @x—Module inversible ample.

THEOREME 7.1.- {Théordme de Lefschetz)Soient X un k-schéma projectif lisse, connexe

de dimension n , Y un sous-schéma de X intersection de ¢ sections hyperplanes

de X,

,m
(a3

L un AX—Module localement constant constructible, Alors

(i) L'homomorphisme image réciproque

Hi(X,L) - Hi(Y,LlY)

est un isomorphisme pour is<n-d-1, et un monomorphisme pour i=n-d .

(ii) Supposons Y lisse sur k , de dimension n-d . Alors 1'homomorphisme de

Gysin
A (v, (L] Y) 2 -2k )

est un isomorphisme pour i=zn-d+1 et un épimorphisme pour i=n-d .

Preuve : Il est bien comnu que le complémentaire d'une section hyperplane est un
ouvert affine, et par suite U=X % Y est réunion de d ouverts affines, L'assertion

(i) résulte alors immédiatement de la suite exacte de cohomologie
. . : N .
...-'H?(U,LlU)*Hl(X,L) -u'(y,L|Y) == Hj”(U,LIU) - e

et du lemme suivant,

LEMME 7.7.7.- Soit U un k-schéma de type fini de dimension n , réunion de d ouverts

affines, et F un AU-Module.



319

a) Si F est constructible,

l

H%UJ):O pour izn+d .

b) Si F est localement constant et U Llisse sur X ,

H_(U,F) =0  pour isn-d .

Pour d=1, l'assertion a) n'est autre que {SGA 4 XIV 3.2). Dans le cas
général, notant 7 un recouvrement de U par d ouverts affines, on en déduit a)

gr3ce & la suite spectrale de Cech
P (1 (F)) = w0, Py

Montrons b). Comme les foncteurs Hi(U,.) commutent aux limites inductives filtrantes
(SGA 4 VII 3.3), on peut supposer F constructible, et alors 1'assertion résulte de a),
grice & la dualité de Poincaré (SGA 4 XVITII).

Enfin, compte tenu de la définition du morphisme de Gysin via 1'isomor-

phisme canonique
(7.1.2) R N A E T E W e RO

1'assertion (ii) résulte de 7.1.1 a) et de la suite exacte de cohomologie agsociée &

un ouver:t et son complémentaire

i

YE L) =E L) ~H L) -,

cee =T L )2 H

Remarque 7.7.3.~ En fait, il résulte de la propriété d'excision que 1'isomorphisme ca-
nonique (7.1.2) se généralise au cas ou 1'hypothése de lissité sur X , et celle
que L soit constructible localement constant, sont vérifiées seulement au voisinage
de Y , de sorte que 7.1 [ii) se généralise dans ce cadre.

Pour des formulations nettement plus générales, voir (SGA 2 XIV 4.6), qui
cependant est prouvé seulement moyennant la résolution des singularités, donc provisoi-

rement en caractéristique 0 .
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COROLLAIRE 7.2.- Soient X wun k-schéma projectif lisse, connexe, de dimension n ,

Y un _sous-schéma de X intergsection de d sections hyperplanes de X , et L un

Zz— faisceau constant tordu constructible (4 £ car(k)). Alors :

(i)_L 'nomomorphisme image réciproque

o HY(X,L) = B (Y,L]Y)

est un isomorphisme pour i<n-d-1, et un monomorphisme pour i=n-d . Si de plus

L est localement libre constructible, le conoyau de est sans torsion.

Xn-d

(ii) Supposons Y 1lisse sur k , de dimension n-4 . Alors 1'homomorphisme de

Gysin

Byt B (L) (-a)) ~1 240k,

est un isomorphisme pour i>n-d+1 et un épimorphisme pour i=n-d . Si de plus L

est localement libre constructible, 1'épimorphisme B8 est direct et son noyau

n-d

est sans torsion.

Preuve : Montrons (i), l'assertion (ii) s'en déduisant par dualité de Poincaré. Dans
le cas général , un simple passage & la limite & partir de 7.1 (i) permet de conclure.
Lorsque L est un Zz-faisceau localement libre, on applique le lemme suivant au
morphisme image réciproque

RT(X,L) - RI(Y,L|Y)

de D(Z%) , 1'hypothése (iii) étant réalisée grace 2 7.1 (i).

LEMME 7.2.1.- Scient V un anneau de valuation discréte, kv son corps résiduel,

u : X—~L un morphisme de D(V).

On suppose que K et L sont & cohomologie de type fini, et on note M

le mapping-cylinder de wu ., Alors pour tout m€E Z les conditions suivantes sont équi-

valentes :

(1) B’ = o pour psm-1, et (M) est sans torsion.
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(ii) Pour tout V-module N , le morphisme

H (u® i) : B (x@N) ~ P (L®N)

est un isomorphisme pour psm-1 et un monomorphisme pour p=m .

(ii bis) Pour tout V-module N on a

BP(MON) = 0 (psm-1).
(iii) Le morphisme
B (ugid) = HP(KQKV)*HP(Kglgl)

est un isomorphisme pour p<m-1 est un monomorphisme pour p=m .

(iii bis) HP(M;QISI) =0 pour psm-1 .

De plus, ces conditions équivalentes impliquent :

(i bis) Le morphisme

P (u) : #P(x) - BP(L)

est _un isomorphisme pour p< m-1, est un monomorphisme de conoyau libre pour p=m .

Preuve : Le diagramme d'implications suivant est évident
(ii) e (ii bis)
Y (i) = (i bis)
(iii) & (iii bis)
Nous allons montrer séparément que (i)=(ii bis) et (iii bis)=(i), ce qui suffira
pour conclure. L'assertion (i) ={(ii bis) se voit sans peine sur la suite exacte
de Kiinneth
o~rP (M) g, N~ HP(M@N) -Torz(Hp+1<M),N) -0 .

La méme suite exacte, pour N=kV , montre que si (iii bis) est vrai,

on a

WP (V) 8k,= 0 (psm-1) et Tor\:(H’“(M),lgl) =0.



322

On en déduit (i) par le lemme de Nakayama et le critére local de platitude

(EGA © 10.1.3).

11l
Sous les hypothéses précédentes, on voit que la comnaissance des groupes de

cohomologie de X & coefficients dans Q implique la connaissance de ceux de Y ,

£
excepté en dimension n-1 . Le calcul de ce dernier se raméne immédiatement, sous ces

conditions, au calcul de la caractéristique d'Euler-Poincaré de Y . C'est & ce

calcul que nous allons maintenant nous intéresser, dans un cadre un peu plus général.

PROPOSITION 7.3.- Soient X un k-schéma propre, lisse, comnexe, de dimension n,

E un OX—Module localement libre de rang constant r , et Y le lieu des zéros d'une

v
section de V(E) transversale 3 la section nulle. Notant p:X—k le morphisme cano-

nique et p, le morphisme de Gysin correspondant on a 1‘'égalité

v -1
= { {
EP(Y) = p,(c(Q)c(E) < (E))
dans H°(x,Q,) = Q, .
—_— 'y j
Preuve : D'aprés (EGA IV 17.13.2), Y est lisse purement de dimension n-r et ,
notant 1:Y-X 1'immersion canonique, le faisceau conormal & i est 1'image récipro-

N v
que par i du faisceau conormal E & la section nulle de V(E). On a donc une suite

exacte

(7.3.1) O-*i*(é)-*i*(Q;)-*O;-*O
d'od résulte aussitdt 1'égalité

(7.3.2) e(fly) = 1 (c(@)e(e)™h

On en déduit par (3.10) 1'expression suivante pour EP(Y)

EP(Y) = p,i i (c(Q)e(e)™")

soit, compte tenu de la formule de projection pour le morphisme i

’

EP(Y) = p*(c(ﬁ;)C(E)"1i*(1Y)) .

La formule de 1'énoncé en résulte immédiatement grice a (4.7).
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COROLLAIRE 7.4.~ Soient X un k-schéma propre, lisse, connexe, de dimension n et

Y un sous-schéma fermé lisse de dimension n-1 de X , défini donc par une section

d'un OX- Module inversible L . Notant p le morphisme canonique de X dans k et p

le morphisme de Gysin correspondant, on a 1'égalité

1 -1
(7.4.1) EP(X) -EP(Y) = p*(c(E&)c(L) )
dans H°(k,Q,) = Q . De plus
n-1 n-1 n n V1 -1
(7.4.2) b (YY) = 2b 7 {X)b (X)+(-1) p*(c(Qx)c(L) D)
Preuve : L'égalité (7.4.1) provient de 7.3 et de 4.2 compte tenu de 1'égalité évidente
1 -c(L)-1c1(L) = c(L)-1
Utilisant {7.2), on voit que

B2 (y) = b (X)) <™ (X)b™ T (X)+ (=1 (EP(X) -EP(Y)).

bn+1

Mais b7 (X) = (X) par dualité de Poincaré, d'ot (7.4.2).

COROLLAIRE 7.5 .- Soit X un sous-schéma lisse, connexe et de dimension n de

p:+r , intersection compléte globale de r diviseurs de

n+r .
pk , Soient X1,X2,...,Xr.

Pour tout entier i€ (1,r) , on note di le degré de Xi . Alors :

(i) Les groupes de cohomologie HP(X,ZZI) sont des Z, -modules libres de type fini,
(ii) Si p est un entier <2n et £An,
0 si p est impair

HP(X,Z%) =~
Zi si p est pair.

(iii) La caractéristique d'EBuler-Poincaré de X est donnée par la formule

. J J
EP(X) = dye.ed, P (-1)n‘l(n+§+1) d11 . drr .
0<i<n
Jyteeot] =n-i

Preuve : L'assertion (i) résulte immédiatement de (7.2). De méme pour (ii), compte tenu

de la cohomologie des espaces projectifs (n® 2).Montrons la partie (iii). Notons P

l'espace projectif ambiant, p: P~k 1la projection canonique, p, le morphisme de Gysin
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correspondant et & 1la classe de OP(1). Pour tout i€ (1,r), le schéma Xi est dé-
fini par une section d'un OP—Module inversible Li’ de sorte que X est le lieu des
zéros d'une section de V(ET%"' @‘ir) transversale a la section nulle. Par ailleurs
on sait que l'on a une suite exacte

n+r+1

1
0-0q,® cp(1) ~ 0y - op(1) o,

d'ou

C<5;) - (1+’§>n+r+1

On déduit alors de (7.3) 1'expression suivante pour EP(X).

EP(X) = py(c(@)e( B.@ L) e D) e, @)

n+r+1

i

Py(dyened E7(148) (1+d1§)_1...(1+dr§)_1).

n+r
)

Utilisant le fait que p (g =1 {2,2,2¢c)) , on en tire sans peine la formule dec

1'énoncé.

Remarque 7.6. On peut également obtenir 1'expression de la caractéristique d'Euler-
Poincaré en utilisant (4.11) et en transcrivant les calculs de Hirzebruch (3, p.160-161)
qui utilisent le théoréme de Riemann-Roch, Pour un calcul plus complet et la déter-
mination de la cohomologie de Hodge des intersections complétes, on renvoie le lecteur

a (sGaA 7 XI).

7.7 Par analogie avec ce qui se passe dans le cas transcendant, ou pour des
coefficients constants on dispose d'un autre théoréme bien connu de Lefschetz ([4]),
*)

. . . (
on est amené & conjecturer 1'énoncé suivant.

§i X est un k-schéma projectif, lisse et connexe de dimension n et §

la classe dans H2(X,Z% (1)) d'un @X—Module inversible trés ample, alors pour tout

) . L . -
Qz—falsceau constant tordu L et tout entier p<n, la multiplication par § P

P (x,1) - PP(x,L(np))

est un isomorphisme.

(¥) Comme Deligne 1'a observé, les énoncés (7.7) sont faux sans hypoth&se supplé-
mentaire sur L . Cependamt, Peligne les a démontrés (La conjecture de Weil II)
lorsque de plus L est "pur".



326

Cet énoncé conjectural a les conséquences suivantes, également non
prouvées en car £ O .

Soient X un k-schéma projectif lisse, connexe, de dimension n ,

Y une section hyperplane lisse de X , L un Ql—faisceau constant tordu sur X .

(i) Le morphisme image réciproque

#P(x,1) - #P(v,L]y)

est un épimorphisme pour pz2n .

(ii) Le morphisme de Gysin

POy, (L) (-1) ~#P*2(x,1)

est un monomorphisme pour ps<sn-2 .

Preuve : Soit j : X“—> P* une immersion fermée et §X (resp. §Y) la classe dans
2
H(%,0,(1)) {resp. Hz(y,%(w))) de 8,(1) (resp. ®(1)). On note a : Y&—>X

l'injection canonique, Pour q<n-1 , le diagramme

*
19(x,1) a > wYy,Lly)
n-1-q =1-q
U v g,
v v
*
#7279, L (nm1-q)) —E——s PP EYy, (1Y) (n-1-q)

est commutatif et la colonne de droite est (conjecturalement) un isomorphisme., Posons
P = 2n-2-q ; pour qsn-2 , soit p=2n , la ligne du haut est un isomorphisme (7.2),
d'ou 1'assertion (i). L'assertion (ii) se prouve de m&me en considérant cette fois le

diagramme suivant, avec p<n-1 .
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®P(y, (L|Y) (-1)) —Gysin . P21y 1y

_1..p
U g’;'H’ v g

v \%

W2 2P (v, (1|v) (n-2-p)) B> P (X, L(n-1-p))

dans lequel la ligne du bas est un isomorphisme pour 2n-2-p 2n , soit p<n-2
(7.2 (ii)) .
Pour une discussion de ces conjectures et de leurs conséquences, on renvoie

le lecteur & 1'exposé de Kleiman (Algebraic cycles and the Weil conjectures, in

"Dix exposés sur la cohomologie de schémas .).
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8. VARTETES ECLATEES

Dans ce numéro, nous donnons une variante cohomologique des calculs pour
le groupe X et le "groupe des classes de cycles" d'un schéma éclaté, donnés dans
SGA 6 VII 3.7 et 4.8 ., Les hypothéses et les notations sont celles du début du paragra-

phe 4 (4.1 a 4;3). Dans ces conditions, le morphisme "classe fondamentale"
¥ ¢ 3 (uer -2 ~ A,
fournit, aprés application du foncteur R £, , un morphisme
Re, (V) i, Ro, (ko D-2]-RE(a,).
THEOREME 8.1.- Le morphisme de D' (X,A)
(8.1.1) A® iR g*(uf,‘ -2l me, (4, )@ i, (5™ D(-24]

défini par la matrice

adj R £ (Y)

0 i, (trace)

est un isomorphisme,

Preuve : Grace & la conservativité du systéme des foncteurs Ffibres, il suffit’ de vé-
rifier 1'assertion au-dessus de chaque point x de X . Elle est évidente au-dessus
de U=X =Y, Pour x appartenant & Y , on se raméne, grice au théoréme de chan-

gement de base propre, A prouver le lemme suivant (avec r=d-1).

LEMME 8.2.- Soient k un corps séparablement clos, r21 un entier, et P::P; .

Alors :

a) L'application canonique A-*HO(P,A) est une bijection.

b) B'(P,A) = 85 (P,A) = 0 .



328

c¢) Pour 0<ps<2r-2 , la multiplication par &= cﬁ(OP(1))€ HZ(P,u) .

WS ") = w73 (p,0)

est un isomorphisme.

- = L. .
d) Le morphisme trace Hzr(P,uf 1) - Ho(k,ui (r+1)) est une bijection.

Le lemme est une conséquence immédiate de 2.2.2.
Pour 1l'énoncé du corollaire suivant, on convient de poser pour tout

X-schéma h : T—X , toute partie fermée Z de T et tout complexe M de AX—Modules

i

g (T,M) #¥ (T, n* (M)

H;(T,h*(M)).

et ) (7,)

COROLLAIRE 8.3.~ Pour tout complexe M de AX—Modules et tout p€Z, les applica-

tions

(8.3.1.) M @R 2 (v, ue, 8 Y wrP(x m) @rP 2oy, ne 8" Y
et
(8.3.2)  HH(x,M) orP 2y 28N ~HP, (x",M) o2y, u2 .2~ 9

définies par la matrice

I

sont des bijections.

Preuve : Notons provisoirement u le morphisme {8.1.1). Compte tenu de la formule de

projection, les fléches (8.3.1) et (8.3.2) sont celles induites sur les pomes

objets
de cohomologie par les morphismes RTI{X,p® ld‘M) et ]RI‘(X,u@ 1dM) respectivement,

d'ou 1l'assertion.

8.4. Nous allons maintenant expliciter 1'isomorphisme inverse de (8.3.2) et aurons

besoin pour cela de quelques lemmes.
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LEMME 8.4.1.- Soient S wun schéma, E un OS—Module localement libre de rang constant

d,

2

p:P = PS(E) ~+ S le fibré projectif associé. Désignant par F 1le Op-Module

défini par la suite exacte canonique

*
¢ -F-p (E) » op(1) -0,

on a la relation

p*(cd_1(§)) =1.

Preuve : Désignons par ¢y les classes de Chern de E , et posons § = c1(0p(1)). De

1'égalité
P*(C(E)) = c{F)(1+¢€) résulte que
c(F) = (cEN(1+ ) d'ou
(8.4.2) c. (M= ¢ (o)8-T-1 o erei
4-1" Togigan 1

=1y 21 (2.2.2). Le

Or 1'homomorphisme Px diminue les degrés de 2d-2 et on a p*(i
lemme s’obtient alors en appliquant 1'homomorphisme p, aux deux membres de (8.4.2),

et en utilisant la formule de projection,

LEMME 8.4.3.- On note F 1le OY,—Module localement libre défini par la suite exacte

canonique
*
o~F~g(N)~ow(ﬂ~o.

Soient M wun AX-Module localement constant constructible au voisinage de Y , et p

un entier 20, Pour tout y’EHp(Y,H), on a la relation

(5,00 = 5, (5" (e, _, ()

®4
wo) .

dans Hgfgd(X'J4®

Preuve : Posons z= f*(i*(y)) —j*(g*(y)cd_1(;)).

On a * * % * * v
3 (=)=g 1 1,(y)=3 3,(a (Ve  4(F)),

d'ol, grice & (4.1) et au lemme de linéarité de (SGA 4 XVIII),
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(8.4.4) (D =g e (gW) =, (Fe (0, (-1)]=0 .

Posant U=X 2 Y et U'= X't Y', on a un diagramme commutatif exact évident

V¥
Hp+2d-1(u,) <) > Hszd(X') J > Hp+2de)
A A A
*
(844.5) 1 I g
2d-1 2 i 24
pPr2d=teyy — 2 Hf}* dx) — 22— 5Py ,

avec des simplifications de notations évidentes. La considération de (8.4.5) et
(8.4.4) montre alors que 2z est de la forme
*
z=£ (1),

avec tGH};"Zd(X,H@u@d). Par (4.2), on a t=f,(2z) , de sorte qu'il suffit de voir

que f,(z) =0.0r
* . * v
£,(2) = £,8 (1,(y)) - £,3, (g (¥)ey_,(F)) ,
d'ok en utilisant (4,2),
R . * v,
£,(2) = 1,(y) -i,9,(9 {y)c,_,(F)).

On conclut en utilisant la formule de projection pour le morphisme g¢g , et (8.4.2).

PROPOSITION 8.5.~ Soit M un AX—Module localement constant constructible au voisinage
c_lEY.

* P
1888 ~1* (v 2, %)Y 2) 1 iunique application défi-

a) Notant vy: Hool

nie par la relation

(845.1) £ £,= j0 y+id,

on a

(8.5.2) 90 Y =0,
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et la matrice inverse de (8.3.2) est

(845.3) .

-y g (e y(F)

b) Pour tout entier p 20, la suite

~2d

0 ~HP ™% (v, M(=d)) A s P20y w(-1))@HP (x, M) —> uP(X',¥) =0,

dans laquelle X et u désignent les fléches

Atox—> [9*(X)Cd_1(§)' =i, (x)]

b (x,y)m J',.(X)+f*(Y)

est exacte. De plus, l'application A a pour inverse & gauche

A (x,y) ——> g, (x) .

*
Preuve : Montrons a). Compte tenu de 4.2 (£, = id), il suffit, pour voir que

¥* *
£ -i, £ Je
° = id ,
(e, (F 0
-y g (ey_4(F) Iy
de prouver que
* v
(845.4) Yig+ id = g [g,()c, ,(M)],
et (845.5) Y =0 .

De {8.5.,1), on déduit que
LR ) . * %
£Ef =5, yE+E
*
d'ol par (442) J,Y£ =0, d'odl résulte (8.5.5), puisque j, est un isomorphisme,

Montrons (8.5.4). De (8.5.1) résulte que



332

*

By = Ju Yigt 3y
soit, puisque f£ j.= i g, et compte tenu de (8.4.3),

*

58 (500 (=3, Vit 4y -
La relation (8.5.4) en résulte en multipliant & gauche par 1'inverse de Jje + Enfin
(8.5.2) s'obtient en écrivant que le composé des deux matrices dans 1 autre sens est
1'identité. Montrons b). De 8.4,3 et 8.4.1 respectivement résulte que upoA=0 et
A'o A = id. Par ailleurs, 1l'application p est surjective d'aprés (8.3). Il reste

donc & voir que Ker(u)<Im(A). Mais uwo{(AoA') =0 et XA'o (AolA') = id de sorte

que u{x) = 0 implique que
(W®r) (Ao r' (x)) = (WX )(x) ,
d'ol x=xroA'(x) d'aprés 8.3.

8.6. Nous allons maintenant essayer de déterminer la structure multiplicative de

la cohomologie de X' . Pour cela, nous poserons pour tout p€Z et tout AX-Module M

localement constant constructible au voisinage de Y
WP (X1 M) = B2 (v M(=1))@ HP (X, M)

Pour p,q€Z et M,N deux AX-Modules localement constants constructibles au voisi-

nage de Y , on définit une loi de composition
(8.6.1) U oM Vi, -t s )
A A

par la formule

(yt (st = (! VXX _43yPa,., * %,
(8.6.2) [y ,xJU(y},xy) = (-yjyi8+ yig i (x,)+(=1)""yg i (x)),x,x,)

Cette loi de composition est clairement anticommutative, et un calcul facile mais fasti-
dieux montre qu'elle est associative., En particulier,

v*(X‘YA) = vp(x"A)
pE€EZ
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est aussi muni d'une structure de A-algébre graduée commutative {au sens des algé-

bres graduées par Z ), et

TXM) =@ YP(XT,M)
pEZ

*
est muni d'une structure de module gradué sur 1'anneau gradué V (X',A).

PROPOSITION 8.6.3 a) Pour tout couple (M,N} de Ay-Modules localement constants

constructibles au voisinage de Y , le diagramme

* *
V(X M)®V (X',N) w® p > H (X', M) ®H (X',N)
(8.6.1) U
A\ \%
v (X', M®N) = > H (X',M®N)

est commutatif, En particulier, 1l'application surjective

¥* ¥*
W=k 2 9 (X7,A)" H (X", 4)

est un morphisme d'anneaux, et 1l'application

o= B H V*<X',M)"H*(X',M)

est un morphismes de modules sur anneaux variables.

b) Si 1'on fait opérer V*(X',A) sur H*(Y,M(—d))(-Zd) au moyen de

l'agglication
*(x,8) 8192 v, M(~)) = 1Py u(-a))

(v',%) 8 y ———— i (x).y ,

*
alors 1'application A de 8,5 b) devient un morphisme de 9 (X',A)-modules,

Preuve : Montrons a). Avec les notations de 8.6.2., il s'agit de montrer 1'égalité

)Pq

* _* * * *
T V¥ _ X /
Iel=yiy3seyvia i (3 + (-0 y50 17 (x ) + £ (x,x,)

= (3,00 * £ )N Gy + £ x))
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Elle résulte sans peine des égalités

* *
£ (x1x2) {multiplicativité de £ )

Jelyi ) (4.5)

f*(x1)f*(x2)

Ie(=v3y59)

j*(Y'Q*i*<X)) j*(Y'j*f*(X))= j*(y’)f*(x) (formule de projection).

H

Montrons b). L'égalité A prouver, 2 savoir
*
AMi (x)ey) = (v, %) A(¥)
se décompose en les deux suivantes.,
*, * v * v * *,
g (1 (x)y)ey ((F) = | -y'g(y)ey ;(F)g+y g i (- ()
¥* * * W
+ g (i x)g (y)ey_,(F)

*
et - i (i (X)y) = =x i (¥).
La seconde n'est autre que la formule de projection pour le morphisme 1 .

La premiére découle immédiatement des relations

v v
-£ Cd—1<F) = g*[cd(N)] (suite exacte de 8.4.3)

* v
ii,0y) y cd(N) {a.1)
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9. ANNEAU DE CHOW D'UNE VARIETE ECLATEE ET FORMULE DE SELF-INTERSECTION

DANS L'ANNEAU DE CHOW.

Cn se propose dans ce paragraphe de donner la démonstration, dlie &
MUMFORD, de 1 'énoncé analogue de 4.1 dans l'anneau de Chow, On montrera ensuite comment
on peut en déduire la "formule—clef" (8.4.3), et par suite déterminer la structure de
1'anneau de Chow d'une variété éclatée.

Conformément aux conventions de 3.9, on note C°*(X) 1'anneau de Chow
d'un schéma X quasi-projectif et lisse sur un corps k . La théorie de classes de
Chern utilisée est celle de [1].

On se servira plusieurs fois du lemme suivant.

LEMME 9.7.- Scient S un schéma quasi-projectif et lisse sur un corps séparablement

clos kX, E un OS—Module localement libre de rang constant r+1 , et p: P::PS(E) -5

le fibré projectif associé, On désigne par F 1le Op—Module défini par la suite

exacte canonique

(9.1.0) 0~F ~p*(E)—~Op(1) -0,

et on pose £ = c1(Op(7)}. Alors :

(i) Pour tout yé€C*(8), on a

(9.1.1) y = p*(p*()')cr(;))-

(ii) Supposons que E::NGEOS, avec N un OS-Module localement libre de rang r ,

N
de sorte que P s'identifie 3 la complétion projective N de V(N), et notons

st S —'PS(E)

-
la section composée de la section mulle de V(N) et de 1'inclusion canonique V(N)=N .

Alors :

(a) Pour tout y€C*(S), on a les relations

* N * r * ~ I‘—i P et
(9.1.2) s () = p (N (Fy=p (N L p (c;ENET), dans c"(W.
i=0
*

(9.1.3) s s*(y) =y cr(ﬁ) , dans C*(s).
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’b) Pour tout =z cc*(N), on a :

(9.1.4) $¥(2) = p (2 c (M) , dans c*(s).

Preuve : Montrons {9.1.1). Gri3ce & la formule de projection pour p , il suffit de voir
que p*(cr(;)) = 1, Pour cela, il n'y a qu'a copier la preuve de 8.4.1, en utilisant
les relations ([CH] 4 (17)). L'égalité du 1% et du 3% membre de (9.1.2) n'est autre
que le lemme 3 de [1]. Paraphrasant la preuve de (8.4.1), on voit que

(3.1.2) bis e () = 2 (e, NT,
i=0

*
ce qui achéve la démonstration de (9.1.2). Appliquant le foncteur s aux deux membres

extrémes de (9.1.2), on voit, puisque pos=id, que (9.1.3) sera conséquence de 1'é-

galité
* r-1 x " rei
sz ple;(MET) =0,
1=0
et A fortiori des égalités
. s
(9.1.5) s (g9 =0 (i>0).

.3
Montrons {9.1.5). Notant « : V(N) *N 1'inclusion canonique, on a évidemment
*
o (0p(1)) @V(N) , d'ol
(8) = a'(c (5 (1 (s 0
o (§) = o Cy p )))=C1 V(N)):
par fonctorialité des classes de Chern., L'assertion en résulte aussit8t par définition

de s . Montrons (9.1.4). Nous utiliserons pour cela 1'égalité

(9:1.6) fe(Pec 6 @M sd) -0,

qui résulte aussitdt de la suite exacte /9.1.0). L'élément 2z admet une décomposition

unique de la forme

™Mn

Z =
1

p*(a.)gi , avec a.€C°(g),
0 * 1

]

*
([cH] 4 Th 1). De (9.1.5) résulte que s (z) = a, « Par 2illeurs, 1'égalité (9.1.6)

* v
montre que z cr(§) =p (ao)cr(F), et on conclut par (9.1.1).
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Enoncons maintenant la "formule de self-intersection™ dans 1'anneau de

Chow,

THEOREME 9.2 (MUMFORD).- Soient k un corps séparablement clos et i:Y< X une

immersion fermée, purement de codimension d , de k-schémas quasiprojectifs et lisses.

Alors, notant N 1le faisceau normal de i , on a pour tout yec*(Y) 1'égalité

1,00 = y ¢ (M

Pour la preuve, nous allons avoir besoin d'un certain nombre de notations
et de schémas auxiliaires.
1 .
Plongeons X dans Z=XX Pk au moyen du morphisme wu: t w (t,O), de

k
sorte que l'on a un diagramme cartésien

A 5,
N oo 7

94 £

\2 . \%
1

YC._;>Z

oli Z' désigne 1'éclaté de 2 1le long de Y , et ;I:PY(N@OY) est la complétion
projective du fibré vectoriel V{N). Comme dans 1'énoncé de 9.1, on note s: Y% N

le morphisme composé de la section nulle de V(N) et de 1'inclusion canonique

v{N) cH .

L'inclusion YCX permet d'identifier YxP1= W A& un sous-schéma fermé
de X)(P‘l . On note W' 1le "transformé pur de Y)(P‘l par f1" , 1.e. le sous-schéma
de Z' éclaté de YxP1 le long de Y=Yx0 . I1 est clair que W'NN s'identifie
A la section nulle de ﬁ et que, comme Y est de codimension 1 dans YXP1, le mor—
phisme canonique f2: W' YxP1 est un isomorphisme. Les autres notations relatives a

W' sont fixées par le diagramme canonique
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. P
(D1) id Z £, XX
& [°4
Vv

v 1
ye— ¥ 5 yyp

De méme, notant X' le ocus-schéma fermé de Z', éclaté de X=XX0O 1le long de Y,

il est clair que P(N)=X'N N s'identifie & 1'hyperplan & 1'infini H de N . Les

autres notations relatives & X' sont fixées par le diagramme canonique

7 7
k v
£
/D2) 1

v . v
1
Y ¢—m——— > X

Nous allons maintenant donner sous forme de lemme un certain nombre de relations utiles
pour la suite. On note le O, ~ Module localement libre défini par la suite exacte ca-

N
nonique

(9.3.0) 0-E = g:(NG?O y=o0.(1) ~0,
Y N
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et on pose
(9.3.1) § = c o (1),

N

Lemme 9.3.- Avec les notations précédentes, on a les relations.

(5.3.2) S8, (1) = e B) , dams ot (R) .
(9.3.3) j:(v*(ﬂ) = E , damns Cc°(®) .
(9.3.4) f: w (1) = (5 )(1+v, (1), dans c*(2").

Preuve : Tous les k-schémas envisagés étant lisses, il est immédiat, pour des raisons
de dimension, que les morphismes j1 et B (resp. j1 et v) sont transversaux. De

([CH]4Cor. 1 de la prop. 2) résultent alors les égalités

se(1)

1}

35 8N

v = (.

Les égalités (9.3.2) et {9.3.3) proviennent alors de (9,1.2) et de la normalisation
des classes de Chern ([CH] 4-18) respectivement. Montrons [9.3.4). Le cycle X’
de Z' étant le transformé pur de X X0 par f1, on a a priori une égalité de la

forme

(9.3.5) £ (1) = (3,9, () + v, (1),

avec p€T(Y,N), et il s'agit de voir que =1, On peut le faire en adaptant la
preuve de (SGA 7 X 2.6.3). Nous allons donner ici une démonstration directe. Appliquant
j: aux deux membres de (9.3.5), on obtient (cf. (Dz)) :

{9.3.6) g: i*u*u*(ﬂ=j:(j1)*9:(u)+j:v*(1)-

Un cas trés particulier de (9.1.3), ou une vérification directe, montre gue u*u*(1)= 0.

Utilisant (9.3.3), il résulte de (9.3.6) que

(9.3.7) 0 = j: (.j1)*g*(u) +E .
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Quitte & se placer au~dessus d'un voisinage d’'une composante connexe de Y , on peut

supposer Y connexe, de sorte que (9.3.7) prend la forme

(9.3.7) bis 0= j:(j1)*(1)+§ , avec pEN .

*

Comme j1(j1)*(1) est homogéne de degré 1 , il est de la forme
-* s * ol
30D M=g(+v e,

avec 96(31(Y) et VvE€Z . Portant cette expression dans (9.3.7) bis, on obtient aussi-
tdt p=0 et pv= -1, avec €N , d'ol p=1 et v=-1, ce qui achéve la preuve
de {9.3.4).

La clef de la démonstration de 9.2 réside dans la preuve du lemme suivant
(qui serait é&vident si on savait, comme c'est le cas en cohomologie, que

*, - e
3,(3)4(y) = =y £ pour tout yec'(N)).
LEMME 9.4.- Pour tout y€C'(N) , on a :
v .* .
cq(8)3;03 0 = 0.
Preuve : L'élément y admet dans C'(ﬁ) une unique décomposition de la forme

*
y= % ga VEP
Osp<d P

soit, d'aprés (9.3.3),
* *
(9.4.1) y= T gfa)liy v,(DF .
ospsd P
Compte tenu de la formule de projection ([CH] 4 I 9) pour le morphisme j1 et de

(9.1.6), on en déduit que
v, %, S * .
cq(E) 3,030 (3) = (8)35(5,)59,(a))
¥*
autrement dit, on est ramené a montrer 9.4 lorsque y est de la forme g1(a), avec

. - . ’ .* . . b
a€C'(Y) . Ceci dit, 1'élément J1(J1)*(Q1)*<a) admet & son tour dans C°(N) une

unique décomposition de la forme
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*, . * * -
(9.4.2) 33309, (2) = g, ()E",
O<psd P

*
et, utilisant une nouvelle fois (9.1.6), on a & montrer que g1(bo)cd(§)= 0 . En fait,
nous allons voir (ce qui d'ailleurs &quivalent d'aprés 9.1.1) que 1'on a méme

bo= 0 . Compte tenu de (9.3.3), nous pouvons réécrire (9.4.2) sous la forme

Ko * * *
(9.4.3) 31039049, (@) =g (0 )+ 2 §,v, (1),
avec z€C°(N). Appliquant (j1)* aux deux membres de (9.4.3) on obtient, compte
tenu de la formule de projection pour j1 y
(9.4.4) (39029350 = 103,08 ()10 (5,), (1) =¥, (1).(5),.(2)
\T e 1/#99105/ = L1475 AL EAREARE EE AN

Portant dans (9.4.4) l'expression de (j1)*(1) déduite de (9.3.4), on obtient :
. * . * * . x, .
(9.4.5) (3925370 (3169, (2) £4u, (1) =v, (1. 105 ) g4 ()4 (5D (2) e

Comme X xO est linéairement éguivalent & X x1 dans X xP1 , on a l'égalité

f?&@):f?XxT% d'ou, comme ﬁﬂf?(Xxﬂ =g,
(9.4.6) (3,653 ()-£7u, (1) =0 .
Comparant avec (9.4.5), on en déduit
* ¥*
(3.4.7) (30595 (5_) = =7, (D158 ()4 (5,0 ().
Par ailleurs, il est clair que W'N X' = ﬁ ; en effet, ils pourralent tout au plus se

couper au-dessus de Y , ou l'un donne la section nulle et 1'autre l'hyperplan a

. - x
1'infini de N . Par suite, B v (1)=0, d'od par (9.4.7) :

(9.4.8) 87 (3,049, (0) = 0 .

Mais, comme on 1'a déja remarqué (cf. preuve de 9.3.2), B et j1 sont transversaux, de
sorte que (9.4.8) fournit

(9.4.9) 0= 8,59,(b)=8b).
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Enfin, appliquant 2)* a (9.4.9), on obtient y*(bo)==o, d'ot b = 0, puisque v,

est injectif {y admet une rétraction évidente).

9.5. Montrons enfin comment ce qui précéde entraine le théoréme. Notons
1 . . . . .
p : Xka = X 1la premiére projection, de sorte que i=po i, . Si yé€cC (Y), on a
évidemment
* *, - - *
(9.5.1) ii(y) = (i1) (x) , avec X=p i (y) .

D'aprés (9.1.1), on en déduit que

1, = (9.),08)1,(De,(B)] , soit
(9.5.2) i, (9) = (9,058, (e (B)1

Pour prouver le théoréme, on peut, par linéarité, supposer que y est le
cycle irréductible associé & une sous-variété T de Y, de sorte que x correspond
au cycle T xP1 de Z=X XP1 . Notant 6 1le transformé pur par f1 de T XP1,

i,e, 1'adhérence de 1l'image réciproque de '1‘)(P1 au dessus de Z &£ Y , on a une rela-

tion de la forme

(9.5.3) £0) = 8+ (30,00, avec wec' () .

Portons cette expression dans (9.5.2). Il résulte alors de 9.4 que

(9.5.4) %1, (0) = (570,037 ()c,(B)],

d‘ol, par (9-1'4>'

¥*

* ¥
(9.5.5) iig(y) = 55,08 .

. T . P . 1
Mais, comme le schéma (réduit) sous-jacent 3 6 est 1'éclaté de TXP 1le long
1 - . [ . .
de T= CFxP YNY , il coupe transversalement la section nulle de N suivant 1'image

de T par ladite section nulle. Par suite,
*
i,(8) = s,(y) ,

ce qui, compte tenu de (9.5.5) et (9.1.3), achdve la preuve du théoréme.
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Venons—-en maintenant a la "formule—lef" mentionnée dans 1'introduction,
Les notations adaptées, rappelées pour la plupart, sont celles de 4, On observera
qu'elles sont compatibles avec celles introduites dans le présent paragraphe, a ceci
prés que le schéma noté Y' dans 4 est ici noté H (pour "nhyperplan"). On utilisera

d'ailleurs les deux notations concurrement.

PROPOSITION 9.6.- Soient k un corps séparablement clos et 1i:Y< X une immersion

fermée, purement de codimension d , de k-schémas quasiprojectifs et lisses. Désignant

par f:X'= X le X-schéma obtenu en faisant éclater X 1le long de Y , soit

Y' (—J_—.> X

M 1
Yy «—m——> X

le diagramme cartésien construit & partir de f et i . Alors, notant F le Oy,—Module

localement 1libre défini par la suite exacte canonigue

(9.6.1) 0~—-F — g*(N) - oy,(1) -0,

on a l'égalité

(9.6.2) 1,00 = 5,(a" (e (),
dans C°(X'), pour tout yé&c*(Y).

Avant de prouver 9.6, nous allons dégager sous forme de lemme quelques

propriétés des diagrammes (D1) et (D2) qui n'ont pas été établies jusqu'd présent.

LEMME 9.7.- On a les égalités :

(1) cg(B) = k(e () + ()7 (c ().
(ii) B*f;y*(y)z f:a*v*(y) pour tout y€C"(Y) .

(iii) f:u*(t) = (j_l)*[(io g1)*(t)]+v*f*(t) pour tout t€C°(X).
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*
Preuve : Montrons (i). On pose §=c1(0Y,(1))=k (). En paraphrasant la preu = de

(8.4.1), on obtient les égalités :

V. d * v d-
(9.7.1) c4(E) -z g,(c, OMET .
Lood-1 voy dmlmg
(9.7.2) caq(F) =q>=:O g (c (M) .

De (9.7.2), on déduit :
v, o 91 % vz de1-q
kley (M= = xXx [g,(c (N))E 1,
- q
q=0
d'ou, grice A la formule de projection pour k et au fait que k*(1)=2 .

v d=1 vea=d
(9.7.3) K lcg (] = gplc (METT .

L'assertion (i) résulte aussitdt de la comparaison de (9.7.1) et (9.7.3). Montrons
(ii). On peut supposer que y est un cycle irréductible de Y , correspondant A une
sous-variété notée de mé€me. Alors le cycle Y*(y)zyx(} et rationnellement équivalent

a yx1, de sorte qu'il suffit de voir 1'égalité de cycles

(9.7.4) Befy (¥ X1) = £1a, (yx1).

Mais, comme (yx1)N(Yx0) = ﬁf , f1 est un isomorphisme au-dessus d'un voisinage

ouvert de yx1, d'ol aussit8t (9.7.4). Montrons (iii). Notamt bp: XxP'= X la

premidre projection, il résulte de (9.1.2) que :
*
(9.7.5) 8) = p (D) (1),
d'ol, comparant avec (9.3.4),
* * .
(9.7.6) £, (6) = (po£) (D) (v, (1.
Utilisant les formules de projection pour j1 et Vv respectivement, on en déduit
* * *
(9.7.7) (0= (3,000 3D (v, [(poro M ()],

d'ou (iii) puisque pof,oj, = (pou)oiog1= iog, et pofrovs (pou)of=f.

1
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9.8 Montrons maintenant 9.6, Pour cela, nous allons d'abord voir 1'égalité

(9.8.1) V,f*i*(y) =V,J',(g*()')cd_1(;')),

puis prouver que v, est injective. De (9.7) (iii) résulte :

V£ 1, (0 = 3,1, () - (3,), 09,1 1,1,
soit, compte tenu de (9.2),
(9.8.2) Vo 1, (1) = £7(1.),(5) = (30,93 (7 <, (0.
Par ailleurs, on a immédiatement

Vainls" (e (=03l s (e, (M1,
soit, par la formule de projection pour X ,

vede(8 (e (P03, 08) (5%, (e, (FI)1.
Utilisant (9.7)(i), on en déduit :
(9.8.3) el (e =30, (83 (e, (E))=(3,) 0 (¥ e (D).
Comparant (9.8.2)et (9.8.3),o0n voit que (9.8.1) é&quivaut a
(9.8.4) EDL) = (3 (e, (BN,

i.e. 1'égalité correspondant a (9.6.2) lorsqu'on remplace par XxP' . Par (9.1.2),

on a
* v .

(300 (85 (904 EN= (345, (1) = 8,6, ().
Mais il est immédiat (cf. (D,) que &= g;y* , d'od

- * v *
(9.8.5) (305(5,(¥) c4(€)) = Byf, Yu(v)-
Par ailleurs, on a évidemment
(9.8.6) f;(i1)*(y)=f:a*y*(y) , de sorte que (9.8.4) résulte de la

comparaison de (9.8.5), (9.8.6) et (9.7)(ii).
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LEMME 9.8.7. L'application v, est injective.

Preuve : Soit Z" 1'éclaté de 2' 1le long de W', ou, ce qui revient au méme, le
long de NUW'= f;1(Y'xP1). Le transformé pur X" de X dans 2" est aussi le trans-

formé Pur de X' dans 2", Les notations sont déterminées par le diagramme canonique

n
Xn—Y 5 gnm

Comme X'l W's ¢ , le morphisme f{ est un isomorphisme au-dessus d'un voisinage

ouvert de X', et en particulier f' est un isomorphisme, De plus, comme f% est

transversal & v , on a l'égalité

(9.8.8) (f;)*o ve= vl o (80

de sorte qu'il suffit de montrer que vy est injective. Mais, d'aprés la propriété
de commutativité des éclatements (voir, par exemple, Hironaka : Smoothing of algebraic
cycles, Amer. Journal of Math. (1968), lemme 4.1), Z" peut &tre aussi obtenu en éclatant

1 1 .
d'abord XxP le long de YxP , d'ou un schéma Z% , puis Z% le long de 1l'image
réciproque de Y . Il est clair que Z{ = X'x P1, avec comme projection Z{* X XP1

le produit f£xid 1 d'ou le diagramme cartésien évident
P

H‘tHLt,O) >HXP1‘ j xid > X'x P1= 2;
g gxid £fxia
v ’ . v 4
Y e Y > yxpl e2X1d o yup

le transformé pur de Xx 0 par fxid s'identifie & X'xO, qui contient

. n=1 . .
H=HxO=(£xid)” {Y). Si maintenant on éclate Zy 1le long de H , comme H est
purement de codimension 1 dans X', le transformé pur de X' est canoniquement isomor-

phe 3 X' (ce qu'on savait déja), d'ou un diagramme commutatif canonique
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X ——— 2
n n
£ £
v v v
B o© > X' ¢ > X'x P

t — (t,0)

Rappelons que nous voulons voir que vy est injective, Comparant avec (D2) , on voit
qu'il revient au mé€me de montrer que v, est injective lorsque de plus Y est de co-
dimension 1 dans X , ce que nous allons maintenant faire. Mais alors 1'égalité

(£1)*o v,= w0 f  permet de conclure , puisque f est un isomorphisme et u, un

*
monomorphisme direct (u admet une rétraction).

Enoncons maintenant le théor2me correspondant 2 (8.5) b).

THECREME 9.9.~ Pour tout entier p20, la suite

0 = cP™(y) 25 Py Y @cP(x) - cP(x') = o
dans laquelle X et p désignent les fléches

A X — > [g*(x)cd_.[(;‘),—i*(x)]

b (xy) e i ()£ ()

est exacte. De plus, 1l'application X a pour inverse 3 gauche :

A (x,y) > g (x).

Preuve : La derniére assertion n'est autre que (9.1.1). De méme, (9.6.2) exprime que

woAX = O . Montrons que y est surjective, Nous aurons besoin pour cela de

(9.9.1) £ 8 (2) = 2 (zec*' (X)),

qui résulte immédiatement de la formule de projection pour f et du fait, évident,

que £,(1) = 1 . Soit donc t€C*(X'). On a, d'aprés (9.9.1),

f*(t-f*f‘*(t)) =0 .

Comme f induit un isomorphisme de U'= X'= Y' sur U=X %= Y , on en déduit que la
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*
restriction & U' de t-f £,(t), est nulle, et par suite ([CH] 4 th. 2), on a une
égalité

*

t-£ £, ()=5,(a) avec a€C'(Y').
Montrons maintenant 1'exactitude au milieu, Soient donc a(iCp_1(Y') et becP(x),
vérifiant

. *
(9.9.2) jfa)+e (b)) =0
Appliquant £, awx deux membres de (9.9.2), on voit que

; *

£ (a)+ 8.8 (B) =0,
d'ol compte tenu e (9.9.1),
(949.3) b = -ig.(a) .

Posant x= g*(a), il nous suffit donc de montrer que

(9.9.4) a= g*(X)cd_1(§)-

Posons pour cela
* v
22a-g" (x)e,_ (F) (x=g,()),
et montrons que z=0 . Pour ce faire, nous allons voir que l'on a les deux relations

Jxlz) = 0 et g,(2) = 0, puis qu'un élément 2z vérifiant ces deux relations est

nécessairement nul., Par définition,
. . . * v
3(2) = 3,(a) =3y (g (%)ecy_,(F)),
soit, compte tenu de (9.6.2),

3D =3,(a) -1, (x) .

Aprés avoir remplacé i*(x) par -b (9.9,3) dans 1'expression précédente, on déduit

de (9.9.2) que j*(2)= 0 . Compte tenu de la définition de x , on voit que

9 (2) =x~g,(g (e, ,(F) = 0

d'aprés la derniére assertion du théorédme, Montrons maintenant comment la nullité
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de z résulte des deux relations j,(z) =0 et g,(z) =0 . Comme Y'=*PY(N) s

1'élément =z admet une représentation unique de la forme

2 = g"(a )4g (2 )8 tg (Y,

avec a; € Cp—T—l(Y) . Comme g*(z) =0 , il résulte de la formule de projection
pour g et du fait que 9y diminue les degrés de d-1 unités que ad . = 0 .
Par ailleurs, d'aprés (9.2) ,

.*.
z§ =7 3,(z) =0,
* * d—1
d'olt g (ao)§+...+g (ad 1)5 = 0 ; donc tous les a, sont nuls et z =0 .
9.10. Avec les notations de (9.9) , 1l'application
w=2AoA"
est un projecteur vérifiant Im{w) = Im(A) . Par suite W& enduit un isomorphisme

b : Ker(w) = cP(x1)

Mais

(9.10.1) Ker(w) = Xer(g,)®cP(x) & c® ' (v")ocP(x) .

En effet, un élément (x,y) de Cp—1(Y')GBCp(X) appartient & Xer(w) si et
seulement si

63, (x) e, (F) == 1,8,(x) = 0,

soit, compte tenu de (9.1.1) , g*(x) =0 .
D'autre part, la structure de 1'amneau de Chow d'un fibré projectif, et notamment
les relations
6, (8) =0 pour i< a1 g (577) = 1
montrent que

* p— * P * p—d+1 d=2
Ker‘(g*) = gcP T(Y)GBg cP 2(Y)§@...€Bg P (e .

Autrement dit, 4 peut &tre interprété comme un isomorphisme
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(9.10.2) e e...ecP M (e x) = )

dont il est facile d'exhiber 1'isomorphisme inverse.

Ainsi que me 1'a signalé MURRE, 1'énoncé (9.10.2) est prouvé pour
d = 2 par SAMUEL (Relations d'équivalence, Proceedings of the International
Congress, Edinburgh 1958 ) .

Bien entendu, on a dans le cadre de la cohomologie étale ou 4 - adique

un énoncé analogue & (9.10.2) , qui se déduit cette fois de (8.5) .
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EXPOSE VIIL

GROUPES DE CLASSES DES CATEGORIES ABELIENNES

BT TRIANGULEES. COMPLEXES PARFAITS.

par A, Grothendieck, rédigé par I. Bucur

Dans le présent exposé, nous esquissons rapidement les
notions et résultats qui nous seront indispensadbles dans les exposés
suivants, concernant notamment les complexes pseudo-cohérents et
parfaits. Un exposé plus complet de ces derniers, avec des démonstra-—
tions plus détaillées, figurera dans les premiers exposés du sémi-
naire sur le théoréme de Riemann-Roch pour les schémas, qui feront

(¥)

suite au présent séminaire.

1. Cas des catégories abéliennes. Soit C vune catégorie abélienne

et soit D wune sous-catégorie pleine de C . On dit gqu'une fonec-
tion f de D dans un groupe abélien C est additive si pour tou-

te suite exacte de C
0 - B'" —>»E —>E" —=>0 ,
telles que E' , E" , E scient des objets de D , on a
£(E) = £(B") + £(E") .

Soit f une fonction additive de D dans un groupe abélien G . Les

propriétés suivantes sont des conséquences faciles de la définition :

i

x) £(0) =0 .

B) £(X)

£f(Y) si X et Y sont isomorphes.

i

® SGA 6 1
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Y) £(xe )= £(x)+ £(Y)

$) Soit E = (Ei, di) un complexe fini de D tel que

les objets BT = 1m(at) , 7' = wer(al) et E'(E) = z%/B' sont
dans D . &lors om a J_ (-1)*e(xD)= 7 (-n)t £(@(®) .
T 3
£) Si F'€ Ob D a une filtration finie,

0 =F0C F1(,... C_Fn=F , et si 1l'on suppose gque pour 0<i<\'n ,

i-1)

n
F. et P,/F, sont des objets de D , alors f(F)= + f£(F./F
i i7" 1-1 Li—=1 i

¥/)) Si D est stable pour les sommes directes infinies,

alors f =0 .

Pour démontrer (S) on utilise les suites exactes :

0 —=5 28— B s 37T 50

0 =B -z - H(D) =0 .

La démonstration de £) se fait par récurrence sur n en utilisant

la suite exacte 0 -—»F , ——>TF -— 7/F -0

-1 n-1

n
. n&d

ne¢Zz . Alors EO&F T F et en wppliguant ¥) ona

Y

Pour démontrer ) soient L€ 0b D et F = (D E
X

£f(F) = £(F) + £(E) donc f(E) = 0

5i l'on consideére, pour tout groupe abélien G , le grou-

pe abélien A_(G) des fonctions additives de D dans G s on ob-

ot
tient de maniére évidente un foncteur covariant AD s A ——=> Ab .

Le foncteur AD est représentable. Un couple de représentation

(KD(C), Y¥) peut &tre obtenu de la menidre suivante :
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Désignant par L le groupe abélien libre engendré par
les objets de D , soit R le sous-groupe de L engendré par

les éléments de la forme I - E' - B" pour chague suite exacte
0 = E' —=» E —=» E" == O

de € . On pose KD(C) = L/R . L'application ‘¥ s'obtient en

composant les deux applications canonigques Ob D —=» L — L/R

Quand il n'y aura aucun danger de confusion, on peut abréger la

notation KD(C) = K(D) .

2. Cas des catégories triangulées. Soit € wune catégorie triangu-

lée et G wun groupe abélien. On dit qu'une fonction f de €

dans G est additive si pour tout triangle distingué

AN

) N ¢

u

Z
SN
2/// v

ona f(Y) = £(X) + £(2)

Btant donnée une fonction additive f , les relations

suivantes sont des conséquences immédiates de la définition :
a) f(0) =0
b) £(x[n)) = (-1)" £(x)
e) f(X) = £(Y) si X et Y sont isomorphes.

a) f(xeY) = f(x)+ £(Y)
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Pn effet les triangles suivants sont distingués

/o ,\\ /Xiﬂ\ 0 ‘\ /YDil
' / i \
X 1X—,>X , K = >0 , X ——-{1—-}‘{ , X& Y —>X

{(u isomorphisme). Pour former le dernier triangle, nous avons uti-
lisé le fait que la somme de deux triangles distingués est distin-
guée. Comme dans le cas des catégories abéliennes, on obtient de la
maniére évidente un foncteur A : Ab ——» Ab , qui associe & chaque
groupe abélien G 1le groupe abélien A(G) des fonctions additives
sur C & valeurs dans G . Ce foncteur est représentable et il
est facile de construire un couple de représentation (K(C),ch) .
En effet, on considére tout d'abord le groupe abélien libre

0b C)

Z ( engendré par les objets de € et puis le sous-groupe R

engendré par les €léments de la forme X - Y - Z , ol

est un triangle distingué. Le groupe quotient ZI(Ob C)/R sera
K(C) et ch s'obtient en composant les deux applications cano-—

niques s

0b C)

0b C —mes> X ( ——=3> K(C) .

3. Caractére fonctoriel. C et C' étant deux catégories triangu-

lées, soit T : C -->C' un foncteur exact de C dans C' , c'est-

a~dire un foncteur additif, "gradué" et transformant les triangles
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distingués en triangles distingués. Désignons comme plus haut par
A,A' : Ab --> Ab les foncteurs associés aux catégories C et C' .
Il en résulte un morphisme fonctoriel A' --» A de "composition
avec T" donc un homomorphisme K(T) : K(C) == K(C') unique tel

que le diagramme

T I — I ov o
Clc ch,

¥

K(C) ———— Krﬁj——4>' K(C")

soit ecommutatif. Il en résulte que si les foncteurs T,T1 s C — C!
sont isomorphes, alors K(T) = K(T1) . En particulier si le fonc-
teur T est une équivalence de catégories, alors X(T) est un

isomerphiame.

31 C" est une troisiéme catégorie triangulée et
F s CxC' == C" un bifoncteur exact en chague variable, alors il
est clair gu'il en résulte une application bilinéaire
K(FP) :« K(C)xK{C') —~=> X(C") , telle que la relation suivante soit

vraie

K(F)(ch(X) , clc,(xv)) = ch(F(X,X')) .

Proposition 3.1. Soit A wune catégorie triangulée, B une sous-
catégorie triangulée épaisse de 4 A/B la catégorie quotient
de A par B , Q ¢ A —=>»A/B le foncteur canonique de passage
au quotient, i : B ——» A le fonecteur d'inclusion. Alors la suite

suivante est exacte :
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k@) S8 () B8 (Mp) oo

Démonstration. Il est clair qu'il existe un homomorphisme naturel
Coker (K(i)) -Jz—9~K(A/B) . D'autre part il existe une application
évidente Ob(A/B) ————— > Coker (K(i)) , puisgue Ob(A/B) = 0b(4) .
Soient X,Y & Ob(A/B) et supposons gqu'ils sont isomorphes. Nous
voulons démontrer que Y (X) = Y (Y) . Lz catégorie 4/B s'ob=
tient par un calcul de fractions & droite ou & gauche, le systéme
multiplicatif S étant constitué par 1'ensemble des morphismes f
qui sont contenus dans un triangle distingué (X',Y',2',f,g,h), od
Z' est un objet de B . (S est un systéme multiplicatif saturé).
Il en résulte alors qu'il existe X, et X, —Ssx , X, iy
tel que s,t € S . Il nous suffit donc de démontrer que \k(X) =}ﬁ(X1),

ce qui résulte de fait qu'il existe un triangle distingué de la

forme (X1,X,Z,s,,..) avec Z € Ob B

L'application X\est une fonction additive. En effet,
(x,Y,2,f,8,h) étant un triangle distingué de A/B , il faut dé—
montrer que {(X) + ¥ (z) = Y(¥) . Mais la relation s'ensuit main-
tenant, parce que le triangle (X,Y,Z2,f,z,h) est isomorphe & un
triangle distingué de A . Par conséjuent, on obtient

ﬁ: K(A/B) ——> Coker (K{i)), et il est immédiat de vérifier que ﬁ

est inverse de o

4. Comparaison avec le cas des catégories abéliennes. C étant une

catégorie abélienne, D(C) la catégorie dérivée de C , on désigne

comme d'habitude par Db(C) la sous-catégorie pleine de D(C) en-
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gepdrée par les complexes hornés. Si l'on agsocie & chaque objet

X de C le complexe dont toutes les composantes sont nulles, sauf
celle en dimension zéro gqui est égale & X , on obtient un homo—
morphisme K(C) -Jﬁ¥é> K(Db(C)) . Cet homomorphisme est en fait

un isomorphisme. En effet, nous pouvons utiliser la proposition 3.1
pour construire un inverse de (A , en tenant compte gue

Db(c) Az Kb’b(C)/Kb7¢(C) , Kb’é(c) étant la sous-catégorie épais-—
se de Kb’b(C) des complexes acycliques. Soit X'=(Xi) € Ob(Kb’b(C))

Si l'on pose

£(x) = T (=)ter,(x,)

on obtient une fonction additive do K°'°(C) & valeurs dans K(C) .
En effet, on observe tout d'abord que si X° et Y  sont homotopes,
alers f(X') = £(Y') , puisque f£(X") = £{H(X")) . Il en résulte
donc un homomerphisme K(Db(C)) -9—-> K{C) et il est immédiat de

vérifier qu'il est l'inverse de M

L'invariant K(C) étant souvent sans intérdt lorsque C

est '"trop grosse", il y a 1'intérét de le relativiser par rapport

a4 une sous-catégorie CO de C . Soit donec CO une sous-catégorie
pleine de € . Nous pouvons définir d'une part le groupe
KO(C) = KC (C) . Supposons d'autre part que la condition suivante

[

soit remplie

(4) Co est stable pour les sommes directes finies.
I1 est alors facile de définir la catégorie triangulée D:(C)
en utilisant les complexes (& cohomologie bornée) de € ayant comme

composantes des objets de la sous-catégorie C0 , et passant au
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quotient par les quasi-isomorphismes de tels complexes. Il en résul-

te comme plus haut un homomorphisme
b
(x) X, (¢) ~——> K(22(c))

Suppswons que la sous-catégorie C0 satisfasse en plus & la condi-

tion (B) suivante :

(B) st X,YeObC, et X —2.5.Y est un épimorphisme (dans

C bien entendu), alors Ker u & Ob ¢, -

En raisonnant comme plus haut, on peut montrer que 1'homo-

morphisme (%) est un isomorphisme.

Le foncteur canonique d'inclusion D:(C) — Db(C) n'est

pas en général pleinement fiddle. Cependant :

Proposition 4.1. Supposons que la sous-catégorie Co satisfasse

aux conditions (4), (B) ainsi qu'a la condition (C) suivante :
(€} Tout diagramme

A B

ol u est un épimorphisme et L £ Oh Co , peut &tre complété en

un diagramme commutatif :
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tel que L1 £ 0Ob Co et que w est un épimorphisme.
Dans ces conditions, les foncteurs canoniques
Dg(c) ———— Db(C)
D (C) ———mm > D (C)

sont pleinement fiddles. En plus, l'image essentielle de Dz(C)

(resp. D;(C) ) est stable par facteurs directs.

La démonstration de cette proposition utilise essentiel-
lement un critdre de Verdier ([2], 4-2 Théordme) et sera donnée

dans le premier exposé du séminaire sur Riemann-Roch (SGA 6 I 2.7).

Corollaire. Supposons de plus que la sous-catégorie Co est stable par
Ker et Coker , donc une catégorie abélienne, et désignons par
Db(C)o la sous-catégorie triangulée pleine de Db(C) engendrée
par les complexes de Db(C) 4 objets de cohomologie isomorphes &
des objets de CO . Alors le foncteur d'inclusion

Db(Co) —— Db(C)O est une équivalence entre les deux catégories,

et par conséguent on obtient la suite d'isomorphismes
3*
K(C,) == K (C) == K(D(c )) == k(d°(c)) . P

Obgervation. Supposons gue la sous-catégorie Co satisfasse aux
conditions (&) et (B} et que chaque objet de C admette une ré-
golution finie & gauche par des €léments de Co . Dans ce cas, Co
satisfait aussi a4 la condition (C) et le foncteur canonigue

D:(C) ——d>»Db(C) est en fait une équivalence de catégories. Par

conséquent, on a 1'isomorphisme K, (¢) ~ x(c) .
o

(x) cf. (SGA 6 IV 1.6)
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5. Complexes pseudo-cohérents. Soient C wune catégorie abélienne

et Co une sous-catégorie pleine de C satisfaisant aux condi-
tions (4) , (B), {C) . Nous désignerons par D;(C)Coh 1'image
essentielle de D;(C) par le foncteur canonigue D;(C) —>D(C) .
Les objets de D;(C)Coh seront appelés des complexes Co—pseudo-
cohérents. Donc un complexe de C est Co—pseudo—cohérent s'il

est isomorphe dans D(C) & un complexe borné supérieurement et

dont les composantes sont des objets de CO .

est une sous-catégorie triangulée

La catégorie DO(C)COh

de D(C) , dans le sens que tout triangle distingué de D(C) dont

deux des sommets sont des objets de la sous-catégorie D;(C) ,

coh
est isomorphe & un triangle dont les trois objets sont des objets

de la sous-catégorie Do(c)coh .

Tout d'abord, il est clair que la sous—-catégorie D;(C)Ooh
est stable par l'automorphisme de translation T : D(C) —=» D(C)

Pour démontrer donc que D (C)

est une sous-catégorie triangu-
o coh g &u

lée de D(C) , il suffit de vérifier que si U , ¥V  sont des

objets de DO(C)Coh et si le triangle :

est distingué (pour la structure de catégorie triangulée de D(C)) ,

alors W™ est aussi un objet de D;(C)cch . Par hypothdse, il

existe des complexes X' , Y', isomorphes dans D(C) & U" resp. V'

dont les composantes sont des objets de CO . On obtient le carré

9
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commutatif (dans D(C))

Ut By

{ i
(3 v

X "'-'—f——‘:i’ Y .

Mais, quitte & remplacer X° par un autre isomorphe, nous pou-—
vons supposer, gréice au fait que le foncteur d'inclusion

D;(C) --> D (C) est pleinement fiddle (prop. 4.1), que £ est

un véritable morphisme de complexes. Soit Z° le "mapping cylinder"
de £ et g : Y ——>»Z" le morphisme canoniyue. Par la construc-—
tion m&me, les composantes de Z° sont des objets de Co {condi-

tion (A)). D'autre part

étant un triangle distingué dans D(C) , il en résulte que Z° est

isomorphe & W™ .

la catégorie D;(C)coh est munie donc d'une structure de
cetégorie triangulée : un triangle dans D;(C)Coh sera distingué
si et seulement s'il est distingué dans la catégorie triangulée

D(C)

L'intersection de D;(C)coh avec Db(C) sera notée

coh
b
Do(c)coh -

Un objet M de C sera appelé pseudo-cohérent s'il l'est

comme complexe réduit au degré zéro ¢ on prouve qu'il faut et suffit
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pour eela qu'il admette une résolution & gauche dont les composan-

tes sont des objets de CO .

Proposition 5.1. Un complexe X est Co-pseudo—cohérent si et seu-
lement s'il est isomorphe & un complexe qui est limité & droite et

dont les composantes sont Co—pseudo—cohérents.

La démonstration de cette proposition figurera dans le

premier exposé du séminaire sur Riemann~Roch (SGA 6 I 2.7).

6. Complexes parfaits. Un objet de la catégorie D(C) sera appeld

un complexe Co-parfait s'1l est isomorphe & un objet de D:(C) s
ct*est-a-dire & un complexe borné dont tous les composants sont dans

C_ . Nous d ésignerons par DO(C)p la sous-catégorie pleine de

o] arf

D{C) engendrée par les complexes parfaits.

La catégorie DO(C) n'est donc pas autre chose que

parf
l'image essentislle de DE(C) par le foncteur d'inclusion

b

D - D . i i

O(C) > D(C) Il est facile de voir gue DO(C)Parf est une

sous-catégorie triangulée de D(C) , et est munie par conséguent

d'une structure de catégorie triangulée.

7. Cas particulier important. Soit A wun anneau et C 1la catégorie

des A-modules (& gauche par exemple). Désignons par <, la sous-
catégorie pleine de C engendrée par les A-modules projectifs de

type fini. la socus-catégorie CO satisfait les conditions (4), (B),
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(C). Nous utilisons dans ce cas les notations suivantes 3

D <A)coh = Do(c)coh

b b

D (A)coh a Do(c)coh
D(A)parf = Do(c)parf *

Les complexes de D{C) qui sont € -pseudo-cohérents (resp. -

parfaits) seront appelés simplement des complexes pseudo—cohérents

(resp. parfaits).

Il sera intéressant de considérer les groupes suivants :

X (8) = E(D°(4),,)

K*(4)

L

K(D(A) ) .

parf

En ce qui concerne le groupe K'(4) , nous avons {prop. 4.1,corollaire):

K(8) = K(D(8) ,_p) 2= K(D(C)) = kg (C)

ce qui montre qu'il est donc aussi le classique "groupe des classes

de modules projectifs de type fini" de A .

Dans le cas particulier d'un anneau A noethérien, le
groupe K (A) admet aussi une description classique. Soit pour cela

C1 la catégorie abélienne des modules de type fini. On a alors
K (A) = K(C1) .
En effet, en utilisant la proposition 4.1, on a

K(6,) 2= K(2%(c,)) == k(2 (¢))
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b

car on a aussitét D (01) o Dg (¢)y .
1

En fait, si 4 est noethérien et L' & D (A) , alors il résulte
de la proposition 5.1 que L' est pseudo-cohérent si et seulement

si les HY(L') sont de type fini.

Pour un anneau 4 quelconque, on a un homomorphisme

qui provient du foncteur d'inclusion

(x) D(A) g > D (M), -

En général, l'homomorphisme YL n'est ni injectif, ni surjectif.
Dans le cas particulier d'un anneau A Tégulier, tout A-module N
de type fini a une dimension projective finie et il en résulte, gra-
¢e & 5.1, que le foncteur d'inclusion (%) est en fait une éguivalen-
ce entre les deux catégories. Dans ce cas, 1'homomorphisme X"

A

est donc un isomorphisme.

8. Tor de complexes. Soient A un anneau (non nécessairement com-—

mutatif) et AC (resp- CA) la catégorie abélienne des A-modules
4 gauche (resp. & droite). Par K-(AC) nous désignerons la catégo-—
rie triangulée des complexes de AC bornés supérieurement et par
AP la sous-catégorie triangulée pleine de K_(AC) des complexes
dont les composantes sont des A-modules (& gauche) plats.

Soit X° un objet de K—(CA) , et considérons le foncteur

-

q?X' =X'g,. : K_(AC) ~> X (4b) . Dans ces conditions, les pro-
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positions suivantes sont vraies 3

1) Tout objet acyclique de D est transformé par i}x. en

A
un objet acycligue de KX (Ab)

En effet, N° étant un objet de 4D tel que zH (),
sHix) , Hl(N') sont plats, on a l'isomorphisme classique :

7 HE(X)BE(F) —>u (X 85 .
prd=n 4 "

2) Tout objet Y ' de K"(Ac) est le but d'un quasi-isomor—

phisme dont la source est un objet de AD .

I1 suffit pour cela de prendre une résolution de Cartan-
Eilenberg. Nous pouvons donc appliquer le théoréme 2 du §2, n®2 de

[21 pour conclure gue Q?X' admet un foncteur dérivé & gauche :
L @x' : D7(,C) —=> D (4b) .

L'objet g_ Q?XT(Y) peut &tre obtenu , & un isomorphisme

prés; de la maniére suivante ¢

Soient P° un objet de AD et P' —=» Y un gquasi-iso-
morphisme. Alors L~ P X.(Y’) est isomorphe & Q(X® & P}, ol nous
avons désigné comme d'habitude par Q le fonecteur canonique

K (Ab) ~==> D (AB) . Il en résulte donc que pour chaque objet Y°

de D-(AC) le foncteur

est exact el s'annule sur les complexes acycliques, d'ol un bifone-
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teur exact

D(C.) x D7{,0) ———=>» D (4Db)

A A
L

(X'5Y") vy X B, YT
Bn passant & 1'homologie, on dbfinit les Tor? {(x*,Y") (cf aussi
{17, 6.3). Dans le cas particulier d'un anneau A commutatif on

obtient en fait un bi-foncteur exact
D(C) x D7(C) —=D7(C)

le produit tensoriel au sens des catégories dérivées (C = CA = AC)
Définition. Nous dirons gue le complexe X de D(CA) est de tor-
dimension finie s'il est dans D et s'il existe no [ Z+ tel que

Torﬁ(x,Y) = 0 quelgue soit Y & Ob(AC) et n>n

Nous utiliserons la notion de tor-dimension pour obtenir

une caractérisation des complexes parfaits

Proposition §.1. Soit 4 wun anneau (non nécessairement commutatif)
et L° un complexe de A-modules. Les conditions suivantes sont

équivalentes :
a) L est parfait.

b) L' est pseudo-cohérent,i cohomologie bornée, et de tor—di-

. ()
mension finie.

Pour faire la démonstration, on utilise le lemme suivant :

(#) cf. (SGA 6 I 5.8.1)
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Lemme. (Bourbaki, Alg. Comm. I, §2, ex. 15). Tout A-module E qui

est plat et de présentation finie est projectif.

Démonstration du lemme. Soit u ¢ F —» F' un épimorphisme. Il
faut démontrer que HomA(E,F) -4>-HomA(E,F') est un épimorphisme.
Il nous suffit de démontrer que pour tout groupe divisible G ,
Homz (HomA(E,F' }4G) = Hom,, (HomA(E,F) ,G) est un monomorphisme.

Or le diagramme

Hom,, (HomA(E,F'),G) -~—=» Hom, (HomA(E,F),G)

| §

Hom,, (F',G) @, E === - HomZ (F,Q) QQA E

est commutatif, et les fléches verticales sont des isomorphismes,

grice & 1'hypothése faite sur E .

Démonstration de la proposition 5.2. L'implication a) =3>b) est

immédiate. Pour démontrer b) == a), soit

. n ) . L
ST Pn cee - Pi —n 0 - ...

un complexe isomorphe & L° dans D(C) , les Pj étant des A-
modules projectifs de type fini. Le complexe L° étant de tor-di-

mension finie et sa cohomologie étant bornée, il en résulte qu'il

existe noé Z tel que :

I) La suite

a
no-p
———— e P — Ker d
-p n n
o} o}

o ——}-Pn 2 O

+1
o

est exacte.
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II) Ker d. est plat.

+1
o
III) Le complexe

0 —» Ker d_

e A e S 7 Tl

est isemorphe & L° dans D(C) .

Or Ker dn est de présentation finie, donc projectif

+1
o}

de type fini grice au lemme, ce qui prouve 8.1.

Si A est un anneau commutatif, et si X’ Y sont deux

’
L
complexes parfaits, alors leur produit tensoriel X R, Y (dans la

A
catégorie dérivée) est encore un complexe parfait. On obtient un

bifoncteur

D(4) D(A)

-> D(4)

parf * parf parf

exact en chaque variable. Par conségquent, on définit sur K'(A) un
produit, et il est facile de voir gque X' (A) est muni de cette fa-
¢on d'une structure d'anneau commutatif, ayant un élément unité. En
fait, K"(4) peut 8tre muni d'une structure de A -anneau {voir pour
les détails le Séminaire sur Riemann-Roch faisant suite & celui-ci(*)).

i
Le produit tensoriel X ° &, Y ' d'un complexe parfait X’

A
et d'un complexe pseudo-cohérent borné Y ' est un complexe pseudo-

cohérent borné (A toujours un anneau commutatif). Par conséquent,

on peut introduire sur K.(A) une structure de ¥'(4) -module.

(%) SGA 6 V 2
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9. Propriétés fonctorielles.

a) Scient 4 et B deux anncaux (non nécessairement commuta-—
tifs) et u s A -=> B un homomorphisme. Tout B-module & gauche
(resp. & droite) M peut &tre muni d'une structure de 4 -module &

gauche (resp. & droite) qui sera désigné par N wl En particulier

ful

B_ . est un A-module & droite.
Tv]

Le foncteur

permet de définir le foncteur exact

D(4)

——> D(B)

parf parf

et par conséguent 1'homomorphisme
*
K (4) —Zem - K'(3) .

On obtient en fait un foncteur covariant de la catégorie des anneaux
(resp. des anneaux commutatifs) dans la catégorie des groupes abé—

liens {resp. des anneaux commutatifs).

b) Supposons maintenant que le A-module & gauche B[u] soit

pseudo~cohérent. Il en résulte donc que le foncteur

F oo Fo_
R AY

transforme un B-module libre de type fini en un A-module pseudo-
cohérent. On obtient en utilisant la proposition 5.1 un foncteur

exact

B),,, ——> D°(4)

coh coh
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et par conséquent un homomorphisme canonique

Les homomorphismes u, u® vérifient l'identité suivante ("la

formule de projection™)

ux(ui(oﬂ). %) =s><(ux({’>)} pour & £X {4}, fzséK.(B) .

Cette formule facile sera démontrée sous une forme plus générale

dans les exposés du séminaire sur Riemann-Roch (SGA 6 IV 2.11.1.2).

3
10. Construction relativegﬁsoit u: A - B un homomorphisme

d'anneaux, et
D(B) ==——-=> D(4)

le foncteur exact associé. Nous pouvons considérer dans D(B) 1les
complexes pseudo-cohérents relativement & A , ceux de tor-dimen-
sion finie relativement & A , et aussi les complexes parfaits re-
lativement & A . En spécial, il y a lieu de considérer les sous-

catégories triangulées

B(B) DP(B)

A-parf 7’ A=coh

de D(B) , engendrées par les complexes parfaits (resp. pseudo-
cohérents et bornés relativement & A . Ces deux catégories trian-~

gulées permettent de définir les groupes suivants :

)

K'(B rel 4) = K(D(B)y pare

K.(B rel 4) = K(D°(B)

i

A—coh)

(#*) cf, (SGA 6 III, IV)
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Exemplegs. Soient G un groupe et /\ un anneau commutatif. L'ho-
momorphisme /\ -Ea/\ﬂ}] permet donc de définir les groupes
K{AJGT rel/A) , K.(AfG] rel /\) , qui seront désignés par
R;\_(G) y R‘@L(G) . BEn fait, R;\(G) est un anneau commutatif

et RJ} (G) un module sur ce dernier.

Remargues.

a) Si l'anneau /\. n'est pas nécessairement commutatif, on peut
poser par définition A [G] =J\‘MZZZZ G et par conséquent, on
obtient un homomorphisme ‘/& JéawNLGi . De cette fagon, on peut
donner un sens aux groupes RQ&(G) s R‘qL(G) méme dans le cas
d'un anneau /\ non-commutatif.

b) La construction précédente peut Btre généralisée au cas d'un
préschéma en groupes (ou d'un pro-préschéma en groupes) G sur
Specsf\ s en partant de la catégorie abélienne des /\.—modules sur
lesquels G opére - qui ne s'explicite plus en termes de modules
sur un anneau - et le foncteur naturel d'inclusion dans la catégorie
des /\ -modules . (si f\ est un corps, on peut l'expliciter en ter~
mes des modules sur un pro-anneau, et dans le cas général, en termes

de comodules, du moins si ¢ est affine sur /\ , of SGA3 I 4.7.2).

Bibliographie.

L1] A. Grothendieck et J. Dieudonné, Elements de Géométrie Algé-
brique, Publ. Math. I.H.E.3. IV (Seconde Partie).

L
[2] 7. L. Verdier, Catégories Dérivées, I.H.E.S., 1963.

() publié dans (5cA 4172)



FORMULE D!'EULER-FOINCARE N COLOMOLOGIE BTALD

par A. GROTHENDIECK

(Rédigé par I.BUCUR)

Le but du présent exposé est 1lt'énoncé et la démonstration de la
formle (7.2), du type d'Euler-Poincaré. Cette formule généralise une
formule obtenue indépendamment par Ogg et Chafarevitch, dont les ré-
sultats sont exposés (du point de vue de la cohomologie étale ) dans
ltexposé de M. Raynaud £1].

la formule d'Fuler-Poincaré utilise de fagon essentielle le forma-
lisme des catégories dérivées. Comme dans loc.cit. la démonstration se
fait par 1'intermédiaire d'une variante (5.1) d'une formule bien connue

de Weil.

t. PFaisceaux sur un schéma 3 opérateurs.

Soit X un schéma muni d'un groupe G opérant par automorphismes.
En procédant comme dans ([T] chap. V) on peut définir la notion de
faisceau étale sur X 4 groupe d'opérateurs G, ou simplement "faisceau
sur (X, , Gy .

Par définition, se donner un faisceau étale sur X & groupe d'opéra-

teurs G , c'est se donner un faisceau F € Ob(iet) et un morphisme

St F— g ()
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pour chaque gz € G, de fagcon gue les conditions suivantes soient rem-

plies :

b) Four g,h € G, le diagramme :

Tre > (bg)*(F)
s bog &)

% h*(Sg) M
W (F) ———— 1¥(*(F))

F -

est commtatif, od C, g(F) ¢ (hg) (F)——s (1*<*) (F) est 1'isomorphisme
H

canonique.
Les morphismes entre deux faisceaux (F,Sg), (F',S'm) sur X &
>

groupe G d'opérateurs sont définis d'une maniére évidente, et on obtient
~

une catégorie Ket g qui est un topos, comme il résulte aisément du
2

critére de Girand (SGA 4 II 4.12) .

Un anneau A de xet,G étant donné, on peut considérer la catégorie
abélienne des A-lNodules, qu'on ddsignera par Mod(A).

Par exemple, un anneasu A étant donné, on peut munir trivialement
le faisceau constant A, associé 4 A d'une structure de faisceau a

groupe G dtopérateurs, en utilisant les isomorphismes canoniques de

transitivité

Sg H /\X —_—3 8 (/\X> .

Tous les résultats démontrés dans [T] chap. V, peuvent s'étendre

dans ce cadre, et nous en laissons les détails au lecteur.
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2. 0% 1'on prouve qu'un certain complexe de A {6]-modules st parfait

Rappelons lo résultat suivant de (SGA 4 XVII)

Lemme 2.1. Soient X et T deux schémas et feX —=Y un morphisme propre,

avee Y quagi-compact. Désignons par A un anneau de torsion, et soit

F° un complexe 8e faisceaux de A-modules sur X de tor-dimension finie

(SGA 4 XVII); 2lors @ £,(F") est de tor-dimension finie.

Proposition 2-2. Soient X un schéme propre sur le corps k séparzdlement

clos, G un groupe fini opérant sur X, V un ouvert de X stable par G

et tel que G opére de fagon admissible (SGA 1TV 1.7) et librement sur

V, A = Z/L?Z avec 4 un nombre premier différent de la caractéristique

de k , et Ay le faisceau constant sur V associé & A , muni de sa

structure triviale de faisceau 4 groupe G d'opérateurs. Désignons par

i+ V"X 1l'immersion de ¥ dans X et soit Ay 4 = i¢(AV) . Dans
bt ettt —— —— 3 & - ——

ces conditions le complexe de A[G]—modules Bfﬁx (/\V X) est un complexfi
?

parfait (VIII 7).

Démonstration : Si p : X—Y = X/G est la projection canonique,

il est bien connu gqu'on a l'isomorphisme canonique

By (Ay ) = BRI (Bee (Ay )

dans la catégorie D(ALG]) . Dfautre part le complexe  Rpu(Ay X) de
9
A[G)~modules sur Y est de tor-dimension finie. En effet p : X—o7Y
étant un morphisme fini de schémas,on a R%p (AV L =0 sig ; o
% 5

(SGA 4 VIII 5.5). Il en résulte donc que @



375
'Rp*(AV’X) = P*(AV’X)

(SGA 4 VIII 5.5) nous donne »ussi la possibilité de déterminer les
fibres du faisceau p*{AV,X)9 et on trouve,si lfon tient compte du

fait que G opére librement sur V

[ T Ay ¥ AE) sty € ()
k xep='(y)

~

PulAy )= = ¢
* st)y \
f o si v ¢ p(V)
(7 est le point gdométrique de Y localisé en y).
& = G

Par conséquent mp*(AV’X) = p*(AV,X) est plat sur ALc],
1étant fibre 3 fibre (SGA 4 XVII),donc de tor-dimension finie. Appli-
quant 2.1 au morphisme canonique Y —Spec(k) on déduit que

e

. Y . i e
R X(AV,X) = Ri Y(Rp*(AV,X)) est de tor-dimension finie

Pour conclure que R!—k(A est parfait il nous reste & dé-

v,x)
montrer qu'il est pseudo~cohérent ot & cohomologie bornde (VIII 8.1) .
Mais ALG] étant noethérien, pour vérifier gue R"k(AV X) est pseudo-
9
cohérent il suffit de montrer que les Hq(X,AV y) sont de type fini
E] T

sur ALG)(VIII 7.2), ou ce qui revient au méme, sur A, ce qui résulte

de (SGA 4 XIV 1.1) appliqué au A-Module A

v,X

La formule de Weil 6.1 donnera une expression de la classe
LE T
OLK'(A[G])(Rf~k<AV,X))’ pour le cas d'une courbe X , en termes d'in
variants globaux connus et d'invariants locaux que nous allons définir

[¢]
aun 5 .
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3. Rappels sur les représentations lindaires des groupes finig.

o P :
Dans ce n~ , A désigne un anneau commutatif, et G wun groupe-

3.1. Considérons la sous-catégorie pleine <€  de Moa(r£G]) des
AL G)-modules M dont le A-module sous-jacent soit projectif de type
fini. Pour un tel module M et pour un g € G on considére 1'endomor-

phisme(pour la structure de A-module)
8y ¢ Ml , gM(X) = gX o

On obtient une fonction

*
Xy ¢ G—A Xm(g) = TrA(g ) E

qui est une fonction centrale sur G et qui s'appelle le caractére du
ALGl~module M .

Si 1'on associe & chaque M € Ob(€ ) son caractére Xy ©on obtient
une fonction additive (VITII 1). Utilisant le sorite des traces pour les
endomorphismes de complexes parfaits, on obtient méme une fonc-
tion additive Tr sur la catédgorie des complexes de ALG)-modules qui

sont parfaits en tant que complexes de A-modules. Dtod un homomorphisme

Tr .
R*(G) w3 7 (G,A)
ol RR(G) est 1l'anneau des représentations de G sur A (VIII 10),j72G,A)
le module des fonctions centrales G —3A -
Lorsque G est fini, le composé de l'homomorphisme canonigue
K (alc]) — RA(G) avec Tr sera désigné par tr.

Rappelons le résultat suivant (IX th.1 , cor. 3) :
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Proposition 3.2. Soient Zé l'gnneau des entiers 4-azdiques et G
pitvediont it

un groupe fini. Alors 1'homomorphisme

tr s K°(2,[6]) ——F(6,3, )

est un monomorphisme. Deux 3y [6l-moaules projectifs ayant mSme fonr

tion trace dans iFkG,Zé) sont isomorphes.

3;3- Soit o ¢ G-+G' un homomorphisme d'un groupe G dans G* . Par

restriction d'opérateurs on obtient un foncteur exact ¢

J ¢ Moa(rlgt])~——soa(Alc])

Ce foncteur admet un adjoint & gauche :
I : Yod(ALG])———s¥oa(alc'])

4 savoir I(F) = A[G']®A[G]F .« Si F est projectif de type fini (resp-.
de type fini) I(F) 1'est aussi.

Si €i¥?G',A) est une fonction centrale sur G' , la fonction
o est une fonction centrale sur G et on obtient par conséquent

ltapplication

“@’?zc‘yl\)""')?j(cs/\) -

Si @ est le caractdre dtun A[G']-module M dans C{G'), og () ost le
caractdre du A[Gl~module J(M) .

Supposons maintenant que o : G-—»G! est une injection et gque
G soit dtindice fini dans G!' . Dans ce cas si F est un A[G]—module
dans C{G) dont le caractdre est ¢ : G — A, alors I(F) est dans
C(G') et le caractdre ¢ : G'—pA de I(F) est le caractdre "induit"

par ¢ , i.e. la fonction sur G' déduite de ¢ par la formule ;
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(3.3.1) Fle) = D o Te ,

+eG1 /G

en convenant que ¢ (t-1gt) =0 si t"1gt da .

3e4. Scient X' et Y deux complexes de A-modules. De méme que dans le
cas des modules, si 1'un des complexes X , Y & une structure supplé-
mentaire de A-B-bimodule, alors il est possible d'introduire sur
Hom&(X',Y') une structure de complexe de B~modules et en conséquence
une structure corrcepondante sur R HomA(X',Y') .

Supposons par exemple que X° est un objet de D (A) et Y© est
un complexe de A-B-bimodules, disons pour préciser que nous sommes dans
le cas décrit par le symbole A—BY‘ . IEn particulier Y° est un objet
de D(A) . Soit P —3X' une résolution projective de X' . Alors
Hom&(?',Y') est évidemment un complexe de B-modules & gaucheyc'est-i-
dire un objet de D(B) «+ Si on utilise une autre résolution projective
Pi —¥X" , le complexe de B-modules HomA(P;,Y') est isomorphe cano-
niquement dans D(B) au complexe HomA(P',Y') . I1 en résulte donc quion
peut définir R HomA(X',Y') comme un objet de D(B) déterminé 4 isomor—
phisme unique prds, dépendant fonctoriellement de X' dans D'(A) et Y
dang D(A ®ZB) .

Des considérations analogues s'appliquent pour le cas du complexe
x* ét T" . Si par exemple Y" est un complexe de A~B-bimodules comme
plus haut et X et un complexe de A-modules & droite et borné a droite,
on peut définir X’ 5; Y comme un objet de D(B) déterminé & isomorphis—

me unique prds.

345+ Soient A un anneau commutatif, A et 3 deux algébres sur A et
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C = A ®AB « Les C-modules sont donc les A~B-bimodules.

Si A est une sous-catégorie triangulée pleine de D(A), en dési~
gnera par D(C)A,la sous—catégorie triangulée pleine de B{C) engendrée
par les complexes qui, considérés comme objets de IKA) appartiennent
a4 .

Proposition 3.6. Les notations étant celles de 3.4 et 3.5 , soit A

une sous—catégorie triangulée pleine de D(A) stable par facteurs directs.

—= P s otV -2~

Si P° est un objet de D(B)PEer (VIII 7) et M est un objet de D(c)A s

le complexe de A-modules R HomB(P',M') € D(A) défini dang 4.1 est un

objet de 4 « Il en résulte en particulier un accouplement de catégories

triangulées

(3.6.1) ® Hom : D(B)parf x D(c)A._,_,,A ,

ctest-d~dire un bifoncteur exact en chaque variable, et par conséquent

(VIII 3) une application bilindaire :

(3.6.2) K'(B) x X7(D(C),) —22s K(8)

telle gue
(3.6.3) K(a)(ocK.(B)(P),ocK(D(C)A) (")) = “K(A)(‘R Homp(P",u")) -

On obtient un énoncé analogue si l'on remplace B par son opposé B’ et

L3 H- .
(RHomB(P,M) par P° @, M .

Démonstration. On montre d'abord gue R Homg(P,M) est un objet de A
dans le cas particulier ol P° a une seule composante non nulle , puis
on raisonne par récurrence suivant le nombre des ocomposantes non nulles

de P° .
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3.7 Soit P un A[G]-module. C'est en particulier un A-module. On
peut munir le A-module ¥. HomA(P,A) d'une structure de A[G]-module

~1
4 gauche, en posant pour chaque u € HomA(P,A) et g € G, (gu)(x)=uleg” x),

i.es 3

(3.7.1) ep = e )p -

Le module ¥ sur ALG] ainsi obtenu sera appelé le dual de P .

On peut donc définir le dual P° = HomX(P',A) d'un complexe P
de A[G]-modules comme étant un complexe de A[GJl-modules.

Si xp est le caractére de P, le caractdre X% de son dual est
donné par la formule :
(3-7.2) xp(&) = xp(g'1) ;

qui se déduit immédiatement de (4.3.1) en utilisant la formule :

Tr: (v) = Tr: I
81 P est un A[G]-module projectif de type fini il est elair
que P st aussi un A[G]-module projectif de type fini. Bn plus, dans
ce ocam, l'homomorphisme canonique de A-modules ¢
p——p¥
est en fait un isomorphisme de A[G]-modules. De cette fagon on définit
sur K°(A[G]) une involution
f——s ¥
qui associe 4 la classe de P 1la classe de ¥ .n est immédiat que
si p s AT est un homomorphisme d'eshneaux commutatifs et
u t ALG]-—T{G] 1'homomorphisme associé, 1'homomorphisme

u*s K(A[G]) =~ XK' (I [C]) commte aux involutions X ——p X sur
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K" (ALG]) et X({c]) .

Soit A un algébre sur A et

Al6) = AlG) ®, A .
Un complexe X° de A[G]-modules étant donné, on désigne par
X'G le complexe de A-modules image de X par le foncteur qui associe
4 chaque AlG)-module X de module sur 4 formé par les éléments de

X invariants par G .

Proposition 3.8. Soient G un groupe fini, P° un complexe borné de

A[Gl-modules dont toutes les composantes sont projectives de type fini,

et M un complexe de A{G]~modules. Sous ces conditions il existe des

isomorphismes canonigues de complexes de A-modules ¢

. . N B G Y. .
(3.8.1) HomA[G](P ,M) % Hom (P*,M)" = (P"® M')" =P ®ng o1 .

La démonstration utilise les isomorphismes bien-connus pour le
cas des modules, et est laissée au lecteur. Nofer que dans les deu-
xidme ot troisidme terme, les opérations de G sur EomA(P',M') Tesp.
i ®AM' se définissent par transport de structure & partir de ses

L » v. v‘
opérations sur P et M resp. P et M .

Corollaire 3.9. Si P° € Ob(D(/\[G])parf) et M € D'(alG]) alors on

a dans la catégorie dérivée D(A) les isomorphismes suivants

(3.9.1) @ Hompqy (27,) ~mr(E Ewy Fre .

En effet grice & l'hypothdse P° € D(/\[G]parf on peut supposer

que P° est borné et toutes ses composantes sont projectives de type
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fini. On a donc
R HomAEG](P M) = HomA[G](P LU

v, .
et on peut utiliser les isomorphismes (4.3.4) . Mais P est comme P,
borné 3 composantes projectives de type fini, done
¥, =YX . MU U T 1
®A[G]1 =P ®7EG]M « De meme P 8% - P ®A » De plus les
v
composantes du complexe P’ @ M sont cohomologiquement triviales

( E3] IX 3) et on a donc :
GY. F oo G
rROY(P ®AM) = (27 g,7) .

4. La représentation de Swan.

Soit B une courbe algébrique lisse et connexe sur le corps k
algébriquement closs Si x € § est un point fermé de - , SOn anneau
local CQE,x (ou simplement (g;) est un anneau de valuation discréte
dont le corps de fractions est isomorphe au corps de fonctions ration-
nelles sur E et dont le corps résiduel est k . La valuation corres—

pondante sera désignée par vx .

Lemme 4.1. Soient E une courbe algébrique lisse sur le corps k al-

gébriquement clos et g ¢ E—E un endomorphisme de & différent de

1tidentité. Supposons que x € E est un point fixe isolé de g et

soit *® une uniformisante de CQE . Si Ve est la valuation de

y _—

G%}x correspondante,alors la multiplicité Yx(g) du point fixe =x de
, il dniehaliiiliouin =

ltapplication ¢ (IV ) est égale 3 vx(g(u)-n) .
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Dans le produit I x E 1la diagonale et le graphe de 1'endomorphisme

g seront désignés respectivement par A et r} . Soient

¥Y: E—=*Ex E
Y: E—YEx E

les immersions respectives. ZFElles sont dennées, sur les anneaux lo-

caux complétés de x resp. (x,x), par les homomorphismes

Yo s a®a— 2 (A-’O\X) )
ol y%(a ® b) = ab
Y (2®1b) = ag*(v) .

Il stagit d'évaluer la multiplicité Vx(g) dn point 8(x) dans 1'in-
tersection A q; sur B x E . Or le diviseur A correspond & 1!idéal
engandrd par 1!'8lément 1% -2 @ 1 de.Aé? A « Done la multipli-~

cité de 5(x) dans 1'intersection 5‘10 est
[=1

v(g) = v (Y(18 % -%81) = v (s(x)-F) , cafd.

4.2. Soit C une courbe algébrique lisse, propre el connexe sur

le corps k algébriquement clos. Si mn est son point générique, dési-
grons par K = k(%" son corps de fonctions rationnelles.

Soit

KroXx, [K:Ke=n

une extension galoisienne finie de degré n et de groupe de Galois G .

Désignons par C!' la normalisée de C dans XK' et soit
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p ¢ Clewsal

la projection canonioue . Le groupe de Galois G opdre évidemment sur
€' . Le stabilisateur de y' € €' dans G sera noté Gy, .

Si % est une uniformisante de ¢ et si s € Gy' s #e

Ctyy!

posons

(4.2.1) vy,(s(n)-t) = v_,(s)

o

{la multiplicité du point fixe y' pour 1'application s : C'—= !
(lemme 5.1)).

La,_reoprésentation deo Swan associde 3 y' est définie par son ca=-

ractdre 0&' s qui est donné par la formule :

1 - vy‘(s) sis e

25 e(vy,(s)—-1) gis=e”

Les résultats de Artin-Serre~Swan (IX Th 4) montrent que, 4 &tant

(4+2.2) 0'y|(s) =

un nombre premier distinct de la caractéristique de k , il existe un

-

ZL EGy,]- module projectif de type fini Swy, , déterminé & isomorphisme
prds, qui a pour caractére 0&, .

Il y a aussi intérét i considérer le z, [Gy,]—module

(4.2.3) Swt_, = Sw_, ® 2, [Gy‘]

Le caractére a'y, de Sw! est donnd par la formule t

yl
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1- vy,(s) si sfe

(4'2-4) d",(s) 2
¥y 1+ j;——— v ,(s) =1 + vy‘cgg'/c) sig=o

STy
oﬁiaé'/c est la différente du revétement C'/C , la dernidre formule
ntétant autre que [3, Chap. VI 2, prop. 4] ot on fait H = {1} .

Enfin,la fonction

(4.2.5) =0 + = ot - 1
By v uGy' g Gy' ’
ol ug désigne le caractdre de 1'iddal d'augmentation de z, {a1,
yl

est ausei le caractdre d'un QL[Gy,]—module,~la représentation dtArtin

de Gy' y qui sera désigné part Arty,

On a donc @

- vyl(s) si sfe

Zziw.u- W) sis=e .
- eyS Vy’ C/C s1 s

Conaidérons maintenant l'inclusion Gyl c G . On pose :

(4.2.6) a,i(s) =

(4.2.7) Sw = Sw, ®ZLEG;,,] z,l¢] , Sw = SW;' ®Z{[Gy,] z,lc] ,

(4.2.3) Art = ATt ®QL[G3/'] qlel -

Les caractdres des représentations précédentes sont notés
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4.3. Notons que les modules ainsi obtenus ne dépendent - & isomor—
phisme prds ~que du point y € C , et non du choix du point y' et C!
au dessus de y » Soit donc y¥ un autre tel point. I1 existe donc

g €G tel que y" = z.y' . La situation (C', y" , G) se déduit donec
de la situation (C , y' , G) par 1'isomorphisme g sur C! ,

-1
int(g) ¢ ha—ogh g sur G . On en conclut par itransport de structure

que les modules Swy etc. associds &4 y" se déduisent de ceux associés
4 y! par extension des opérateurs 3 1'aide de int(g) = GG o+ On

sait que cette extension transforme un module en un module isomorphe-

Proposition 4.4. Les notations étant celles de 3.7 avec (A = Z, et

M* gtant un objet de p™(alG]) on a des isomorphismes :

(%) Sw& = 5@
5 . . oy~ .
{ ) HomZ&EG](SNy’M ) Swy ®Z{EG]M

Démonstration. Pour que deux ZL[G]~modules projectifs de type fini
gsolent igomorphes il suffit qu'ils ailent méme caractdre (3-2)- Or si

v
lton désigne par 3& le caractédre de Swy on g (3-7-2) :
(s) = o (") -
J J
Dtautre part on a @
-1 -1 N
v (TR < v (a0 ) = v (8 s(®) = v (1))

donc Swy, < Swy' , d'olt la formule (¥) par définition (4.2.7). La

formule (#*) en résulte grice & 3.8.
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4.5. DNous aurons besoin plus bas d'une formule explicite pour le ca-

ractdre de la représentation de Swan. On a en fait les formules

zz:: (1 - VZ'(S)) sisde

p§2* v

4.5.0) 0% (s) = T(s) = 0 (s) = | 5027
5~—~ (1 ’(€>' -nsize=e
p(z')=y e /e

{(1- vz,(s)) sisfe

* plz')=y
(4'5'2) Uy(s) =0 ;,,(S) = 63,(5) = S(Z, =z!

ol

[

(T +VZ,(O'/C)) sig=e

p(zt)=y

- v {s) sisfe

* ,
(4.5.3) a;,(s) = 2 n(s) = a(&) =

S v, £%|/C§ sig=ce

Pour déduire ces formules on utilise (3.3.1) et lton tient compte du
fait que si lton fixe un point yé € ¢, alors on peut trouver, pour
chaque y' € C! tel que p(y‘)=p(yé), un élément g* € G tel que

g (y") = yé « Les éléments g!' constituent un systéme de représen—

1
[o]

-1 a
Gy' = g'Gy‘g' . Co systdme de représentants peut étre utilisé dans
o

lo deuxidme membre de la formulé (3.3.1), et on obtient les formlés

tants pour les classes 3 droite de Gy dans G et on a de plus

écrites.
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4.6. Les invariants Swy s Sw§ , Arty peuvent se définir dans des
conditions plus générales. Soit pour cela C' une courbe algébrique
lisse sur k , non nécessairement connexe. Supposons que le groupe fini

G opdre sur C' et qu'il existe un ouvert U de C = ct/c dense dans C
tel que C‘] U soit un revétement principal de U de groupe G . Pour un
point y € C on peut définir les modules Swy s Sw& s Arty en procédant
comme plus haut. On peut se ramener au cas od C! est connexe de la fa~-
gon suivante. Soient y!' € C*' tel que p(y'):y, C% la composante irré-
ductible de C' qui contient y' et C1 la composante irréductible de € qui

contient y o Si GC est le stabilisateur de la composante C} et si ut!

3

(resp.n1) est le point générique de C} (resp. 01) alors l'extension

Ky = k(qﬁ) Dk( =K, est galoisienne de groupe de Galois GCa et C}

est la normalisée de C; dans K} (sga 1 I 10). On peut donc appliquer
les considérations faites plus haut pour les courbes C}y , C, et le

groupe GCi B De cette fagon on obtient les ZL[GC,]—modules projec—
7

tif's de type fini Sw Sw! Art et Sw Sw! Art
TP Gcny ’ GC Irg 4 GC" ’ y? vy’ y
1 i 1
sont les modules induits associés 4 1'inclusion GC% cG .
Bemargue 4.6. Les modules Swy, y Sw'y,, Arty, sont des invariants pu-

rement locaux t ils sont connus par le groupe Gy, opérant sur le com~

plété de ltanneau local Q?C, gt En plus on a Swy, = 0 8i et seulement
3

si p: S'—C est modérément ramifiée en y' ou, ce gui revient au

méme, si Gy, est dlordre premier 3 la caractéristigque de k [3 VI].
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5. La formule de Weil (comparer [3 VI § 41).

5:0. Tous les schémas congidérés dans ce numéro seront définis sur
un corps de base k algébriquement clos.

Nous utiliserons les notations suivantes :

A, = Z/ivz s 4 étant un nombre premier donné, distinct de la
caractéristique de k .
Soit ZL——e»Av 1'homomorphisme canoniques Il induit un homomor-

phisme
At g l0]l— A Le]

et par conséquent [VIII 9] un homomorphisme de réduction :

Ny ¢ KN(BE0]) —— (A L6D)

Les images par Ki des &léments associés aux modules Swy . Sw'y
seront désignés par Swgv , Sw}Av .

Lthomormorphisme de réduction ki est en fait un isomorphisme
[1x 1.5] ., L'inverse de xt sera désigné par B -

Le faisceau constant sur le schéma X associé & l'anneau AV

sera 4ésigné par A
gne par A, x

Soit V un ouvert de X , j : VewX 1l'immersion canonique. On

pose
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Proposition 5.1. Soient C' une courbe algébrique, lisse et propre sur

le corps k algébriquement clos, G un groupe fini opérant sur C' ,

C = C'/G s Pt Ctewy C 1la projection canonigue, U un ouvert dense de

-1 - .
C tel que Ut = p (U) soit un revetement principal de U de groupe G,
-1 .
Y=CU, Y =p (X) = C'=-U' , et gsoit FEP(C) la caractéristigue

d'Buler-Poincaré de C , (égale 3 2 - 2g si C est_connexe de genre

g) .

Dans ces conditions on a la formule ds Weil :

(5'2) %K.(Av[G])(Rré'(A\),U',C')) = ZP(C) %K.(/\V[G]‘(A\:EG]).}gSWlYAV)

oil le premier membre de (6.2) est défini grice & 2.1.
Démongtration. Désignons par S1(respu 82) le premier (resp. le deuxid-
me) membre de la formule & démontrer. L'homomorphisme de réduction
ki étant en fait un isomorphisme)il suffit de démontrer que
PV(S1) = PV(SZ) .
Dtautre part (3.3.1) lthomomorphisme trace :
K*(z,Le]) — T, F(e,2,)

est un monomorphisme. Pat conséquent il suffit de démontrer que

tr(py(84)) = tr(u (S,)) -
Le caractdre o, = tr(pv(sz)) est évidemment donné par la for-

mle

(5‘201) 62 = EP(C)I‘G - yE : YO—“Y 5
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ol o} est le caractdre de Sw; ((4.2.7) et (4.2.3)), ry la représen~
tation régulidre.
Congidérons maintenant les homomorphismes de réduction pour les

traces :
g

A
f(c,zlb)‘—-ﬂaf(c,z/&nz) .
On a évidemment

(¢,z/t"z) .

S:(G,zt)

= lim
£t

I1 suffit donc de démontrer qu'on a, quel que soit n
& &
Ay (ee(uy(84))) = &) (o) -

Le premier membre est égal i tr(xi(pv(s1)) , or
Mley(8)) = c’LK‘(/\\){G])(R oy, m o))

grace 4 la formule de Kinneth (SGA 4 XVIII)

L ~
Yo, A = R, (A

A v pour n = Vv .
n

RIE'(A v,U‘,C')

n,Ur,C!
On est donc ramend i prouver 1'égalité :
, 4
tI‘(C‘tK-(A [G:D (BT‘&.(/\H,U‘,C‘))) = 7\1’1(62) .
n
Désignons le premier membre de cette £3alité par T et soit g € G .

L'élément g induit évidemment un endomorphisme du triangle distingué :
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Rr}v(/\nY')

B A e g0) ——— R (A o)

On a donc ¢

* 3 *
1(g) = Tr = Tp - Tr
gRQ'(A BRI (A o)) gRr‘yr(An,t-) .

n,U',C') n,C!

*

(Pour abréger on a derit ™= au lieu de TrA ) « Or on a, en appli-
n

quant une "formule de Lefschetz" triviale sur l'espace discret Y! sur

lequel g opére

T v
B ng}‘(An y1) = nombre des points fixes de la restriction
b
gy, de g d 1! = E 1 .
y1E Y?
gy'l= y'

Dr'autre part la formule de Lefschetz (IIT14.7) pour g opérant sur C!

&

nous donne, si g % e 1

7
%*
07
=
=Y
—~
>
R
EE]
<
[
s
Jg
R
i

= la gomme des multiplicités des poéints

fixes de ltapplication 8ot Ct—xCr,
et on a @
%*
It gpr ¢, = EP(C').1, pour g =e ,
Rré'kﬂn C') A

gréce au calcul explicite des H'(C',A , via (SGA 4 IX 47) et

n,C')
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Kinneth (SCA 4 XVII) .

I1 en résulte donc la formule suivante pour 7T

e (v_,(g)=1) sig#oe
ylEYr ¥
(5.2.2) (g ={ aly)=y

EP(C') - cara(Y?) sig=ce

Comparant avec (6.2.1) on trouve facilement T = Kﬁ (Oé) .
En offot si g £ o 1'6galité entre 1(g) et M (0,) est imiddiate

(44542) &

Si g = e la formle & vérifier s‘éorit :

EP(C") ~ card(Y') = N EP(C) “E:: o' (4), ol ¥ = card(Q) ,
y€Y ¥

clest-d—dire (4.5.2) :

BR(CY) = ¥ IB(0) = - dea(Vy, )

qui ntest pas autre chose que la classique formule de Hurwitz.

6. Définition des termes locaux E,i(F)

6.1. Soient C une courbe algébrique connexe lisse sur le corps k al-
gébriquement clos, & une A-algdbre (A =Z/1YZ , £ distinct de la carac-—
téristique de k) et A C D+(A) une sous-catégorie triangulée de D+(A)
stable par facteurs directs. Soit F un complexe de faisceaux de
A-modules sur C tel que les conditions suivantes soient remplies :

i) Pour tout point géométrique X € C(k), on a L € (a) .
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i1} I1 existe un ouvert non vide de C sur lequel F soit "loca-
lement constant™, ou ce gui revient au méme, il existe un ouvert non
vide U de C et un revétement galoisien connexe cr—L 50 aecC , de

groupe G , tel que, si F' = p (F) est l'image inverse de P par p,

. -1
alors F!|U est constant (U' = p (U)) .

Le faisceau F[U est donc défini par un complexe M de A-modules
sur lequel G opdre. Si on désigne par m(resp. m') le point générique
de C(resp. C!') et par R (resp. 7') un point géométrique sur mn(resp.n')

on a @

p(n’) = n

(6.1.1) P-Fl =M
n n'

Comme complexe de A-modules M est isomorphe & Fﬁ , et grace & la
condition i) c'est un objet de A . Donc (3.5) pour tout x € C(k) ,
Hom;[G](Swg, M) est un objet de A, d'ol un &lément de K(A) .

En fait l'objet de A défini par HomA[G](Swi, M) ne dépend pas,
4 isomorphisme prds, du revétement galoisien C'_Bq C qui trivelise
F!U . Pour le démontrer il suffit de comparer les éldéments associés
4 deux revétements C'—Ey C , C"_QBL) cr—23 ¢ .Dans ce cas, si @'
est le groupe de Galois du revétement o By C, alors G est un

groupe quotient de G'. Soit

Qo ZL[G']-«-—'} ZLEG]

1'épimorphisme canonique associé. Les modules de Swan sont alors liés

par la relation
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&NG’n x OWG',x ®ZL[G']ZL[G] '

qui résulte immédiatement du fait que le caractdre est le ca-

aG,x
ractére induit de G!' & G ([3] VI Prop. 3) .

Dtautre part on a un isomorphidme de complexes de AfG! J-medules ¢

T = [Fﬁ’](@) ‘

I1 en »ésulte un isemorphisme canonigue de complexes de A-modules enire

. A . /\ . .
HomA[G](SWG,x' Eﬁ') et HomA[Gl](SW",X, Fﬁ") (formule dladjonction).

6.2+ Nous utiliserons les notations suivantes :

(6.2.1) ui(F) cLK(A)(HomA[G](Swi s Fﬁ))

(6.2.2) 2(m)

Q(F) + (ol ) (F) = olyrpy(F))

Bien entendu dans la formle {6.2.1) Fﬁ est muni de la siructure
de A[G)-module gréce & 1'isomorphisme (6.1.1) . Notons que si x € C(k)
est tel que C' s0it moddrément ramifié en x , on aura (4.6) Sw, = 0

done mx(A) = 0 , donc dans ce cas on aura (en conformité avec

Ogg~Chafarévitch) @

(6-2.3) eo(F) = obe(p)(FR) = obgrp)(Fz) -

I1 est clair que SQ(F) =0six¢7Y=0C~TU, et par conasdquent il

existe seulement un nombre fini de x tel que Ei(F) # o .
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Donnong maintenant des exemples de catégories A et de complexes
de faisceaux F tels que les conditions énoncédes plus haut soient vé-
rifides.

a) Soient A = Db(A)coh (VIII 5) et F un complexe de faisceaux
de A-modules constructible (SGA 4 XVII) et & cohomologie bornée.Dans

ce cas eﬁ(F) € K (4) .

b} On prend A = D(A)parf (VIII 6) et F un complexe de faisceaux
de A~modules constructible et de tor-dimension finie. Dans ce cas

el(r) ex(a) .

c) Soient A , B deux A-algdbres et ®: A~y B un homomorphisme
de A-algdbres. On prend bAes Db(B rel A)coh {VIII 10) et F un complexe
de faisceaux de B~modules, constructible comme faisceau de complexes
de A-modules et & cohomelogic bornée. On obtient £5(F) € K.(B rel 4) .

Evidemment on peut varier comme plus haut pour obtenir, par exemple,

des éléments €2(F) € K'(B rel A)-

T Formule d!'Buler-Poincaré.

Théordme 7.1. Soient C une courbe algébrigue connexe, lisse et pro-

pre sur le corps k algdbriquement clos, M le point générique de C,

Ac D+(A) une sous-—catégorie triangulée de p%(4) stable par facteurs

directs , F un complexe de faigceaux de A-modules tel que les condi-

tions i), ii) de 7.1 soient remplies. Sous ces conditions on a

RfE(F) € 0b(A), et la formle suivante (formile d'Euler—Poincard) est

vraie @
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(7:2)  oby (RGP = T(0) oty y(F2) =3 e (m)
x €0(k)

ol les SQ(F) sont définis dans 6.2 (formule 6.2.2).

La démonstration de ce théordme sera faite en quelques étapes.

a) Soit ¥ un complexe borné & gauche de faisceaux de AL G]-modiles

sur C « On a un isomorphisme
(7.3) a0 (1) = RS ()

éﬁl:g est le foncteur s '"sous faisceau des sections G~invariantes™ .
En effet ?% transforme un faisceau injectif de ALG]-modules dans un
AlGl=module injectif et f‘G transforme un faisceau injectif de A[G]-
modules dans un faisceau injectif de A-modules (utiliser pour cela par

exemple des adj nts évidents de rb et qu ), et dtautre part on a

G G
C, = .
™ c = PC ol
Prenant les foncteurs dérivés des deux membres et appliquant

([5] prop. 3.1), on obtient donc (7.3).

-

b) Soit & un complexe limité & gauche de faisceaux de A-modules

sur C ;, nul en dehors de U . On a un igomorphisme :
(7+4) & = RO(p,(81)) yo1 8t = p*(3)

Remarquons dtabord que les foncteurs p* ,IjGo p, établissent des équi-
valences quasi-inverses l'une de l'autre de la catégorie des failsceaux
de A-modules sur C!' sur lesquels G opdre et nuls en dehors de ' =

Ut = p-1(U) , et de la catégorie des falsceaux de A-modules sur C nuls

en dehors de U. On gura donc l'isomorphisme :
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2 = (7o p*) o p*)(¥)

Dlautre part on peut appliquer de nouveau ([5] Prop 3.1) qui nous don~

ae, compte temu que ¥ = o* s Rp

® = Py

8 = R(MC p,) (0 (8)) = (B9 (p, p*(2)) ,

ce gqui est l'isomorphisme voulu.

¢) Soit & un complexe de faisceaux comme dans b) - On a 1'iso-

morphisme

(7.5) RO = RPORO,(3) , ot & = p*(@) .
En effet on a 3

(re€ ) (3, 181)) = (Re)(RMY(p,(81))) = RIH(RCF(pu(21)))

grice & (7.3), et (7.5) en résulte grice i 1'isomorphisme (7.4) »

a) Désignong par i's U'—aC' | i: U~ C les inclusions canoni-

ques et posons ¢

% = Fg,c = y(rlo) .

Pour calculér RFE(Q) on peut appliquer la formule (7.5). Dfautre
part, avec les notations de 7.1 , § ¥ g C‘®AM et la formule de
$

Kunneth (SGA 4 XVII) nous donnent

- Lo L.
{7.6) R, (&1) = Rf'é'(/\U,,C' ®,M) & Rf‘é,(/\u,:cl) &M .
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Ce dernier isomorphisme est en fait un isomorphisme entre les objets de

p(alG]) aéfinis par les deux membres. En combinant (7.6), (7.5) et la

formile (3.9.1x qui est appliquable grace 3 2.1,on obtient :

G
(

0 v
(7.7) R\"’C(FU’C) ~ pM RQ:,(AU,’C') ®M) = R HomA[G](RP@(/\U"C,),M) .

Donc compte tenu de M= Fﬁ € 0b(A) (condition (1)) et de (3.6), on

trouve 3

Rl"C(FU,C) € Ob(a) .

Dlautre part on a le triangle distingus (od Y = C = TU) :

R (F{Y)
(7.8) ///

R(Fy o) — B,

I | s .
od évidement R’}(F) =7 Fy € 0b(4), car Fy € 0b(4) (condition (i)).
I1 en résulte donc que RFB(F) € Ob(A) , c'est-3-dire la premire asser—
tion du théordme. Le priangle distingué (7.8) nous donne de plus la re-

lation
%K(A)(R%(F)) = CLK(A)(R%(FU,C)) +§y ¥ CLK(A)(FS/:) 3

et en utilisant 1l'isomorphisme 7.7 :

v

oy g) (RGP = oby ) (R Homy g (R (g, 007 2FR)) + 2 o) )
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Pour obtenir la formule d!Euler~-Poincaré il suffit maintenant
dtutiliser la formule de Weil (5.+2) . En effet d'abord 4.4,(5.2) et

3.6 (d@ans le cas particulier B = A[G]) nous donnent

\'4

by (aLa]) (Bo (Mgr o)) = el (ara)) (BT Py o) -

cLK(A)(Rr'c(F))=hom(oLK.(A[G]) (R%, (A ,C,)) ,uK(D(A[G]A) (Fﬁ))%e_'y%( A)(F§)

=§;°*’K( ) (F;) +hom(EP(C)cl;K.(A[G](A[G]—b%(sw§+o{,](.(A[G]) (AL6])),
“x(n(ao) ) )

%%Y%K(A)(F;) + EP(C)c-LK(A)Fﬁ —%_Y (045 (F) + cLK(A\(Fﬁ))

= B0 oty T =L )

Compte tenu que GQ(F) = 0 pour x €W s ceci n'est autre que la

formule (7.2) .

Pour un complexe de faisceaux F , satisfaisant les conditions (o

7.', on introduira la notation

EPA(C,F) = °£K(A)(RTE(F)) .
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Corollaire 7.9. Si F , F' sont des complexes de faisceaux satisfaisant

aux conditions de T7.! et s'ils sont localement isomorphes {pour la topo-

logie étale) comme complexes de A-modules, on a ¢

(7.10) EPA(C,F) = ELPA(C,F‘) .

En particulier, si F est localement constant de valeur M' | on a :

(7.11) EPA(C,F) = EP(C)CLK(A)(M') .

Corollaire 7.12. Soient C une courbe algébrique connexe lisse, pro-—

+
pre sur k , V un ouvert non vide de C , A une sous-catégorie de D (a)

comme dans 7.1, et F un complexe de faisceaux de A-modules F sur v

tel que sa restriction a& un eous-ouvert non vide convenable de V soit

trivialisée par un revétement galoisien de V . Supposons de plus que

FE € Ob(A) quelque soit x € V . Sous ces conditions on a

(*) ®F(F) , &M(F) € ob(a)
(**) MK(A)(RQF'V(F)) = oy (BL(F)) -
Posons EP,(V,F) = oy ) (RNY(F)) st

EP(V) = EPD(FL)COh(V,FL) = EP(C) - card(z) 4

gg 72 =C -V et ol FL est le faisceau sur C défini en dimension

z5ro par le faisceau constant- associé & F& = z/Lz « On a alors la for-

mule ¢
il
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I A A
) By0E) - O oty () - S o) -E ek

x€2

ot b et oci sont aéfinis par (6.2.1) , (6.2.2) .

Nous utiliserons le lemme suivant

Lemme 7.14. Soient K 1le corps des fractions d'un anneau de valuaticn

discréte strictement local R, W = Spec K , A un anneau noethérien gui

est annulé par un entier n premier a la caractéristique résiduelle p

de R, et F un complexe de faisceaux de A-modules sur W trivialisé par

une oxtension finie de X « 8Si A est une sous-catégorie triangulée de

D+(A) stable par facteurs directs et si Fﬁ € Ob(A) (n le point généri-~

que do S) alors RF'W(F) € Ob(A) et cLK(A)(PﬂN(F)) =0 .

Démonstration de 7.14. Soit ® 1le groupe fondamental de W . Alors F

correspond & un complexe de A~modules M° 3 groupe T dlopérateurs. Le
complexe de A-modules sous-jacent a M° est isomorphe & Fﬁ et par
conséquent il appartient & O0b(A) . Introduisons le groupe quotient

% de ® par son unique p-sous—groupe de Silov P[4 , II 33], clest
d dire la limite projective de groupes quotients discrets de W qui
sont d'ordre premicr & p 4 od p est l'exposant caractéristigue du
corps résiduel de R« (Si p = 1 , on pose % = 7.)On a done la suite

exacte
1P -3 — T —0 )
et on obtient

ROL(F) @ ROT(Y) ¥ RO (R (7))
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("isomorphisme de Hochschild~-Serre"). Or P opére sur M° via un groupe
quotient fini, qui est donc un p-groupe donc d‘'ordre premier 5 n .
Donc on a RF"P(M') ZF‘P(M') , etQﬁP(M') est un facteur direct de M' |
et appartient donc & Ob{A) .

Dtautre part % = |1 2 _([4], 11 33). Nous sommes donc ramenés a

Ly € =
démontrer que si M € Ob(A) , alors RM (M) € Ob(A) et

L PI. . :
OLK(A)(Rf‘ (M*)) = O . Soit pour cela f un générateur topologique de
% . Nous pouvons supposer que les composantes M de M sont des R-modu-
les tels que HY(F,M") = 0 si j 2 1 . I1 existe alors un triangle dis-

tingué :

(7.15) / M.’\-f

nPi(M') — M,

En effet d'une part il est clair que rO" - Ker(1-f}. Drautre

part 1-f : M'—3 M"  est surjectif. En effet

BYF, M) = u/(1-£)U

1

{voir pour ce caleul [4] PPp. 197) dans un cas sensiblement analogue) done
il en résulte M' = (1-f)M' . Le triangle (7.15) nous donne en méme

temps RF’“(M') € Ob(A) et cLK(A)(Rran(M')) =0, ce qui prouve 7.14.
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Démonstration de 7.12. Le fait que R FV(F) € Ob(A) résulte immédia-

tement de 7.! appliqué au complexe il<F) , o i: V—®C § en effet
on a R!rb(F) = Riﬂc(i'\F)) . Pour prouver que RFL(F) € 0b{a) , on con~

sidére le triangle distingué :

AN

Ri,(F) — Ri(F) ,

od Q" est concentré sur Z = C~V , d'ol en appliquant R r% le trian-

gle distingué

R (Q"]2)

(7.16) / \

R (F) ——— BQ(F)

Comnme R (F) € Ob(4) , il en résulte que be(F) € Ob(A) si et seule-

ment si RFE(Q" Z) € Ob(a), c'est-d-dire (Ri*(F))x € Ob(A) pour tout
x € 2 « Rappelons que pour calculer (Rix(F))x on considére le carré

cartésien

J
¥V b Cx

b

V ¢&——» C

od CX est le schéma localisé strict correspondant au point géométri-

~

qQue x 3 on a Ri*(F)x ~ Rr;(u*(F)) , en vertu de 7.14,et on a
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dono (i (F)), € Ob(8) et oly (R (F)) = 0 . I1 en résulte que
oy ) (R(Q°[2) = 0 et le triangle distingué (7.16) nous donne

oty p) (BIFU(F) = cLK(A)(Rr\',(F)) . Enfin pour &tablir (7.13) il suffit
dtutiliser la formule &'Buler-Poincaré ( 7.2) pour le complexe de fais-

ceaux 1i,(F) :

EPA(V,F)=cLK( 1) (RI\.’V(F))=OLK(A) (R, (1, (F) =EP(C)cLK(A)(Fﬁ)—i%k) eﬁ(i! (F)).
Or on a s

T e () =ng)s§<m +Z_€“Ze§<f*) .

x€C(k)

Mais pour x € Z on a (i,(F))X = 0 et par conséquent pour un tel x

on a ¢

e2(1, (7)) = «L(F) + oty (R

dtold la formule (7.13).
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1. Soient X' wun schéma propre sur le corps k algébriquement clos et G

un groupe fini opérant sur X'

Pour chaque élément g € G on désigne par By ! X' = X' 1'automor-

phisme de X' induit par g

Supposons qu'il existe un ouvert U' de X' stable par G et tel
que G opeére librement sur U' et soit An=z/an ou £ est un nombre

premier différent de la caractéristique de k

) sur X' ot A

Désignons par A le faisceau 1,(A S

n,U', X! n,u’

est le faisceau constant sur U' associé 2 1'anneau An et 1 : U'<“—> X'

est l'immersion canonique de U' dans X' . Le falsceau An UlLx! est muni
3 3

d'une maniere naturelle d'une structure de faisceau 3 groupe G d'opérateurs,

Par conséquence le complexe X = RI&,(AH

n, U, X! ) est un complexe de

'U’,X’
An[G] - modules et plus précisément un complexe parfait (VIII,7) de

An[G] - modules (IX,2).

On verra dans la suite qu'il est plus commode pour notre but de consi-

. v B v
dérer au lieu du complexe R '(An,U',X') son dual un,U',X' = RTX,(An’U,,X.)
par rapport a 1'anneau An , au sens des catégoriles dérivées

¢ =RT,, (A )Y = R Hom, (RTy,(A ),A )
n,U',X' X' "n,u',x' An X', UL,X'
A\
Le complexe ]RI‘,(Ah U X') est un complexe parfait de An[G] - modules,
Supposons qu'on se donne maintenant un endomorphisme f£' : X' = X'

du schéma X' et un endomorphisme ¢ : G = G du groupe G tel que les deux

conditions suivantes solent remplies :
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(1.1) f gX' = w(g)x,f' Vg € G

(1.2) Le complémentaire Y' = X' - U' est stable par f'

(Sous les hypothéses déja faites Y' est stable par G . En général on

n'exige pas que l'ouvert U' soit stable par f' ).

On obtient donc les homomorphismes de faisceaux :

f'n,X' : An,X' - An,X'
f'n,Y' Ah,Y' —_ An’Y,
fAn,U’,X' ; An,U',X' An,U',X'
gAn,U',X' ; An,U',X' An,U',X'

° An,U’,X' An,X’ An,Y' 0
(1.3) £! £! f!
An,U',X' , An,X' An,Y'
0 An,U',X' An,X' An,Y' 0

On en d&duit, en particulier, des homomorphismes de com-

plexes de An-modules
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f'n,U',X' ) FI&,(fAn’U',X' o T B e o
f}"r\f,u',x' " n,Uv)v liZ,U',x' - HZ,U',X' g

g o = Rfk.(gAn’U"X' X Hn’U,’X,
g:'iz,u‘,x' ) (gnn,U"X' ’ MZ,U',X' - HZ,U',X' ’

tel que les relations suivantes soient vraies

(1.4) g o £! = £! o ¢p(g)
Hn,U',X' uh,U',X' 3:‘n,U',X' Hn,U',X'

(1.5) £,V ° gy = o(g)yV o £!
n,u',X' n, U, X! n,U', X" n,u', X'

La relation (1.5) nous montre (cf. Exp. XI sur la théorie générale des traces,

5.2.1, 7.1) que la trace

3*
Tr A Lelo (£ ) € AlG

123, ,n)
n,0', X" .0 !

5,9 n

Notre premier but sera de donner, sous quelques hypothéses supplémentaires,

#*
Tr (£flv ) en termes d'invariants locaux
An[G]’Cp un,U',X'

une formule explicite de

associés a f' , termes que nous allons définir plus bas.

2. En fait on peut faire mieux. Soient pour cela n,m deux entiers positifs

tel que m 2 n . Les homomorphismes d'anneaux :

*
) cf. III B 5.12
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engendrent les homomorphismes de faisceaux d'anneaux sur X'

E—
m,n,X"' Am,X‘ An,X' ’
n,uixt ¢ My, xe Ay

1.'application de la formule de Kunneth nous donne :

L
(2.1) IRFX,(Am,X,) ®Am A —]RI‘X,(AH’X,) ,
pd
(2.2) ]RI‘X,(Am’U,’X,) ®Am A= ]Rl“x,(!\n’U.’X,) s
L} E 1
(2.3) RTy . (£ .)®A A ]Rr,(fA ') ,
m, X m n,X
(2.4) ( )]:L (£} )
2.4 RT,, (f! ®, A =~RT, (f
X Am,U',X' Am n X An,U',X'
On en déduit aisément :
(2.5) R HomAm( ]RTX'(Am,U',X‘)’Am) ®Amf\n =R HomAn(R rx'(An,u',x')’An)
(2.6) E
2.6 £y ® h =fly
aunx Mt ¥y
Le morphisme de complexes parfaits ]Rl‘x,(fl'\ )
n,X'
(resp. RT,,(f} ), flv ) s'obtient donc par extension des scalaires
X A ' f H ' 1
n,U',X n,U',X

(XI, 6.3) a partir des morphismes ]RI‘X,(fI'\ Y(resp. RT. ,(f['\ )’flliv )

', X! m,U',X' m,U', X'
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1'aide d hism . :
2 1'aide des morphismes am,n (resp am’n , “m,n,c Am[G] —_ An[G])

En utilisant (XI, 6.3, 6.3.2, 6.3.3), 2.3, 2.6 on obtient les rela-

tions

2.7 ® (RL,,(£! ) = o (Tr¥ (RO, (F! ),
An X An,X' w1 Am X Am,X

(2.8) Tr¥ (£ly ) = a (te® (£ly »
An[G]!w ﬁn,U',X' m’n>c Am[GIst ﬁm,U|’xl

Le systeéme des fonctioms (TrA [c) (fﬁv » définit une fonction
n @ n,u',X' n>0

,Z,) , e-centrale sur G 2 valeurs dans

) € 3!( L

Tr (£ G
ZL[G]»CP Ji\él’xl('r’) qcp
1'anneau Z, des entiers {4 - adiques.

4

De méme les éléments TrX (RT,,(f ) , n=1 , définissent un
n

]
n,X'

entier 4-adique Tr¥ (£ )
zZ, mrx,(z&’x.)

* '
Notre but sera de trouver une formule pour Tr'ziﬁcj’w(fﬁ¥' x'(L))
s

3. L'invariant local de Nielsen-Wecken (cf. [1] ). Supposons en plus des

hypothases décrites au numéro 1, que toute orbite de G est contenue dans un
ouvert affine. Il existe donc un quotient X = X'/G et grice 3 la formule 1.1,

1'endomorphisme f' de X' passe au quotient :

On va utiliser dans la suite les notations suivantes :
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p: X' —>»X=X'/G pour la projection canonique,

Y =p(Y")=yv'/6 ,

U=X-%
U' est un revltement principal ayant G comme groupe structural . Soit x €U
un point fixe de f . On va lul associer une classe de ¢-conjugaison (X1,7.1)

Nwi:w(X) de la manigre suivante :

Soit x' € U' tel que p(x') = x . U' étant un revetement principal

ayant G comme groupe Structural et le point x étant fixe pour f il

existe un élément unique g € G tel que f'(x') = gx' . La classe de @-conju-
gaison de g ne dépend que de x . En effet si p(x") = x , il existe h € G
tel que hx" = x' Par conséquent si f'(x") = g'x" on a

gx' = £'(x') = £'(hx") = ()£ (x") = (m(h)g'h_l)x' ,

g = pgn !t

c'est-a-dire g et g' sont g-conjugués, Par conséquent, on obtient une classe

bien déterminée de (p-conjugaison, 1'invariant local de Nielsen-Wecken associé

au point fixe x € U de f qui sera désigné par Nwi’w(x)

La classe de (-conjugaison ng’w(x) définit une fonction (p-centrale

(cf. X1, 7.1)

Nw(f;""(x) N g— }

N . .
a valeurs entiéres,caractérisée par les relations suivantes
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1 s'il existe x'€ X' tel que (g_lf')(x')= x'
(3.1) w5 P (g) = et p(x') = x

0O sinon

4. Supposons X' lisse sur k et en plus que le nombre des points fixes de

f est fini. Il en résulte en particulier que le nombre des points fixes de

g f' est fini pour chaque g € G

Pour chaque point fixe x € X de f on introduit la fonction

tp-centrale

s (f',£,6,9) : 6 —>Q ,

2 valeurs ratiounelles, définie par la formule

(4.1) S_(£',£,G,0)(g) = — 5 v g7ty -1
X o] — X
c¥(g) -1
Xle(lg f
X
Nous avons utilisé les notations suivantes :
(4.2) (g = card Gg . Gg ={xeag/ m(x)gx—l =g} ,

lf,

(4.3) %8 = [x'ex' /p(x") =x, (g EDx') = x')

(4.4) vx'(g_lf') = la multiplicité du point fixe =x' de g—lf'

Par composition, avec les inclusions canoniques
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Q—> 0,
la fonction Sx(f',f,G,@) engendre des fonctions -centrales Sx,iff',f,G,w)

sur G & valeurs dans le corps des nombres {-adiques.

)

Conjecture 4.5. Pour chaque { # car(k) les valeurs de la fonction

S (f',£,G,p) sont des entiers {-adiques.

x,4

On va prouver dans la suite que la conjecture 4.5 est vraie si la

dimension de X est égale a 1.

Proposition 4.6 Soient R un anneau de valuation discréte, m son idéal

maximal, ™ une uniformisante, k = R/m son corps résiduel supposé alg. clos,

v sa valuation, fé : R 2R un endomorphisme de R et G wun groupe fini

d'automorphismes de R . Supposons que 1'endomorphisme fé et les automor-
phismes &g induisent 1'indentité sur k et qu'on se donne en plus un endo-

morphisme de G

tel que la relation suivante soit remplie :

[N = o f1
fp o g = ole)g » fy

Si 1'on désigne pour chaque g € G

\)(g;{lff{) = v(g;ff'{(ﬂ) -y,

et si 1'on décompose c®(g) (cf. 4.2) sous la forme
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cw(g) - psq , (ppad =1 , p = carfk) ,

alors q|(V(g£1fé) -

Pour démontrer la proposition 4.6 on se réduit au cas g = e et
Qo= idG . En effet on peut se réduire d'abord au cas g = e en associant 2

—1f' G,e,' = int(g)oep)

la situation (fé,c,g,m) la situation (f; = g fp o>

(' (a) = g_lm(a)g) et en observant aisément qu'on a :
VgZ £ - 1= w(E) - 1
Er R
] 1
cPg) = ¥ te) (c‘é’ = @) (cf. 4.2)

Pour se réduire simultanément au cas g =-e , = 1d , remarquons
® G
: 1
qu'on peut associer & la situation (f;,G,e,w') la situation (f“,Gf ,e,ide')
e

et qu'on a :

id o'

' ' Ge
® = (?)
e ee

La démonstration de la proposition 4.6 utilise essentiellement le lemme suivant

Lemme 4.7. les hypoth2ses et les notations étant celles de la proposition 4.6

supposons en plus que ¢ = idG , c'est-3-dire que les opérations de G sur

R commutent avec fé , et que r = v(fé) > 2

Soit

¢ = Card(Im(G —> Autk(E/Ez))

On a alors la relation sulvante de divisibilité :




a7

c|(r—1)

Démonstration. Il est clair que 1l'entier r satisfait aux conditions suivantes :

a) 1'homomorphisme

£ A/Et > A/gl_r

induit par fé est l'identité.

b) 1'homomorphieme
' . Af r+l Af r+l
ot — Yy

est différent de 1'identité.

D'autre part il est évident que G opére sur tous les espaces vectoriels

.‘l‘i/m1+1 sur k

On va montrer d'abord que sous les hypothaéses du lemme il existe un

homomorphisme de k[G]-modules
(£ m/ s 1
R’ mZ - mr+
et un seul tel que les deux conditions suivantes soient satisfaites
1) u(fé) #0
' 2, _ . r+1
2) u(fR)(x mod m“) = (fR(x) ~x)mod m , quel que soit x €m

I1 est clair que la condition a) implique fé(x)—x € gr quel que soit

x € R , ce qui donne un sens 3 la condition 2).
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Cette observation nous donne aussi la possibilité de définir un

homomorphisme de groupes abéliens :

X ——> (fé(x)-x)mod Er+l

Cet homomorphisme s'annule sur 52 . En effet, si LI
r+1 .
X%, €m car on a grace A la condition a)

9 € m alors

' -
fR(XIXZ)

' = r
fRlx) =%+, ¢ cm

£l (%)) = %, + a, € mr
R %2 2 T HER

et par conséquent
1 = §1 1 = (x = EX +
fR(xlxz) fR(xl)fR(XZ) (xl+oi)(x2+u2) Ry XK QR0 Oy Oy s
et évidemment +x + c mr+l
o 1% T, € 8

Il en résulte donc par passage au quotient un homomorphisme de

groupes abéliens

r
1y . 1 o
u(fR) : /m2—> m1:+1 .

L'homomorphisme wu{fg) est en fait un homomorphisme d'espaces vectoriels sur

k . Pour le voir il faut montrer qu'on a quel que goit X €m , a € R

t -_— ] r+l
fR(qx) - ox = a(fR(x)—x) mod m s
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c'est-a-dire
(4.7.1) £4(w0 - of ) € !
Mais on a :
fplax) - afp(x) = (fl'{(a) -fpx)
ce qui donne la relation (4.7.1) parce que
f%(a) -ac¢€ mr (Condition a))
f;z(x) €m (x €m)

L'homomorphisme u(fé) est un homomorphisme de k[G]-modules. En
effet, on a pour x € m

u(fé)(g(x mod Ez)) = (fé(gx) - gx) mod Er+1

= g(fé(x) - x) mod Er+1 = gu(fﬁ)(x mod Ez)

Enfin u(f&) # 0 . En effet gra3ce a la condition b) il existe un élément
' _ r+1 ..

x € R tel que fR(xo) X, ¢ m . Mais il nous faut un tel &lément

apparténant & m . Pour obtenir un tel élément écrivons X, sous la forme

x =

r+1
o ' s X:X’GE B X'ég

A E

L'un au moins des &léments x,x' satisfait 2 la condition voulue.
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Supposons par 1'absurde qu'on ait en m8me temps :

1 +1

, ~ r+ oty wtpe T
fR(x) X €m s fR(x ) - x'em

On aura donc, dans le corps K des fractions de A

£11(x) £1(x")
B 1’ —-R—X—,——— € lim"

On peut supposer que fé(x') # 0 , parce qu'autrement x' est
1'élément cherché. Sous cette hypoth2se, compte tenu du fait que 1+Er est un
groupe multiplicatif i1 résulte que :

x' r
=7 € l4m
1 [ e >
fR(x )
et par conséquent :
fé(x) <! L
Tx O RGn b
Mais cette derniére relation implique :
£1(x )
R o r
“x, Ebm
o
En effet :
X X
o) £ * BE) B® o xRd) 5w
' ('Y - : Ty T - e
X, % fR(x ) %' X fR(x ) x X fR(x )

R
fé(x')

®l=

(x*fl;(x*)f*(ﬁ.)- x £ (%)
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Si 1'on munit 1'espace vectoriel sur k

m mr
Homk(—/mz y = AHI)

de la structure habituelle de G-module son &1ément u(fé) appartient au sous-

espace

m mr G
vom &/ 2, 2 Am)

des invariants sous G

i
D'autre part il est classique que l'espace vectoriel n /;i+1 s'iden-
tifie canoniquement avec la i-i2me puissance tensorielle 8&(%/;2) et par
T m
conséquent 1'espace vectoriel Homk(gyg@ s nl/;r+1) s'identifie par 1'homo-

morphisme de "contraction avec la (r-1)-2me puissance tensorielle 8£—1($/;2) :

T
-1
v s Homk(E/mz , = A\r"‘l) E—— ®lr< & w2’

T
. . m m
Par 1'isomorphisme vy 1la structure de G-module de Homk(j/;z , 7/;r+1) se
transporte dans la structure de G-module de 8£_1(Ey;2) induite par la struc-

ture de G-module de %/;2

g(g® EQ ... ® gr_l) =85,® ... 8&E

Nous désignerons par u(fé) 1'image de u(fé) par l'isomorphisme vy

On a donc

. r-1 m
D 04 u(e) €87 ( w2
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II) p(fé) est invariant par G

Nous pouvons maintenant conclure la démonstration du lemme 4.7. Tout d'abord,

m
1'espace vectoriel -/;2 étant de dimension 1 on a

m _ %
Aut, ( /mz) = k",

et par conséquent Im(G —> Autk(E/mz)) est un sous-groupe finil de "

cyclique, engendré par une racine primitive c¢-2me de 1'unité. Désignons par
¢ une telle racine. Le sous-groupe Im(G —> Autk(E/mz)) est donc engendré

par l'automorphisme

.E/ . m
X: m? w?

g ——> ¢f

L'élément p(fé) de Si_l(g mz) &tant invariant par G oun a

u(f}'{)=xu(f£{) Xizgli®€2i.®"'®g

r-1,1

1§

= r-1 '
? e@li ® e€21 ® ... ® egr—l,i € u(fR) s
c'est-a-dire

(l—er_l)u(f;{) =0 ,

u(fé) étant différent de zero (Cond. I) il en résulte 1_€r-1 =0 , c'est-a-

dire cf(r—l)
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Démonstration de la proposition 4.6. Nous avons déja remarqué qu'on peut se

réduire au cas g=e , = idG . Si l'on désigne par G1 le noyau de 1'homo-

morphisme :
m
G —> Autk(—/mz) y

alors on a grace 3 la théorie de la ramification :

Card(Gl) = pt

Par conséquent, en utilisant les notations du lemme 4.7 on a :

Card(G) = ptc

Comme d'autre part cidG(e) = Card(G) 1'énoncé de la proposition 4.6 dans le

cas g=e , = idG , et par conséquent en général, résulte du lemme 4.7.

Corollaire 4.8 Pour chaque 4 # car(k) , 1'image du nombre rationnel

(v(gglfé) - 1)

cw(g)

par 1l'inclusion canonique :

est un entier 4-adique.

Proposition 4.9. La conjecture 4.5 est vrale si la dimension du schéma X est

égale a 1.
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Démonstration. Nous allons introduire 1'endomorphisme
y: G—G

défini par :
¥ = int oy , int (&) = g'lgg
8 g

On voit facilement qu'on a :

i) . )< 6 »G, v étant le stabilisateur du point x'
X

g_lflxl

i) ®(g) = cara(ah) , &' ={e |y =&}

_]_'
1i1) ¢¥ opere sur xig £

iv) \)X,(g_lf‘) = \)hx.(g_lf’) pour chaque h € Gw

W @0 = We e ()
ghe
Par conséquent on peut décomposer X; comme la réunion de ses

orbites et on obtient :

(vx,(g—lf')—l)
o1 Y Gty —— cardeh
x'c x'8 x'e X},{g f /cw Card(Gx,)

1.0y _ -1
(\)x.(g £') = v(g f')sx')) .

c'est-a-dire :
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(4.9.2) < 5 (g™ 61
4.9.2 s (f',f,G,p)(g) = S r—
X 1., Card(Gi.)

xle Xlg /Glll

et la proposition résulte de la proposition 4.6.

5. Généralisation d'un formule de type Nielsen-Wecken. (cf.[1])

Proposition 5.1. Les hypoth2ses et les notations é&tant celles de 1,2,3,4,

supposons en plus que Y' est une partie finie de X'

S1i 2 est un pombre premier différent de la caractéristique de k ,

on a :
a) les valeurs de la fonction -centrale
Z: £ Sx,L(f’f"G’w)
XEY
sont des entiers /4-adiques.
b) 1la formule suivante est wyraie :
Gy
5.1.1) T (£ =5 )N + S, ,(£,£',G,0)
¢ rZL[G],cp H{I’.,X.(L)) L f\’x( ELPIES Zf x,4 ®

xX€U xX€Y

Démonstration. 11 est clair que si l'on prouve 1'égalité b) en pensant tout
comme fonctions a valeurs dans 04 , 11 résulte déja 1'assertion de a) parce-que

sont des fonctions A valeurs dans ZL

G, '
NWf'cb x) , T%L[G]’w(f%' Xv(L))
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D'abord on voit en réduisant modulo 4" pour chaque n =1 et en

utilisant (XI, 7.2.3.6) qu'on a pour chaque g € G

(5.2) ) T (£! Yg) = T (gole")
EZL[G],m Hg.,x,(t) ﬁz& X ug,,x.(t)

= -1 t
Tt, (gx,f )
£ UrLx!

(1)
Le diagramme commutatif (1.3), dont les lignes sont exactes, nous

donne (XI, §4)

-1 -1 % -1
(5.3) T, (g v £') =Ty, (g,,f") - Ty, (g, £0))
%L X lﬁuxxL) %L X R, @ %&gY ¥ )

)
L,X' ! L,Y'

Les deux termes du deuxidme membre de la relation (5,3) peuvent 8tre
évalués grace 2 la formule classique de Lefschetz (cf. ). (En fait pour

le dernier terme il s'agit d'une formule triviale de Lefschetz)

(5.4) To, (goyf") -5 5 V(e £
2 ]RTX'(ZL XI) xEXf _lf' X
3 X'EX|gX|
x
(5.5) T, (g;}fé.) = nombre des points fixes de g;%fé,
. R, @, )

Par conséquent

4 -1 ' = -1 '
(5.6) Ty (o £ = Zf S e
f'

e o
t t '
x'€X' X

e x€U

- }j f Ej

XEY

-1,,
1 (1-\)xl(gxlf ))

x'ex'Bxr
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-1,
Mais x € Uf étant donné, 1'ensemble X'gx'f est non vide si et seulement
si ngjw(x) =1 ., Comme on a aussi :
_1f'
(5.7) Card x;gx' =c®g) ,x€uU
-1
(5.8) vX,(gX,f') = vx(f) , Xx €U

les relations (5.2) , (5.6) donnent :

! = G,
(5.9) TEZL[G],m(quU' X'(“Mg) - §:f v, (200 ()
’ x€U

(1-v_, (g £')
T Y

-1 oo}
Bor L' c(g)
x€Y x'ex! x

c'est-a-dire la formule a démontrer,

5.10. Cas particuliers. a) Le cas non-ramifié : Y'=¢ , c'est-a-dire

v

Dans ce cas la formule (5.1.1) devient :

' - G,
G0y e, @) Ezfv¢fnmf (x)
- ’ xX€X

- 1
-1 gy £y

b) Le cas des multiplicités 1 : \)X,(gX £') =1 Vx'ey' et Yg € G

Dans ce cas la formule 5.1.1 se réduit & la formule 5.11 Ce cas est en particu-

lier réalisé si l'ona : dimX =1, vx(f) = 1 pour tout y €Y
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6. Application & une formule de Lefschetz.

6.1. Nous garderons les notations et les conditions du numéro 1 x)‘ Soient
de plus A une An- algébre commutative noethérienne , F
un faisceau (pour la topologie étale) constructible de A-modules parfaits
sur X et

u: £¥(F)——F

un homomorphisme de faisceaux de A-modules.

On obtient en particulier un endomorphisme de la paire

(X,F)

(u,£) : (X,F)— (X,F) »
et par conséquence un endomorphisme de complexes de A-modules

RT (u,f) @ REFE)—>(R L (F)
Le schéma X étant par hypothése propre sur k et le faisceau F étant
constructible et de torsion, le théor2me de finitude (S.G.A.4.XVII 5) nous
assure que le complexe E(Ik(F) est un complexe parfait de A-modules.

La trace TrA(E.TX(u,f)) est donc définie
TrA(]R Tx(u,f)) € A

Notre but sera de donner, sous quelques hypoth&ses supplémentaires, une
formule explicite de TrA(liI}éu,f)) en termes d'invariants locaux

associés aux points fixes de f

X) Xf désigne 1l'ensemble des points fixes fermés de X .
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6.2.Définition des termes locaux. Supposons que X' est irréductible de

dimension un et que la restruction du faisceau F' = p*F) a U' soit

constante,

Si le nombre des points fixes de f£' est fini, hypothése qui sera

f f
faite dans la suite, on peut toujours supposer qu'on a X C Y

Le faisceau F' u' est donc défini par un A-module M sur lequel G

opére

F!' |U‘ ~ MU'
En fait si on désigne par 1 (resp.7') le point générique de X (resp.
X') et par 7 Aresp. 1 ) un point géométrique sur 1 {resp N )

on a :

Le complexe F' est isomorphe 3 M et par conséquence M est un

A-module parfait.

D'autre part si le morphisme f' n'est pas constant il
laisse fixe le point générique de X' . Par eonséquent le morphisme
(p*(u),£') de la paire (X',F') induit un morphisme sur la fibre

i

', ¢ FL,—> FL, ,
B i

d'oll évidemment un morphisme de A-modules :

uM T M—e—sM
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On voit aisément que la relation suivante est satisfaite

(6.2.1) uM(m(g)m) = guM(m) ¥Ym €M, Vg €6.

\Y
Le dual M de M par rapport & A est donc muni d'une structure de

A[G] -module et d'un endomorphisme
v v
ul M —> M \
tel que la relation suivante soit vraie
\
uy (gx) = qg) uﬂ/(x) Vg €G, Yx €M

\%
En plus M est un A-module parfait et par conséquent la

trace TrA(g_lug) est définie pour chaque g € G

£ .
Soit x € X un point fixe fermé de f . Le morphisme u
induit un endomorphisme du module Fx , la fibre du faisceau F dans

le point x . (On identifie les points fermés de X avec les points de

X(x))
u_ o FX-——é FX

La trace TrA(uX> nous fournit un premier invariant local

associé au point fixe x

On introduit un autre invariant local o, (f,u,f',G,0),

élément de l'anneau A , par la formule

. -1
6.2,2) o, (£,0,£',6,9) = Z Sx’m(f,f‘,c,gc)(g)TrA(g u}p ,

g€6
59
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ot la fonction

t .
Sx,zn(f)f :G:Cﬁ) . G-——) An >

s'obtient & partir de la fonction iL o Sx(f,F',G,q) (cf.4) par ré-

n .
duction modulo £Z , c'est-a-dire

. ) n
sx,zn(f,f',c,:;)(g)=(1z o Sx(f,f ,Gyq))(glmod £ Z .

6.3. Une formule de Lefschetz. Sous les hypothse et avec les notations

de 5.1, 6.1, 6.2, on a la formule :

(6.3.1) Tr, (R T, (u,f)) = E T (f,u,f',G,p ,
A X F X
x€X

(6.3.2) Tx(f,u,f7,G,qD = TrA(ux) - Ok(f,u,f',G,qﬂ

Démonstration. Le sous-schéma Y étant stable par f ,

le morphisme
(u,£) : (X,F)—>> (X,F) s
induit un endomorphisme de triangles distingués

R T (u lv,£|v)

¥
R I, (F [¥)
(6.3.3) / \
IRTX((u,f)U,X) \']R TX(FU’X)———MR FX(F) ]RTX(u,f)

d'ol la relation :
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(6.3.4) Try (R [ (6,6)) = Try (R ((u,£) | )+ Try (R T G Iy £l

Le dernier terme de la formule (6.3.4) peut s'expliciter grace a la for-

mule de Lefschetz élémentaire et au fait qu'on peut toujours supposer

Xf = Yf :
(6.3.5) T, (R T, Gl £],) = Zf Ir, (o)
x€X
D'autre part, on a
~ G
(6.3.6) R&mihl)~RPZR&AMJWWJJJW%HM),
(6.3.7) F =~ A ® , M,u',f") =£!
U',X! n,U', X! An ’ u',x! An,U',X‘®A M,
d'ol par la formule de Kinneth :
(6.3.8) RI,,(u',f") ~ RT,, (f' )gi
-2 xt Ut e D SR A W ¥
n,U',X n
On conclut de (6.3.8)
(6.3.9) RT, (£, ) (R, (£'A VW E msuY
i X' g, X! X' n,U', X' ASTTAT
Gréice & la formule 6.3.6 on obtient :
(6.3.10) R ((u,f), J)=RT,,(£' )93? uY
o X TL,X 'O A o, Aalgl w2
n,U',X
d'ol compte tenu de la formule générale (cf.Exp.XI,7.5.9)
-1 v
(6.3.11) Tr, ((u,£), ()= Z Tr (£ yy Ye)Tr, (g Tuy )
A UK e Alcle un,u'x' A M
Mais la trace Tr, [G],¢(f'u ' ') se calcule & 1'aide de la for-
n n,U',X

mule de Nielsen-Wecken (cf, Proposition 5.1,b)), évidemment en réduisant

modulo £'Z
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. f f
On obtient compte tenu de la relation X =Y

(6.3.12) Tr f', vV )(g) = Z, S a(E,£',6,p(g) .
An[G]’cP 3:‘n,U',X' xext x4

En combinant les relations 6.3,12, 6,3,11, 6.3.5, 6.3.4 on obtient la

formule de 1'énnoncé,

6.4. Remarques sur les termes locaux, a) Il est facile 2 voir que si

g €G , alors on a la relation :
-1 _
(6.4.1) Gk(f,u,g f’,G,q%)—ck(f,u,f',G,qﬁ
oli on a posé
(6.4.2) 9 (D = (nt o @D =g (D g, V§ €6

La relation 6.4.1., permet de nous ramener toujours, quitte 2 remplacer
f' par g f' et ¢ par q% au cas ou il existe au moins un point

£
1 t
x' €X *

f
b) Soit x' = X' et G,1 la stabilisation du point x'. Evidemment

Gx' est stable par ¢ et on obtient donc un endomorphisme

CPX|=tPtGX| e l—“'")Gl .

X X

Désignons par X'/Gx, le schéma quotient obtenu & partir de
X' par la relation d'équivalence définie par 6.1 » par F’/Gx, 1'en-
domorphisme de X'/Gx, obtenu 2 partir de 1l'endomorphisme f' de X'

par la méme relation d'équivalence et par x la classe du point x

modulo cette relation d'équivalence,
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La projection canonique
p : X'—3X'/G = X
se factorise de la maniére suivante
P1 Py
p:X'—=> X'/GX, — -3 X =X'/G

En prenant l'image inverse par P, de l'homomorphisme wu on obtient un

homomorphisme
v o= pz(u) : (f'/GX,)* (p}*(F))_ﬁp%“(F)
I1 est facile & voir qu'on a
(6.4.3) OLX,(f'/GX,,U,f',GX,,cpx,)=cxx(f,u,f',G,cp) (x=p(x"))

On peut donc se réduire toujours au cas "totalement ramifié" c'est-a-dire

au cas quand la fibre du point x se réduit & un point.

< A, -1
c) Le cas "modérement ramifié'. Supposons qu'il existe x'€p ~(x)

tel qu'on a

frix') = x' , (px') = x)

cas auquel on peut toujours se ramener (cf. le cas a)), et que l'ordre du

groupe Gx , est premier avec la caractéristique du corps k , Dans ce
cas on a
(6.4.4) Ok(f,u,f‘,G,¢) = SX’Ln(f,f',G,q)(e) TrA(u% ).

En tenant compte du cas b) on peut supposer que G = Gx| . La formule

(6.4.4) résulte alors du lemme suivant
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La projection canonique
p: X'—>X'/G =X
se factorise de la maniére suivante :
P1 P
p:X'—> X'/, —=> X =X'/G

En prenant l'image inverse par de 1'homomorphisme wu on obtient un

Py

homomorphi sme
v = p,(w) 1 (£'/6 )% (p3(F)) s pgE)
Il est facile & voir qu'on a :
(6.4.3) Gk,(f'/Gx,,U,f',Gx.,q%,)=ax(f,u,f‘,G,q» (x=p(x"))

On peut donc se réduire toujours au cas '"totalement ramifié" c'est-a-dire

au cas quand la fibre du point x se réduit 2 un point,

¢) Le cas "modérement ramifié'". Supposons qu'il existe x'€ p_l(x) ,

tel qu'on a

£'(x") =x', (p&E") =x R

cas auquel on peut toujours se ramener (cf. le cas a)), et que l'ordre du

groupe Gx , est premier avec la caractéristique du corps k . Dans ce
cas on a
(6.4.4) Gk(f,u,f',G,qD = Sx’zn(f,f',c,q)(e) TrA(u% ).

En tenant compte du cas b) on peut supposer que G = Gx' . La formule

(6.4.4) résulte alors du lemme suivant :
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Lemma 6.4.5. Si les relations suivantes sont vraies :

\)x,(f') >1,

-1
vx,(g £') >1

alors g appartient au premier groupe de ramification G1 (c£.4.7) :

g € G,

. . . : . . 2
c'est-2-dire g induit l'identité sur 1'espace vectorial Ex'/gx' .

Démonstration, Soit @a, =k &T:ﬂ . L'automorphisme de g/gz induit
-1 -
par g est déterminé par une racine e(g 1) €k de 1l'unité par la

condition
-1 -
g T = elg 1)T mod m2 s
o8 m est 1'idéal maximal de 1'amneau k [[r].

D'autre part 1'hypothése vx,(f') >1 nous donne

' = AY Vil
£1(T) T+avT+awlT +o.o..y V22,

Par conséquence

1.1 _ -1 v vl
g £(T) = e(g )T+va b T e,

et l'hypothese e(g-lfl) >1 implique é(g_l) =1, c.q.f.d.
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d) Le cas du faisceau F qui ne se ramifie pas dans les points fixes

de 1'endomorphisme f

Dans ce cas le terme local Tx(f,u,f',G, @ ) est donné par la formule :
' =

(6.4.6) Tx(f,u,f ,G, \&(f) TrA(ux) s

et par conséquent il ne dépend que de la paire (£f,u).

En effet on a dans ce cas :

0 si il existe x' €X' tel

qu'on a (g-lf') (') = x' ou
’ équivalent si la classe de ¢
(6.4.7) Sx,Zn(f’fl’G’q» () = conjugaison de g coincide avec

la classe ng’w(x) (cf.3)

3

(Vx(f)—l) sinon
Il en résulte en particulier qu'on a :

(6.4.8) Sk, n(E,£'56,0 (g) =0 si g ¢ ng”q’(x)
On trouve donc :

(6.4.9) T (Eu,£1,6,0 = v (6) Tr, (g7 wly = V(D Tr, (g7,

vx(f) TrA(ux) .
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7. Commentaires sur les conditions de validité de la formule de Lefschetz,

7.1. Bien entendu, en pratique, on part d'un schéma X propre sur k et

d'un endomorphisme

(u,£) : X,F)—>E,F)
tel que

- F est un faisceau constructible de A-modules,

- 1l'ensemble Xf des points fixes de f est fini,

Le probléme est de définir sous ces conditions des termes locaux
Tx(u,f) , X € xf tek que

() Tr, (R T, (u,£)) = Zf T (u,6)

x€X

En utilisant les deux théorémes de dualité, globale et locale,
Verdier arrive a définir les termes Tx(u,f) tel que la formule (%) soit
vraie (cf, IID. Malheureusement la détermination explicite des Tx(u,f) s
définis par Verdier, en termes d'invariants locaux connus, semble dificile,

()

d'ou 1l'intérét des définitions proposées en chapitre précédent,

En revanche ces derniéres définitions supposent des hypo-
théses suplémentaires sur F , £ et u , 2 savoir l'existence de
U,U',G,f',¢ ayant les propriétés exigées dans 5.1,6.1,6,2
R

Voir cependant III B pour la comparaison des termes locaux de 6.3.1
aux termes locaux de Verdier.
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Proposition 7.2 . Soient X un schéma lisse de dimension 1, F cons-

tructible et

(u,£) : (X,F)}———>(X,F)

un_endomorphisme tel que le morphisme de faisceaux

u: £¥F) —>F

soit un isomorphisme,

Sous ces conditions il existe U,U',G,f',p satisfaisant aux conditions

de 5,1, 6.1, 6.2,

Démonstration, Soit U le plus grand ouvert de X tel que F soit
localement constant dans - U et désignons par Y son complémentaire.

L'ensemble Y est stable par f

£(Y) ¢ Y

En effet supposonspar 1'absurdequ'il existe y € Y tel que
f(y) € U . Le faisceau f*(F) est alors localement constant
au voisinage de y et en utilisant l'isomorphisme u il résulte que F

est localement constant au voisinage de y ce qui est absurde.

8i f est constant la démonstration de la proposition est triviale. Ou

va donc supposer que f n'est pas constant, Si 1 est le point générique

de X on aura donc f(v) = 7.
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#*
Soient in : Spec (k(1p)e—> X 1'inclusion canonique, Fn = iﬂ(F) et
up f;(FTR-—§> Fn le morphisme (en fait 1'isomorphisme) de faisceaux
induit par u, fTl étant bien-entendu la restriction de f a Spec(k(m).

En traduisant tout en termes de H-modules
H = Gal (k(TDs/k(Tp ), k(rps = une clbture séparable de k(mn ,

on obtient les isomorphismes

ol F_ a une structure de H-module et la relation suivante est véri-
n
fiée :

wigx) = ¥(g) ux, g € H, x €F_ .
n n il

Si Hl est le plus grand sous-groupe distingué de H d'indice fini
H
1

tel que F. = Fa , on a Y(Hl) =H . Un tel sous-groupe existe
n

1

parce que le faisceau F'q est constructible,

Soit K D k(r) 1l'extension galoisienne de k(1) cor-

respondante au sous-groupe H, et X' 1la normalisée de X dans K .

1

Evidement on peut définir un endomorphisme
£'  Xt—> x!
et un endomorphisme

BE, = 6 —2>¢

tel que le systeéme U,U',f',G,p satisfassent aux conditions voulues.
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Exemple 7.3, Soient X un préschéma défini sur le corps fini FP s P
étant un nombre premier,_ggx : X—>X 1'endomorphisme de Frobenius

(cf.XIV) et un faisceau de A-modules sur X

Si Y,S sont desshémas sur Fp et si Y est un schéma sur S , nous
désignons par _Fr /s ° Y———)'Y(P/S) le morphisme de Frobenius relatif
(c£.XIV 2),

On obtient un morphisme de faisceaux sur

X
et
$ry)y E)——>F

en posant pour tout X-préschéma étale U

F(Fr )
(Er, )y )@ = Fleey @) = rP®)y  —Useq,,

Ce morphisme est en fait un isomorphisme. Son inverse :

P, s PS>, ®

définit par adjonction un morphisme

3#*

Froox ° (ggx)* (F)————> F

qui est un isomorphisme,

Si X est en particulier lisse de dimension 1 et F cons-

tructible, la paire

Fryy s f5) 0 KPD—> &,

est donc justiciable de la proposition 7,2

1] Wecken, F., Fixpunktklassen I, Math. Ann. 117 (1941) p. 659-671,
Fixpunktklassen I¥, TII, Math. Ann. 118 (1942-1943),

p. 216-234 et p. 544-577,



EXPOSE XV

MORPHISME DE FROBENIUS EQ RATIONALITE DES FONCTIONS L .

par C. HOUZEL

§ 1. MORPHISHME DE FROBENIUS

n® 1. Endomorphisme de Frobenius.

Définition 1. Scit P wun nombre premier, on dit gu'un préschéma

X est de caractéristigue p si p.1c7 =0 .
- X

Cette condition éguivaut & la suivante : le morphisme (uni-

que) X --» Spec(Z) se factorise & travers Spec(Ep) —s» Spec(Z) 3

notons de plus qu'une telle factorisation est unigue.

Nous désignerons par (Sch)p la sous-catégorie pleine de
la catégorie des préschémas dont les objets sont les préschémas de ca-
ractéristique p . D'aprés la remarque précédente, la catégorie
(Sch)p est isomorphe de manidre naturelle & la catéglorie des EP -

préschémas.

Si X est un préschéma de caractéristigue p , le couple

= i Y . — 514 i = b

fry (ld‘X\’kﬁ) , ol \F. ij > QDX est défini par LF(f) £
pour toute section f de (ﬂX dans un ouvert, est un endomorphisme

de X , car VQ est visiblement un endomorphisme du faisceau d'an-

neaux C)X .
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Définition 2. Soit X wun préschéma de caractéristique p ; on

appelle endomorphisgme de Frobénius de X 1l'endomorphisme ££X aingi

défini.

L'endomorphisme de Frobenius er dépend fonctoriellement

du préschéma X de caractéristique p , c'est-d-dire que pour tout

morphisme g : X —> Y de préschémas de caractéristique p, le dia-

gramme suivant est commutatif :

) G > X
fry
g g
) (— > Y .
=

Autrement dit, on a défini un endomorphisme fr du foncteur identi-

que id(Sch)p .

n°2. Morphisme de Frobenius relatif.

Soit 8§ wun préschéma de caractéristique p ; tous les S -
préschémas sont aussi de caractéristique p + Si X est un S -pré-

schéma, on voit {cf. le diagramme) que Ir se factorise & travers

X
la projection nX/S 2 X xg (S,g;s) - X od (S7££S) désigne S

considéré comme S -~préschéma au moyen du morphisme iIS . Nous dé-

signerons le produit fibré X Xg (S,Q;S) par X(p/s) ou méme par

X(p) si aucune confusion n'en résulte § l'unique $ -morphisme de X

(p/S) . . P
dans X qui composé avec nX/S donne ggx est désigné par FrX/

ainsi on obtient un diagramme commutatif ol le carré est cartésien :
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€ X

glx "x/s j/g(%
s

6——?;"—— S &« .

Il est clair que X<p/S> dépend fonctoriellement du S -

préschéma X 3 le foncteur

est simplement le changement de base au moyen du morphisme

EES $+ 8 -=>» S . Comme tout changement de base, il commute aux li-
mites projectives et aux sommes, et conserve les propriétés telles
que : de type fini, séparé, affine, projectif, plat, étale, etc. La
commutation aux limites projectives montre que si X est muni d'une
), X(P/S)

structure algébrigue (par exemple : groupe, algébre, etc.

. e -
se trouve muni naturellement d'une structure algébrique de méme espdce.

En utilisant la fonctorialité de ££X par rapport & X
on voit que le morphisme gEX/S

schéma X , de sorte qu'on a défini un morphisme fonctoriel

dépend fonctoriellement du S —pré~

Ery/s * 3%(sen)/s > Pg -

Définition 3. Soient S wun préschéma de caractéristique p et X

% - x(D/8)

un S -préschéma. On dit que le S -morphisme E?K/S e

est le morphisme de Frobenius de X relativement & S .

Les premiéres propriétés formelles du morphisme de Frobenius

sont énoncées dans la proposition suivante ¢
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Proposition 1.

a) (transitivité) Soient S un préschéma de caractéristigue D

et g ¢ X=~> Y un S -morphisme de S -préschémas. Le diagramme

suivant est commutatif et ses trois carrés sont cartésiens @

CDys
X <_§§Z§_ X(p/S)éi::_u_ X(p/Y) (_§§§Z§:\x
I |
gi g(p/S)lg i g(p/Y) «
Y < Y/8 \g(P/S)<_B§§XZ§ )«
|
{
v ¥
s ,4_?;;_“ s .

b) (changement de base) Soient g ¢+ S' - S un morphisme de

préschémas de caractéristique p et € un S -préschéma. On a un

isomorphisme canonigue ¢ X(p/S) ng' ~ (X sz')(p/S') fonctoriel

en X  soit (X(p/S)), i X'(p/S') en affectant d'un ' le Té-

sultat du changement de base par g 3 de plus EEX'/S' = (EEX/S)'

module 1'identification permise par 1'isomorphisme précédent.

La démonstration est immédiate.

Proposition 2. Soient S un préschéma de caractéristigue p et X

un S -préschéma.

L X oo x(B/S)

a) Le morphisme de Frobenius relatif EEX/S H est

entier surjectif et radiciel (donc c'est un homéomorphisme universel).
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b) 8i X --> S est une immersion ouverte, X(p) =X et

b'd

gEX/S =1idy .« 81 X -2 S est une immersion fermée, identifiant X

4 un sous-espace annelé fermé (;X|,CQS/U ) de S , alors
X)L (x], OfTP) e By =Gay, @) ot @Oy 07

est l'augmentation évidente.

c) Supposons X localement de présentation finje sur S .

1) les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est non ramifié sur S

(11) ggX/S est non ramifid

(iii) EgX/S est un monomorphisme .

~ . .
2) De meme les trois conditions suivantes sont égquivalentes

(i) X est étale sur S

(i1') Eﬁx/s est étale

(iii') EEX/S est un isomorphisme.

Démontrons a) 3 le composé nX/SOEEX/S = EEX est entier
surjectif et radiciel de fagon évidente § il en résulte que EZX/S

est radiciel (EGA I 3.5.6 (ii)) § de plus = est séparé et radi-

/s

ciel, car il se déduit de igs par le changement de base X -~ S 3

il en résulte que Fr est entier (EGA II 6.1.5 (v)) et surjectif.

x/s
La démonstration de b) est évidente, en observant que
UG) = JP pour tout Idgal d d .
(Ssigs) b ea. ] e (JS

Preuve de c) : on sait que pour gu'un morphisme soit un mo-
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nomorphisme (resp. un isomorphisme) il faut et il suffit qu'il soit
radiciel et non ramifié (resp. radiciel étale et surjectif) 3 dtod
1'équivalence de (ii) et (iii) (resp. (ii') et (iii')). Il reste &

prouver que (i) équivaut 4 (ii) et €it') & (iit).

Pour cela on utilise le critére différentiel de non rami-
. . - . ~ 1 ~ 1 .
fication (S.G.4. I 3) et 1'isomorphisme QK/S = QX/X(p) donné
par la suite exacte canonique
! 0l !
gx/s(gx(p)/s) -> Ll > ____X/X(p) ~2 0 (S.C.A. II 4), dans
a . 1
lagquelle la premiére fléche est visiblement nulle, car _L_’}_X(p)/s
est engendré par les différentielles des sections de @X(P) , ot

la différentielle 4 s'annule sur (@X)P et sur ([)q . Ainsi

X/s

(i) est équivalente & (ii).

Supposons maintenant X étale sur S 3 il en est de méme
de X(p) (changement de basc), et par suite le morphisme
F=‘1'X/s ¢ X == X(p) est étale. Inversement, supposons E—EX/S étale 3
il est non ramifié, donc X wost non ramifié sur S § autrement dit
le morphisme structural g 3 X —» 3 est localement sur X (pour la
topologie étale) unc immersion fermée (S.G.A. I cor.7.8). On peut
donc supposer que g cst une immersion fermée de présentation finie,
et il s'agit de voir que si }l‘rX/S cst un isomorphisme g est une
immersion ouverte. Or X est défini par un Idéal J de type fini :
x = (%], @S/‘:] ) et, dtaprés b)), K(p) = (|%, (QS/\] By
F;{IX/S = (idi}{!’ OS/ IR @S/D )} 3 dire que Fry/g est un

7. P

isomorphisme revient donc & dire que 4= et comme rj est

3

de type fini on en déduit par le lemme de Nakayama que js =0

ou Us = (gs g Pbour tout point s &S ,; d'od la conclusion.
k2
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n°3. Effet sur un Module. Exemples.

Soient S un préschéma de caractéristique p et X un
S —préschéma 3 pour tout OX -Module % {faiscean pour la topologie

de Zariski), on pose
[ N2 -ta, Oe) =Ty Opsry

Ctest un () () ~Module 5 on a
x\P

T/x) 2;5(‘6(13/5))

Le cas le plus intéressant est celui od X = 8§ 1§ on peut
alors écrire \,&(p) au lieu de X (»/5) sans risque de confusion 3
‘g(p) = f_;rasf(f) . Le morphisme dtadjonction % - f;-rs!f;ﬁ;( \t)
est un morphisme de faisceaux abéliens \6 ——> ‘E(p) qui n'est pas

/, . o . . Py P - -
Og —-linéaire, mais "p -linéaire" (en un sens eVldent) § clest visi-
b

blement un morphisme p -lindaire universel de \g dans un (OS ~

Module.

I1 est clair que *-g(p) dépend fonctoriellement de ‘l{,// et

que le foncteur %m»\g(p) est exact & droite (mais pas exact en
général) 3 il commute au produit tensoriel :

(%ﬁ(f)x({)(p) e f(p)&(DX(p) ’? (») , et conserve les propriétés
telles que : quasi-cohérent, de type fini, de présentation finie, plat,
localement libre, etc. En particulier si ,\\6 est un faisceau inver-
sidle sur S5 , on voit immédiatement gue \f(p) est canoniquement
isomorphe & %ﬂp , car le morphisme \j\,/ -3 :'{ﬁp défini par 1'é-
lévation 4 la puissance tensorielle p -iéme des sections est un mor-

phisme p -lindaire universel.
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si U est une @S -Algétre, C/j((p) posséde une struc-

ture de CJS ~Algébre déduite de celle de J\a: . Supposons \7[1( quasi-

cohérente (resp. gradude et quasi—cohérente) 3 11 en est de méme de

ﬂ’(p) et on a ¢

SPGC(EA’(p)) = Spec(:@ ﬁ (S £r )) 2. Spec( JQ*)XS(S, ) Spec(:A')(p)
(resp.
Proj( A (p)) = Proj(# 2y (S £r )) o Proa(fux (8,frg) —PTO:J(«A)(p))

. (p)
La projection "Spec( A y/s ? Spec(ﬁ) — Spec( 7ﬂ¢) (resp.
Proj (ﬂ,)/s) s'identifie au morphisme déduit de \, - \7% (»)

D! . i ' ho-
autre part lirSpeo(ﬁ;)/S (resp F-——?Proj (vq:)/s) provient d'un ho
momorphisme de &, ~Algdbres \fjc(p) = J"’tﬂ/ @ -z f]% qui

s T Og~ (8,8rg)
transforme a @ f en &°f pour toute section a de ﬂ:_et toute section
£ de (DS « Pour le voir on observe gque le composé de cet homomor-
7
phisme avec LTC - t/% (p) (3 droite) est 1'élévation & la puissance

p -iéme dans J/‘},‘

Considérons le cas particulier od '.7% est 1'Algébre sym—
métrique Sym('E,) d'un ©S ~Module guasi-cohérent & 3 i1 est

clair que V%(p) L Sym(\g(p>) done
z("é(?)) ~ Spec(ﬁ(P)) ~r Spec(ﬁ:)(P) _ X(‘{:)(P)
z(%(?)) A Proj(fﬂj(p)) ~r Proj(ﬂ)(p)= E(%)(P) ;

quant & ng(%)/s (resp. F_EZ(%)/S) , 11 se factorise de la fagon

suivante s

T(E) = UsynP(E)) -> 1ED)  (rosp. 2(E)= 2(synP(E))> 2(EP)))
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od la premiére fléche est définie par le morhhisme canonique :
<
syn(Syn®(F)) -—-» sym(E)

qui provient de Symp(?f;) ——> Sym(%) tandis que la seconde est dé-

finie per le morphisme de (fls ~Modules

0 L s (F)

(v
provenant du morphisme p -linéaire : \c{f —-—> Symp( cf) s donné par
1'élévation & la puissance symmétrique p -iéme des sections. Dans le

cas de X = E(E) , calculons le faisceau fondamental @ ( )(15 :
= e
%(p) .

Lorsgue }f,: (/)g s Sym(?) = OSLTM"'sTnJ et

- - ) v 1y .
X = X(\é) = Sl?‘l""’TnJ’ (resp. X = _};(‘c) = Ersl ) 5 il est clair

que \g(p) - /32 = v{: s, de sorte que X(p) = X « Le morphisme

de Frobenius F—‘EX/S provient de l'endomorphisme de 1'Algébre

OS§?1""’Tn] qui transforme T, en T? (i = 1,000,n) .

”

Considérons maintenant un préschéma X affine de type fini
(resp. projectif) sur S ,défini par un Idéal (resp. un Idéal homo--
géne ) ‘D'C(OS\@U""TnJ . Ainsi X = Spec(;’Q‘) (resp. = Proj(\(ﬁ))
od x7l[: = (/)Si:'i‘P...,TnJ/‘j 3 on voit que ﬁ/(p)x (QSET“..WTH]/'}

=7

o o est l'image dans (OS[?“""Tnj de

- (p) _ /

- Ta, ;
~ J ” US(/(S’EI\S“) 9
1'Idéal 'a-r se déduit de J en élevant les coefficients des poly-
némes 4 la puissance p -idme j on a X(p) = Spec(LJ%(p)) (resp.
Proj(a‘%(p))) et le morphisme de Frobenius FﬂrX/S t X = X(p) est

défini par 1'élévation & la puissance p -iéme des 'coordonnées" Ti

,.
(qui détermine un morphisme d%(p) -3 \/Lz' ).
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n°4. Morphisme de Frobenius itéré j préschémas parfaits.

Pour tout entier v » O , l'endomorphisme itéré g;; dé-
pend fonctoriellement du préschéma X de caractéristique p . Si

done S est un préschéma de caractéristique p et X un S -pré-
schéma, ggz sc factorise (d'une manidre unique) en un S -morphisme
55;/3 D % s 22 /3) , ol «27/9) | x xg(S,frg) , suivi de la
projection s X(Pv/s) -—> X (cf. n°2). Le morphisme E;;/S dépend
fonctoriellement du S -préschéma X et il est compatible avec le

changement de la base S (cf. n°29 prop. 1b)). Dlailleurs il est

clair que

Y v V=1
@78 Jx) o NGE) oy e EE;/S - (2527;)(p)0 T/

modulo l'identification permise par 1'isomorphisme canonique précé-—

dent.

o+

Définition 4+ On dit gqu'un préschéma S de caraciéristigue p es

est un automorphisme de 5 .

parfait si QS

31 S est un préschéma de caractéristique p parfait et
X un 8 -préschéma, on voit immédiatement que X(p/S} s'identifie
au préschéma X considéré comme S ~préschéma au moyen du morphisme
@;—1og t X ~>8 ol g est le morphisme structural de ¥ dans S

==

modulo cette identification EEX/S = Efx .

Comme exemple de préschéma parfait, nous rencontrerons

N N . P
3 = Spec(Eq) ou q =p est une puissance de la caractéristique p 3

v . . . . ;
en effet dans cec cas ifs = 1ds « 8% X estun 5 -préschéma, on voit
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v
que X(p /s) =X et E?;/S = g;; . Notons que pour v = 1 on ob-

tient S = spec(gp) pour lequel fry = idg 3 les S ~préschémas

sont les préschémas de caractéristique p 3 sur cette base S5

X(p/s) =X et Fr = fr .

x/s T =

§ 2. CORRESPONDANCE DE FROBENIUS.

n®1. Définition.

Soient X un préschéma de caractéristique p et F un
faisceau d'ensembles sur Xét « Pour tout X -préschéma étale U
-1
on & (QEX}*(F)(U) = F(fry () = F(U(P/X)) , et le morphisme de

) . (»/X)
Frobenius EZU/X ¢t U —=>TU

F(FrU/X) : £5X§(F)(U) -5 F(U) wvisiblement fonctoriellement en U

définit une application

puisque Fr..,. est fonctoriel en U). Ainsi on obtient un morphisme
=U/x

de faisceaux sur Xét e

(fr) (F) - F

Or, lorsque U est étale sur X , EEU/X est un isomorphisme (§ 1
n°2, DProODe 20)), donc il en est de méme de F(E;U/X) 3 il en résulte
que le morphisme précédent (E?X)E(F) ~-> F est un isomorphisme
dans le cas o0 F est muni d'une structure algébrique (par exemple
si c'est un faisceau de A -modules, /\ anneau de base donné) cet

isomorphisme est compatible avec la structure algébrique. L'inverse

‘-1 s . PR -
F(EE /X) ¢ F -2 QEX*\F) de cet isomorphisme définit, puisque
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(ggx)* est adjoint A gauche du foncteur (ﬁ;X)x , un morphisme

FrBE

Te/x (L) *(F) =~ F .

On peut méme dire plus, car £r, étant un homéomorphisme universel

X
(g 1 n029 prop. 2a)) les foncteurs (QEX)K et (EEX)X sont quasi-

; i £ i :
inverses l'un de l'autre, et par suite Fr est un isomorphisme

/X

comme le morphisme F(Fr /X)_1 dont il provient.

Définition 1. Etant donnés un préschéma X de caractéristique p

et un faisceau d'ensembles F sur X,

st > on appelle correspondance

) formé de 1'endomor-

: %
de Frobenius sur (X,F) le couple <£5X’€¥F/X

puisme de Frobenius fr de X et de l'isomorphisme

By = (P )T 1 (%) - F

Bien entendu on définit de la méme fagon une classe de cor-—

respondance de Frobenius itérée (er,(Fr YY) pour tout entier

F/X
v > 0 3 l'isomorphisme (EEF/X) : ggx) (F) ~——= F est égal &

V=1 N Ed -1
(E;F/X) o(fr ) (FTF/X ou encore & E;F/ ofr ((FrF/X } pour
v > 1.

Examinons le cas particulier od F est représentable par
un préschéma V étale sur X 3 alors er( ) = V(p/x) ,
P(V) = HomX (v,v) , x(F)(V) = V<P/X Hom,(v(p/X) V) et
F(Frv/X est l'application de Hom~(V(p/X) V) dans HomX(V V) qui
. 2 * . s o
transforme un morphisme Y en %)OFTV/X § or EEF/X s'identifie

4 un morphisme de V(p/K) dans V qui est ltimage de idV par 1'ap-
. . -1
plication F<FrV/Y réciproque de la précédente. Ceci montre que

- 3 * = ! B 1
pour F =7V étale sur X on a 3 Iry/x = (EEV/X) '
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Notons que si le faisceau F est constant il est clair que

E e = id .

E.3
ng(F) =F et FQF/X -

Proposition 1.

a) L'isomorphisme E?;/X dépend fonctoriellement du faisceau F 3

antrement dit on a un isomorphisme fonctoriel sz/xsggz —— id?/ 5
&t

A~
od Xé ost la catégorie des faisceaux d'ensembles sur Xét)'

t

b) La correspondance de Frobenius (QEX’Egﬁ/X) sur (X,F) est

compatible avec le changement de la base X . C'est-3-dire gue, si

¥ désigne la catégorie fibrée sur (Sch)p des faisceaux (pour la

topologie étale) sur des préschémas de caraciéristique p variables,

les foncteurs g;? (x & Ob(Sch)p) définissent un (Sch)p —-foncteur

cartésien ggi P T, et_les morphismes g??/X (x é;Ob(Sch)p R

F € 0b Xét) définissent un (Soh)p -morphisme fonctoriel

ng/ 3 ggx - idqr (qui est un isomorphisme).

P P E N
c) Inversement ces propriétés caractérisent Fr / , c'est~a~

dire gu'il existe un (Sch)p -morphisme fonctoriel et un seul de g;*

dans id?r, .
Remarquons que 1'énoncé b) implique 1'énoncé a) 4 ce dernier

est tout-8-fait évident.

Démontrons b). Soient g ¢+ X' —» X un morphisme de présché-

mas de caractéristique p et F un faisceau sur Xét 3 posons
o= g*(F) , 8t plus généralement affectons d'un ' 1'image inverse
par g de tout objet donnd sur X . Comme go£§x‘ = ggxog , on a



455

ey (F1) = 227, (%(F)) = &™(£23(M) = (zx3(M)'

dtod le fait que les 1252 définissent un foncteur cartésien ﬁgﬁ au-
N * _ E oy, .

dessus de (Sch)p . I1 reste A prouver que EgF'/X‘ = <§£F/X) 3

en utilisant les propriétés des foncteurs adjoints, on voit que cela

revient & montrer que l'image de F'(Fr /X')_1 par l'application

bijective :
Homy (P*,fry, (F')) = Homy,(g™(F),fry, & (F)) %5 Hom (F,g _fry, g (F))

(¢F eadjoint de gx) coincide avec l'image de F(Fr /X)"1 par 1tap-

plication
* 3
HomX(F,er.!(F)) -— HomX(F?g'XKgxg (M) = HomX(F,gxf:rX‘*g (7))

définie par le morphisme d'adjonction : F N gxgi(F) 3 autrement dit,

il faut montrer que «oF(Fr /X) = gﬁ(F’(EE /X|>)0££X*(W) c'est—~ &=

dire que pour tout préschéma U étale sur X on a un diagramme com-

mitatif

Pr{u) ,

ou les fléches verticales sont les applications canoniques 3 or ceci

provient immédiatement de EZU'/X' = (FTU/X)- (8§ 19n029prop. 1)),

Pour prouver ¢), on se raméne en composant avec (E?x/)—T

4 prouver gue idg, a un seul (Sch)p ~endomorphisme : 1'identité.

Or si (§ estun (Sch)p -endomorphisme de idrf- , soient F wun
3

faisceau sur un préschéma X de caractéristique p et U un pré-

schéma étale sur X ; on sait que M(U) s'identifie 3 HomU(U,FlU)
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et q9F(U) : P(U) ——> F(U) & l'application : sm~> QPF\UOS = so

~s
s € Hom (U,F|U)) ; comme le faisceau final U de U,, n'admet pas
m (U, ;

ét
d'antre endomorphisme que 1'identité; on a %jU = idU 3 il en résulte

que \PF(U) est aussi 1'identité de F(U) et que k? = idq7 .

Bien entendu, si le faisceau F est muni d'une structure
algébrique, l'isomorphisme Egﬁ/x est compatible avec cette struc-
ture § par exemple si F est un faisceau de groupes sur le préschéma
X (de caractéristique p), §;§/X est un isomorphisme de faisceaux
de groupes. Soit A un anneau et soit F un faisceau de /\ -modules
sur X § alors Fr;/x est un isomorphisme de faisceaux de A -modu~
les 3 plus généralement, si F' est un complexe de /I -Modules, on
définit immédiatement un isomorphisme E?;'/X t £§§(F.) - F° &gal
a E;;i/x sur la composante de degré i (grace 4 la proposition 1a));
dans ce cas le couple (EEX’EEﬁ'/X) est bien une correspondance {au

sens habituel) sur (X,F’) 3 cette correspondance est fonctorielle en

F' et compatible avec le changement de la base X (proposition 1a)9b)).

n°2. Effet sur la cohomologie.

Proposition 2. Soit X un préschéma de caractéristique p -

a) Pour fout faisceau d'onsembles F sur Xét s l'endomorphisme

de H°(X,F) défini par (£5X’25§/X) , c'est-i-dire le composé

HO(X,F) - H°(X,QE§(F)) -—> H°(X,?) od la premidre fléche est 1'ap-—

plication canonique (caractére contravariant de H°(X,F) par rapport

4 X) et la seconde H°(X,g;§/x) , est l'identité de HO(X,F) .
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b) Pour tout faisceau de groupes F sur Xét 1'endomorphisme

1 e = . o
de H (X,F) défini par (€£X’E¥F/X) ; o'est-d-dire

H1(X9F) —> H1(X,£;§(F)) --> H1(X,F) , est l'identité.

¢) Pour tout complexe limité 3 gauche F de /\ -Modules sur

. \ J % . .
Xét , 1'endomorphisme de E I" X(F) défini par GQEXVEEF/X) , C'est

- . $ . il - = x . F
&-dire le composé ¢ R | X<F) > R X(££X(F)) > R X(F) , est

1'identité.

Etablissons d'abord a) : nous en déduirons b) et c¢). Soit

\PF 1'endomorphisme considéré de HO(X,F) 5 il est clair que e

) i = i . t
dépend fonctoriellement de F et que xFX 1dHo(X9X) Or tou
élément s de H°(X,F) s'identifie & un morphisme de faisceaux ¢
8¢ X~ P tel que s soit l'image par HO(Xys) de l'unique élé-
ment de HO(X,X) $ comme kf%oHo(Xys) = HO(X,S)O Py = HO(X,S)
d'aprés les remarques précédentes, on voit que \fF(s) = s pour tout

s , donc Yp= idHo(X,F) .

Notons que \PF est encore le composé
BE(X,F) ——> HD(X,ngx(F)) --» H2(X,F) ol la premidre fléche est
HO(X,F(EE /X)_1> et la seconde l'application canonique {qui n'est
autre que l'identité) ; de méme les endomorphismes considérés en b)
et ¢) se factorisent ainsi & H1(X,F) — H1(X,§£X*(F)) - H1(X,F)

et RIT(F) = BT 4(fzy (7)) > R 7' (7).

Pour établir b) nous utiliserons un monomorphisme F —-=> G
1
de F dans un faisceau de groupes G tel que H (X,6) =0 3 alors
. 1
£¥X§<F) - {gX*(G) est un monomorphisme et K (X’££XX(G)> =0 .

Introduisons le faisceau d'ensembles homogénes quotient C = G/F
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comme ggx est entier surjectif et radiciel les foncteurs ££§ et

Q;X* sont des équivalences de catégories quasi-inverses 1l'une de 1'au-
tre (SGA4 VIII théordme 1.1} § on en déduit que

g;X*(C) =24 g;XE(G)/Z;X*(F) , et la suite exacte de cohomologie

(SG&A XII proposition 3.1) montre que 1'endomorphisme de H1(X,F)
considéré provient par passage au quotient de \P ¢ HO(%,¢) ~—» H(X,C)

qui est 1l'identité d'aprés a) 3 cet endomorphisme est donc idH1(X W) .
i 50

L'assertion c¢) se démontre d'une maniére analogue, en utili-
sant un complexe I injectif en chaque degré et isomorphe & ¥ dans
la catégorie dérivée D+, construite sur les A -Modules j le complexe
i?xsél) ¢st injectif en chaque degré et isomorphe & fr. (P} aans

= X
D+; car QEXEE est une éguivalence de catégories. On peut alors iden-—

P i1 a o] m - O"f‘ R
tifier R X.(F) 3 H(X,I) et R X(ggxséF)) a H (Xiéfxgél)) H

on voit que l'endomorphisme considéré de R fTX (F) s'identifie & LPI

qui est 1'identité 3 cet endomorphisme est donc idp (ry *
R Uy (2

n°3. Comportement des produits.

Soient X et X' des préschémas de caractéristique p 3
leur produit X x X' est identique au produit fibré X xeX' ou

e = Spec(gp) « I1 est clair que

ryex ™ og® Iy, = (££X deX')o<idX XQEX') = (1dX X@;X')o(ggx deX').

On en déduit immédiatement que pour tout X -préschéma Y et
tout X' —préschéma Y' | on a un isomorphisme canonique

(Y X_Y')(p/XXX') fa=e Y(p/X) x Y'(p/Xl) 3 modulo cet isomorphisme on
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peut écrire Fry XT1/X xX0 © EEY/X x Egy,/xy

Proposition 3. Soient X et X' des préschémas de caractéristique

» , N\ un anneau commutatif, F un faisceau de N -modules sur

X et F' un faisceam de f\ -modules sur Rgp - On a

Fa,e/rn " Fx © B/t (S @ g2 (0o (M )
= (ldf ’E(F) _F'/X‘)O(E&:‘;/Xﬂidlm)

Pour écrire ces égalités, on a identifié XxX'(F QA B}
au produit tensoriel fr (F) ﬁ frv,(F') au moyen de 1'isomorphisme

canonique.

Les deux membres de la premiére égalité dépendent fonctoriel.-
lement de F et de F' et ils sont compatibles avec le changement
de la base X ou de la base X' § de plus ils sont compatibles avec
le passage 4 la limite inductive sur T ou sur F' |, car le produit
tensoriel commute & la limite inductive et il est clair que
Eg?ligFi)/X = }1m Trm /K 3 ceci permet de se ramener au cas od F = %
et F' = A 3 alors c'est évident.

Xt

Corollaire. Avec les données de la proposition 3, les endomorphismes

= XxX!
et par (ggx x idg,, Fri/x % idF') sont des isomorphismes réciprogues

de R (F ® F') définis respectivement par (1dXxer',1d ﬂFrF /X'

l'un de l'autre.

En désignant ces endomorphismes par ' et par P, mon-

trons par exemple que qjo LP' = id 3§ cela résulte du diagramme
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= E3
idxxf,r, ' _ Ri (idm@.rpv X')
Eijxxv(FﬁFl) _."____f-; E VXXX.(Fﬁigiy(F')) - / > EiﬁXxX‘(FMF‘)
. ; 3
\\\\\\\\ £IX XidX‘ i fﬁx xidX' !
- i N 13__ (ldig;(F)M:TFl/Xl) _ N %
BTy (£5% , (FEF")) B g (3 (F)EEY)
2
qui est commitatif & cause de Exexr = (erXidX')o(idXxggx') (pour

le triangle du haut) et de
= ® . Y .
= . &
EgFﬂF'/XxX' (EgF/XmldF')o(ldggz(F)ﬂEEF'/X‘) (pour le triangle du
‘oas)9 et dans lequel le composé des deux fléches obliques est 1'iden-—
£ité d'aprds la proposition 2¢) (0°2). & lraide d'un diagramme ana-
logue échangeant les réles de (X,F) et (X',F') on obtient

\F'o\? = id .

¥ous appliquerons ce résultat au cas particulier od

X1

X' =¢ = Spec(?p) est le spectre d'une cléture algébrique Ep de

Fooetod F' = /\E est le faisceau constant de fibre A . Dans

ce cas nous poserons 3 X = Xxe = X B8 _F et F=F &, A\ - = image
Ep:p i\ e

réciproque de F par la projection X% ——» X . Liendomorphisme de

Frobenius ESE stidentifie au générateur canonigque f : A ~«A5>Kp

(n e Ep) du groupe de Galois = Gal(?p/@p) (f détermine un iso--

]

morphisme: 4 =% T ) et Frx/ — id , car [/\- est un faisceau
= e’ = /\é-/e A= e

constant. Posons :
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fr = fr

fro x ids = image réciproque de fry par Xe-s X ,

X

fX = idxxggg = gutomorphisme de X défini par f {par transport

de structure)

= ggx &idf\_ = image réciproque de EE;/X par X --» X .

Fr® x
=F/X F/X s

On peut écrire : g;i = er°fX = fX°££X et Fr—/X = Ef /X .
Le corollaire de la proposition 3 montre gque 1'endomorphisme de

/—‘_— P 3 ' - TR
R X(F) défini par le couple (er,EyF/X) est l'automorphisme in

verse de celui gque définit ¢ . Nous dirons que (ff est

B
X /)
la correspondance de Frobenius géométrigue (c'est 1l'image inverse
par X - X de la correspondance de Frobenmius sur (X,F)) et nous
désignerons par fr, - ;= 1'automorphisme de RI(F) qu'elle
=RI X(F) = X
définit ; l'opération de Frobenius arithmétique, provenant par trans—

port de structure de f & Te 5 o1 est 1l'inverse.

§ 3. LA FPONCTION L .

n°1. Définition.

Soit P un nombre premier ; considérons un nombre premier
2 £ p et une extension finie L de 9? . A tout couple (X,F)
d'un schéma X de type fini sur e = Spec(gp) et dtun (2 -faisceau
constructible F sur X , nous allons associer une série formelle

LFE:f> It T , de terme constant 1
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Considérens d'abord le cas particulier ot X = e § soit
Ep une clbture algébrique de EP et soit e = Spec(gp) . Le
faisceau F est entiérement déterminé par sa fibre F; , considérée
comme J).—espace vectoriel de dimension finie ol le groupe de Ga-
lois 7Te = Gal(gp/zp) opére continfiment. Comme T est engendré
topologiquement par 1'élément de Frobenius £ : A ~a~> A P (~€& Ep) ’
la donnée du faisceau F équivaut & celle de 1l'espace vectoriel
Fg muni d'un automorphisme fF- "topologiquement unipotent", c'est-
a-dire dont la puissance k—iémeetend vers 1'identité dans le groupe

analytique Aut(Fg) lorsque k tend "multiplicativement" vers 1'in-

fini. Nous poserons

=1 3 .
LF(t) = l/det(l—ngt)e O BT .

d

Supposons maintenant que X = Spec(Fq) , avec gq = p
(d entier 3 1). Soit X un point géométrigue de X , défini par
un plongement de Eq dans Ep s le groupe de Ualois
ﬂ& = Gal(gp/gq) s'identifie au sous-groupe de TTe engendré topo-
logiquement par fd . Ainsi la donnée du faisceau F équivaut &
celle de sa fibre P (espace vectoriel de dimension finie sur {4 )
munie 4'un automorphisme (fd)F_ topologiquement unipotent, gue nous
noterons fg_ pour simplifieruXSoit g 1l'unique morphisme de X
dans e 3 l?image directe g(F) est de méme définie par sa fibre

gi(F)g munie des opérations de ﬂ; , que l'on calcule comme un

" le i {4 - — i
module induit gE(F)e ~ Fx E<Wi T, - Nous poserons

La(t) =1 )(t) - l/det(l—f;l(F)_t) ;

g*(F % ‘e

un calcul facile de déterminant montre que cette expression est égale
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o

Lo(%) = 1/aet(1-r508%)

Dans le cas général d'un schéma X de type fini sur e

muni d'un f},-faisceau constructible F , on définit

ol X° désigne l'ensemble des points fermés de X 3§ nous allons

voir que ce produit est multipliable dans 0 Bﬁ] 3 explicitons-le en
effet,en introduisant pour chagque x € X° wun point géométrique X

de X 1localisé en x , défini par un plongement du corps résiduel

k(x) dans E , et en posant

P

d(x) = [k(x) : gﬁj (degré de x) ;

avec ces notations

F-

Lo (%) = l/det(l—f;_l(x)td(x)) - ar(p28(x)y a0
X X X

Comme pour tout entier n l'ensemble des points x £ X° tels que

d(x) ¢ n est fini, on en conclut que la famille (L est

FX)X «Xo°
multipliable dans L JtT . Ainsi la fonction L de (X,F) est

Lo(t) = | | (1/det(1-f‘d(x)td(x>)
_ P
x ¢ X° X
Les premiéres propriétés formelles de la fonction L sont

réunies dans 1'énoncé suivant :

Proposition 1.

a) (multiplicativité en P) Soit 0 —» F' -5 F —> Flees 0
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une suite exacte de (l-faisceaux censtructibles sur X s, alors on

a L, =1L,.L

F F I

b) Scient Y un_sous-schéma fermé de X et U = X-Y l'ouvert

complémentaire. Alors on a : LF = LF}U'LFQY pour tout ,fz—falsceau

censtructible F .

¢) Soit X -=» S wun morphisme de schémas de type fini sur Ep ,

et _soit T un ()-faisceau constructible sur X ; alors
Lp= | | Ipy .
s ¢ S° s

L'assertion a) est claire j; b) provient de X° = U°yu7Y®
(réunion disjointe) et l'assertion o) de X° = i_~£° X0 en utili-
“
sant la propriété d'associativité des produits iif}nis multipliables 3
ces formules sur les points fermés sont vraies parce que 1l'image d'un
point fermé par un morphisme de préschémas de type fini sur F est

=P
encore un point fermé.

n°2. Enoncé du théoréme de rationalité et réduction au cas d'une courbe.

Théoréme. Soient X un schéma de type fini sur gp , de dimension

n , g: X ~-->e son morphisme structural, et F un {1 -faisceau

constructible sur X . On a

B 2n ) (_1)1
(1) Ly = T—‘T(LRTg(F)) .

i=o
Dans cet énoncé les RTg(F) sont les images directes supé-
rieures & supports propres, au sens de la cohomologie e -adique. On

pose H?(X,F)= R?é(ﬁ) = RTg(F)g (théoréme du changement de base), ol
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X , F et g proviemment de X , F et g par le changement
de base e —> e (& = spectre d'une cldture algébrique de gp) 3

avec cette notation, on a dtaprés le n®t :

. -1
i t) = 1/det(1-Ff = =t) = L_—-1 t
Lpig(p)(t) = 1/aet( r (%, 5" (X f)< )
. . ! ’
en posant Lu(t) = 1/det(l-ut) pour tout endomorphisme u d'un es-

pace vectoriel de dimension finie, selon le formalisme développé

dans un exposé précédent.

Plus généralement, considérons un morphisme u ¢ X - Y
de schémas de type fini sur Ep et un {2-faisceau constructible

F sur X . Désignons par (PF u) la propriété suivante :
3

)(-1)i

(Pp ) ¢ LF=T.1T (LRf!Lu(F)

) s

L'énoncé du théoréme pour le couple (X;F) n'est autre que (PF g
?

o g : X -=» e est le morphisme structural de X . Nous allons

le ramener au cas oia X est la droite projective grice & quelques

lemmes.

Lemme 1. Soient u : X ——» Y un morphisme de schémas de type fini

sur F t F un ] -faisceau constructible. Si (P ) est
= =p - - - F|Xy,uy —_—
vraie pour tout y & Y° , alors (PF u) est vraie.
2
En effet
.= | | L (n°1, propesition 1c))
F ! . M X ’
yeve iy ‘
= T*T (LRiu (P X ))(—1)1 en utilisant <PF5X u ) s
yEYe i Uy 'y Yy y

or R%uy(F(Xy) o~ R?u(F)y (théoréme du changement de base), ce qui
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donne :

___ )

U . - l
Ly = | 1 ( —__EO LR?u(F)y)( (R

i ;é— (LR%“(F))<—1

_
i

par définition de la fonction L sur Y

Corollaire. Soient wu : X —3>» Y un morphisme fini de schémas de

type fini sur EP ; et F Eg_.ﬁl—faisceau constructible sur X

La propriété (PF,u) est_vraie.

Le lemme permet de se ramener au cas o Y est ponctuel :

Y = Spec(F=q) . Alors X est fini et u*(F) ~ i%?x ux(Fx) 3
on est donc ramené

pour établir la formule (p L. =1

F,u) F ux(F)

au cas o1 X est lui-m@me ponetuel : X = Spec(F ,) . Soient
=q
g€ : X —>¢e et h: Y —> e les morphismes structuraux ; on a par

définition (n°1) : L_ =1

- L
F o g (F)

=L s puisque
h*ux(F) u*(F)

g = hou .

Lemme 2. Soient u : X ~-=»Y , v : Y —=» Z des morphismes de

schémas de type fini sur zp et F EQ_.fl—faisceau constructible

sur X . 3i les propriétés (PF,u) et (PR%u(F),V) pour tout i

sont vraies, alors (P ) est vraie.

En effet

RS vE (g
Ly = T;T (LR%u(F))( 0t ‘i‘(B g(LRfv(R}u(F)))( 17y(-1)
i+j

T"—T(LR?V(R?u(F)))('1) d'aprés

i
(PF,u) et (PR%u(F),v) . La suite spectrale de Leray

R?v(R?u(F)) == R?(Vou)(F) et la multiplicativité de L, par rap-
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port 2 F (n°1, proposition 1a)) donnent enfin

k
Lp = | (LRk(vou)(F))(—1) , ce que nous voulions démontrer.
k !

Lemme 3. Soit X un schéma de type fini sur Ep , et soit

g ¢+ X -—-» ¢ son morphisme structural.

a) Considérons un {l-faisceau construsctible F sur X s un

sous-schéma fermé Y de X et 1'ouvert complémentaire U = X-Y .

Si_le théoréme est vrai pour deux des couples (X,F) , (Y,FiY) |,

(U,PlU) , il est vrai pour le troisitme.

b) Considérons une suite exacte O —~=3 F' —3» F - F" =5 0

de {1 —faisceaux constructibles sur X ;3 si le théoréme est vrai

pour deux des couples (X,F') , (X,F) , (X,F") , il est vrai

pour le troisiéme.

Nous n'utiliserons que 1l'énoncé a), mais nous donnons aussi
b) par souci de symétrie. Les démonstrations de a) et b) sont analo-

gues ; démontrons par exemple a). La suite exacte

. : . "
reo = Bigy(FIU) - R&(F) - Rygy(FIY) —> R g (FU)—> ...

et la proposition ta) (n°1) donnent :

(-1)*

-_— (-1 i s
T T i g(r)) - [ T 0eig (riv) Tate, (v iy))

18y
et la proposition 1b) (n°1) permet alors de conclure.

On peut résumer les raisonnements des lemmes 1, 2 et 3 en

disant que, d'aprés la proposition 1 du n°1, la fonction LF a des

propriétés formelles analogues & celles de la cohomologie & supports
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propres.

Utilisons maintenant les lemmes précédents pour nous ra-—
mener au cas ou X est la droite projective.

qore Réduction: par récurrence noethérienne on peut construire une
artition (U. . de X ar des schémas affines telle que
P (3)143<T jp q
. 1 1 = —
Uj+1 soit ouvert dans X- ;ZﬂUi pour j = t1,...,v=1 . Supposons

le théoredme établi pour tout couple (U,G) d'un schéma affine U
de type fini sur gp et d'un (L -faisceau constructible G sur U 3
il est donc vrai pour (UJ,F\UJ) y 3 =1,4e.,0 ; grice au lemme

3a) on en déduit par récurrence descendante sur 3 qu'il est vrai

pour VKW/IJi,F’(\JiUi) , donc pour (X,F) , puisque X = L*) Ui .
i;j i>j i21

I1 suffit donc de démontrer le théoréme dans le cas ou X

est affine.

2éme

Réduction : supposons X affine, de dimension n ; il existe
un morphisme fini wu : X —-=> En de X dans l'espace numérigue de
dimension n . Ralisonnons par récurrence sur n ., Pour n =0 ,

X est finil sur e et le théoréme est vrai d'aprés le corollaire

du lemme 1. Si n » 1 , supposons le théoréme établi pour les sché-
mas affines de dimension n-1  soient u : X —=» En un morphisme
fini et v : §n -—> §1 un morphisme de projection, défini & partir

d'un isomorphisme 3 En:z §1 X En_1 ;3 en composant on obtient un

morphisme w = vou : X ——> 51 dont les fibres sont des schémas af-
fines de dimension n-1 . Le lemme 1 montre alors que la propriéié

(PF w) est vraie d'aprés 1'hypothése de récurrence. Gréce au lemme
b

2 on voit qu'il suffit d'établir le théoréme pour les couples
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(51,R%W(F)) . On se raméne ainsi au cas ot X = 51 est la droite

affine.

3€me Réduction : supposons X = §1 5 soit 1 s g1 —> 21 ltim—-

mersion de la droite affine dans la droite projective 51 ; et soit

7 = 51—i(§1) le sous-schéma fermé réduit au point & 1'infini de
21 ; comme le théordme est vrai pour (Z,i,(F){Z) , il revient
au méme, d'aprds le lemme 3a), de 1'établir pour (g’,F) ou pour

(21,1!(F)) (comme i est une immersion ouverte on a : F = i (F)!g ).

n°3. Démonstration du théordnme.

Au bout de ces réductions, il nous reste donc a établir le
théoréme dans le cas ot X est la droite projective. Nous allons
d'abord transformer la formule (1) de 1'énoncé en une formule du
type de Lefschetz, portant sur des traces ; cette dernidre formule
sera démontrée dans le cas particulier o X est une courbe projec-

tive et lisse.

Reprenons la formule (1)

IR L e S
A LR!g(F) P2 ... P;n ’

P (t) = det(l—f (x ) t) .

Le logarithme du premier membre s'écrit :

Z 5 e 5 s

x&X° n=1 x n=

-

tandis que celui du second membre est :
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n§>:1 (g(q) Tr(fH (%, F)))tn/n .

En comparant les coefficients de tn/n on voit qu'il faut établir :

(2) 2 da(x)e(£2

a(x)|n

( 1) Tr(f 1 pour tout n 1 ;

F) H(XF))

ces calculs sont légitimes grice au fait que le corps 2 est de ca-

ractéristique nulle.

Transformons encore la formule (2) en supposant que X est

propre, ce qui permet d'écrire la cohomologie ordinaire au lieu de la

cohomologie & supports propres. Rappelons gque la catégorie des g& -
faisceaux sur X est une catégorie de fractions de celle des faisceaux

e ~adiques ; par abus de notation, nous désignerons désormais par
= (Fy ) le faisceau R—adique(x)

vely -
faisceau sous-jacent & F . Alors F = (F,) et les morphismes de

sir X qui correspond au 93 -

Frobenius Eg?v/x définissent un morphisme de faisceaux @—adiques
EE;/X : £g§(ﬁ) —> F , d'oll une correspondance b —adique sur (X,F).
Pour chaque entier V¥ on sait que 1l'endomorphisme ﬁgR[. (Fy) défini
=R £(F)
L — o .
par (frx,F /X) est l'inverse de fE\_X(F) (§2, n°3, corollaire
de la proposition 3) ;5 en utilisant la définition de la cohomologie
él—adique, on trouve alors que l'endomorphisme ﬁgﬁi(i 7) de HY(X,F)
- ’

v P e « 5 3
défini par (frx,F F/X est 1l'inverse de f Lx,F) 3 ainsi

£ = ", pour tout ny 1 et tout i .

B (X,F) T (X,
Appliquons ce résultat dans le cas particulier o X = x = Spec(gq)
d P ; .
(q = p ) est réduit & un point dont le degré d divise n . Nous

obtenons :

(#) Pour simplifier l'écriture, nous supposerons pour la suite de la
démonstration que {}- = Qp . Dans le cas général, il faudrait remplacer
Zy par la cldture normale de Ze. dans (2 . (Détails laissés au lecteur).
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7 = gl

)
F- —vF- (FTF-/X
x

(X = point géométrique défini par un plongement de F dans Ep) .

D'autre part zgk et fx opérent de fagons inverses sur
les points de X . Il en résulte que la projection X—=» X établit
une correspondance bijective entre l'ensemble des points fermés de
degré d de X et l'ensemble des orbites & d éléments de «E;X
opérant dans X . En remarquant que 1'ensemble inﬁ des points
de X fixes par i}; est la réunion des orbites de i?k dont le
cardinal divise n , on peut transcrire (2) sous la forme "géomé-
trique" :

' Z r(fr - r{fr . .
e S TR S L e, o)

C'est une formule du type de Lefschetz sur le schéma ¥ muni du

A = _—
faisceau F et de la correspondance (ggx’EEF/X) .

Pour alléger les notations,; nous écrirons dorénavant X ,

F h et au lieu de X Fo,frd et (Fr )n (comme X
J bp , Iry F/X
et F n'interviendront plus, aucune confusion n'est a craindre)
nous supposerons que X est une courbe projective et lisse sur
k = Ep . Les points fixes de h dans X sont tous de multiplicité
n

1 5 en effet h opére par : T s ¥ sur le complété de 1'anneau
local d'un point fixe, T désignant une uniformisante. Le théordme

se déduira du résultat suivant :

Proposition 2. Soient X une courbe projective et lisse sur un

corps algébriquement clos k de caractéristique p , F un faisceau
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8,-ad;99e constructible sur X (avec E = nombre premier % Py

ét

h un endomorphisme de X dont tous les points fixes sont de mul-

% . .
tiplicité 1, et hy : b°(F) —> F un morphisme de faisceaux. la

formule suivante, ot h . désigne 1'endomorphisme de H-(X,F)
ol i

g (X,F)

défini par (h,b.F) , est _vraie :

(2m) Z__ Te(ng ) = > (=)re(n y

1
N H (X,F)

On a établi dans ce séminaire une formule de Lefschetz
analogue pour un faisceau de torsion constructible Fy , annulé par
Y4
'g ' sur la courbe X » muni d'un morphisme hp h*(F,) -—>F,
y

Elle s'éerit :

(3) >E Tr(h(FY)x) = Trth‘—X(FQ)

x &X

5 : N +
ol les deux membres appartiennent & é/’EQ 1g .

Supposons que le faisceau gfqadique de 1'énoncé s'écrive
F = (FV)\)GI_I y avec F  annulé par 8 1 Pour chague Y on peut
écrire la f;rmule (3)9 , ot on voit que les premiers membres de ces
formules, pour V¥ variable, sont les composantes d'un entier P -
adique qui est précisément le premier membre de la formule (2") a
démontrer. Il reste & établir que les seconds membres des formules
(3)u définigsent, pour ¥ variable, un entier @ -adigque égal &
:Z:(—1)iTr(h i ) , avec Hi(X,F) = %ig Hi(giux(Fy)) . Ceci ré-

H* (X,F) Y

sulte de lemmes purement algébriques que nous allons démontrer pour

terminer.

On considére un systéme projectif (Ky)yé N de complexes

parfaits, avec XKp€D (g/ e’p+1g) s tel que pour chaque ¥ le

parf
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morphisme de transition : K 9 +1 - 'KV soit isomorphe au_sens des

) . . ’+
catégories dérivées au morphisme canonigue : K\>+1-_} K / 2 1K\)+'1

v+1

On suppose chaque complexe K\) muni d'un endomorphisme

Y+1 s . .
hy & Fl(Dparf(é/g é)) , de maniére que (h))) soit compatible

ve ¥
avec les morphismes de transition, définiseant ainsi un endomor-
phisme du systéme projectif (K))) . Dans l'application & la démons-—
tration de la proposition 2 on prendra Xy = BTX(F);) et

hy = hli-‘ }“X(F‘)) 5 la condition sur les morphismes de transition se

déduit par la "formule de Kiinneth" de la condition analogue vérifiée

par les morphismes de transition du systéme projectif Q -adique (F),) .

On se propose de trouver un systéme projectif (K'V)JG,N s
ou K’v est un complexe de (g/ﬂ‘jﬁg)—modules libres de type fi;li,
nul en dehors d'un intervalle de degrés [a,b} (indépendant de ¥ )
et muni d'un endomorphisme de complexe 'V + K'y == K'y , de ma-
niére que les conditions suivantes soient satisfaites :

1) le morphisme de teansition : - K! est isomorphe
¥

/L g

t
K\)+1

(comme morphisme de oomplexes) a X - K!

) +1 pour

Y+ v+ 7

tout yel .
2) (h'V)\?éN est compatible avec les morphismes de transition.
p Y+
. R P
3) (Kl)) sh'y) est isomorphe & (K),hy) dans Dparf(g/" z)
pour tout Y , ces différents isomorphismes pouvant &tre choisis de

manidére & 8tre compatibles avec les morphismes de itransition de (K‘}))

et de (K))) .

Supposons faite la construction des systémes (K’,,) et
(h'Q) s on peut alors écrire TrI‘hQ = Trxh'v= Z(-1 )lTI‘ h{’,l

pour tout & 1§ . Soient K!' = %3;}1_ K'x) , et h! =<];:‘£le h'\) (endo-
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morphisme de K') . On voit gque (Tr*hv)v est un entier e-adique

égal a :z: (=1)*Tr b'* . De plus le systdme projectif (K',) vé-
i

rifie la condition de Mittag-Leffler, et il en est de méme du sys-

t&me (Hl-1(K'¢))v pour tout i 5 il en résulte que

13.2.3). Dans le

i I .
H(X') == 2:/3 B (K ) pour tout i (EGA Opp;

cas qui nous intéresse, ot Ky = R (F et hy, = on
q . 3 N = X( Q) Y hgi‘ngV) ,

voit que H'(X') s'identifie & H (X,F) , et que 1'endofiorphisme

de Hl(K') défini par h' s'identifie & h . Par suite on

i (X,F)
peut écrire

< i i i
> (=t)'rrnt =7 (~1)'Tr b |
i 1 " (X,F)

et la formule (2") de 1'énoncé est ainsi démontrée.

L'existence des systlémes (K'V) et (h'V) repose sur
deux lemmes, dans lesquels on considére un anneau commutatif A4 ,
un idéal I de A et le foncteur T L;ah> L EAAO (L complexe

de A-modules borné & droite), avec A= AT .

Lemme 1. Supposons 1'idéal I nilpotent. Cousidérons un complexe

L & D (A) plat en chague degré, un complexe M & D—(Ao) projectif

en chague degr$ et un isomorphisme u : T(L)X M dans D_(AO) .

Il existe un complexe de A-modules L' , borné i droite et projec—

tif en chague degré, un isomorphisme v : L2 L' dans D (4) , et

un isomorphisme de complexes W : T(L'):g;/M , tels que u = woT(v)

dans D (Ao) .

Remargue. Si M est supposé libre (resp. de type fini) en chaque

degré, le complexe L' est aussi libre {resp. de type fini) en cha-
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que degré. Bn effet si un A-module plat N est tel que T(N) soit
libre (resp. de type fini), on montre facilement que N est libre
(resp. de type fini) (Bourbaki, Alg. Comm., Chap.II, §3, prop. 5).
Notons le corollaire : soit L& Ob D (A) tel que L g;Ao soit un
compbexe de Ao—modules pseudo-cohérent resp. parfait (i.e. isomor-—
phe dans D-(A) & un complexe borné supérieurement, resp. borné, et
projectif de type fini en chaque degré). Alors L est un complexe

de A-modules pseudo-cohérent (resp. parfait).

Lemme 2. Considérons un complexe de A-modules borné 3 droite L

projectif en chaque degré, muni d'un endomorphisme gp s et un en-

doporphisme ' de M = T(L) coincidant avec T(HD) au_sens de

la catégorie dérivée D—(Ao) . Il existe un endomorphisme ‘\?' de

L gui coincide avec | au sens de D(A) et vérifie : T(¥') = N

Avant de démontrer ces lemmes, indigquons comment on les

applique & la démonstration de l'existence des systimes (K'y) et

(h')) . On raisonne par récurrence sur V , en supposant
Ké,hé, ey K'V-1’h'v_1 déja construits 3 on applique les lemmes
¢ v
avec A = Z/ €,+1§ et I = € g/{"+1g (de sorte que I2 = 0),
Ao = é/fy Z . Prenons d'abord L = KV et M =Ky -1 dans le pre-

mier lemme. Nous obtenons, compte tenu de la remarque 2, l'existence
de K'Q = L' avec le morphisme de transition K'¢ —— K'V-1 donné
par w , de telle sorte gue la condition 1) énoncée plus haut soit
satisfaite. L'isomorphisme v de D (4) permet de transporter hy
en un endomorphisme de K' au sens de D_(A) . On peut supposer

que ce dernier provient d'un endomorphisme de complexe h'y ¢

K', ==> K", . Appliquons alors le deuxidme lemme avec L = K'p s
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\F= h" et ﬁpo = h')_, ; nous obtenons l'existence de

h',

y ¢ K'y === K’y de manidre & vérifier la condition 2) 5 de plus

la condition 3) sera satisfaite. Notons que, avec les notatiors du
lemme 1, si M =0 pour un indice i , on en déduit Lt =0

grice au lemme de Nakayama j les complexes K'¢ sont donc bien tous

nuls en dehors d'un méme intervalle de degrés.

Pour démontrer les lemmes 1 et 2 nous aurons besoin du

résultat suivant

Lemme 3. (i) Soient P et Q des A-modules. Si P est projecfif,

pour toute application Ao—linéaire fO : T(P) —=» T(Q) il existe

une application A-linéaire f : P -=» Q telle que T(f) = £

(ii) Supposons 1'idéal I nilpotent. Pour tout Ao-module

projectif PO il existe un A-module projectif P tel gue T(P) °~ Po'

Si_de plus P' est un A-module plat tel gue T{P') ~= PO , alors

ona P'voy P,

L'assertion (i) est claire, car si up (resp. uQ) asé-—
signe 1l'application canonigque de P sur T(P) (resp. de Q sur
T(Q)), le composé foouP est une application A-lindaire de P dans

T(Q) et u est surjectif 3 comme P est projectif, il existe une

Q
factorisation de foouP 4 travers ug ¢ focuP = quf ot f est

une application A-lindaire de P dans @ ; alors T(f) = £

Pour démontrer (ii) on commence par constater que le cas

ol Po est libre est évident (sans aucune hypothése sur 1'idéal 1I).

On passe au cas général ol Po est projectif en introduisant un AO—
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module libre Lo dont Po est facteur direct et un A-module libre
L tel que T(L) ﬁz'Lo . Le module PO s'identifie & l'image d'un
projecteur e, ¢ L0 — LO , et il s'agit de voir qu'il existe un
projecteur e : L —> L relevant e, s ce gui résulte de Bourbaki,
Alg. Comm., Chap. ITII, §4, n°6, lemme 2 appliqué & la sous-A-algdbre
B de PEnd(L) engendrée par un endomorphisme de L qui reldve e,
(dont 1'existence est assurée par (i)) et & 1'idéal (nilpgtent)

trace sur B du noyau de 1'homomorphisme canonique End(L) -—» End(Lo).
Cela prouve l'existence de P dans (ii). Soit de plus P! comme
énoncé dans (ii), alors l'isomorphisme composé T(P) =< PO ~ T(P')
provient, en vertu de (i), d'un homomorphisme f : P - P' . Comme
P et P' sont plats sur A et que T(f) est un isomorphisme, on
en conclut que Gr I(f) est un isomorphisme, donc f est un iso~-

morphisme (I étant nilpotent), d'oh (ii).

Corollaire. Supposons 1'idéal I nilpotent. Pour tout complexe

acyclique et borné & droite NO de Ao—modules projectifs, il existe

un complexe acyclique borné 3 droite N de A~-modules projectifs

tel gue T(N) =8 U

Le complexe No , étant acyclique, se décompose en suites

exactes courtes

i i . i+1
0 -> Z - N ——>Z " -0

N i P R i
ou Zo désigne, pour chaque i , le sous-module des cycles de NO H
i . i
de plus No =0 pour 1 assez grand. Par récurrence descendante sur

i , on voit que les suites exactes précédentes sont scinddes et que

Zz est projectif pour tout i . On reléve NO en relevant toutes
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ces suites exactes de proche en proche, par récurrence descendante

sur i . Il s'agit donc de montrer que si

So : 0 —=» PO —> Qo ——> RO -=> 0

est une suite exacte de Ao—modules, avec Qo projectif, et si R

est un A-module tel que T(R) :z’Ro , 11 existe une suite exacte

7]

t 0 ->»P->Q—>R —>0

de A-modules, avec Q projectif, telle que T(S) =~ SO . Or on
peut relever Qo en un A-module projectif Q par le lemme 3(ii),
puis Qo —-—> RO en une application A-lindaire : @Q --> R par le
lemme 3(i). Cette application est surjective d'aprés le lemme de
Nakayama ; on pose P = Ker(Q ——> R) pour compléter la suite ecxacte

s .

Démonstration du lemme 2 : comme M = T(L) est projectif en chaque
degré, 1'hypothése du lemme s'exprime en disant que T(\f) est

homotope & Lﬁg 3 ainsi il existe un opérateur d'homotopie

i i, i i " _

k = (ko)i » avec ko ¢+ M —» M tel que L(\P)—\f)o—doko+kodo ,
ot d, est la différentielle de M . D'aprds le lemme 3(i), k;

se reléve en une application linéaire Kk oe Lt - Ll—1 . On obtient

ainsi un opérateur d'homotopie k = (kl)i dans L . Il suffit de
poser \J' = \f-kd-dk (d = différentielle de L) pour vérifier le

lemme 2.

Démonstration du lemme 1 : on peut (quite & remplacer L par un com-—

plexe quasi-isomorphe) supposer que le complexe L , donc aussi T(L),
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est projectif en chaque degré, ce que nous supposerons dans la suite ;3
on peut par suite supposer gue l'isomorphisme u de D_(Ao) pro-
vient d'un quasi-isomorphisme T(L) —a» M encore désigné par u .
Nous allons d'abord nous ramener au cas ot u est surjectif. Le com-~

! 3 dl(xyy) = (dlxsx'd1_1Y)

plexe No défini par Ni T
(x g u , ¥ & Mi_1) est visiblement acyclique et projectif en
chaque degré ; on définit un épimorphisme de complexes No - M par
la projection Ni ——>~Mi en degré 1 . Le corollaire du lemme 3
permet de relever NO en un complexe N acyclique, borné & droite
et projectif en chaque degré. On peut alors remplacer L par L & N
qui lui est quasi-isomorphe (puisque N est acyclique) et projectif
en chaque degré ; on remplace en méme temps u par le gquasi-iso~-
morphisme (L & N) = (L) o N - M défini par u sur (L) et

par 1'épimorphisme No --» M sur NO 3 il est clair que ce dernier

quasi-isomorphisme est surjectif.

Supposons donec que u T(L) - M est un quasi-isomorphis-—
me surjectif, et soit Ro son noyau. Le complexe Ro est acyclique
car u est un quasi-isomorphisme, et il est projectif en chagque
degré, car la suite exacte : 0 —-=» RO ~=3 T(L) =—=»M -=> 0 est
scindée puisque M est projectif en chaque degré. On peut donc, gri-
ce au corollaire du lemme 3, relever RO en un complexe de A-modules
R borné a droite, acyclique et projectif en chague degré. Montrons
maintenant que le morphisme fo H RO —=> T(L) se reldve en un mor-
phisme de complexes f : R ~-» 1L . Pour cela on observe que R est

o

homotopiguement trivial, donc fo est homotope &4 0O et peut s'éerire

- . i i i i-1
£ hodRO+dT(L)ho o B —(ho)i avec h_ 1 R -3 (L) . Le

lemme 3(i) permet de relever b en h= (hl)i avec h' : R - Ll_q,
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et on voit que f = hdR+dLh est un morphisme de complexes qui reléve
fo . Un lemme standard {comparer SGA 60/61, IV 5.7) implique alors
que T est injectif et que Coker £ = L' est plat en chaque degrs.
Comme T(L') 2 Coker T(f) = Coker fo.ﬁi'M est projectif en chaque
degré, il en résulte (lemme 3(ii)) qu'il en est de mdme de L' .
D'autre part, 1l'homomorphisme canonique L —-> L' est un quasi-
isomorphisme (&étant surjectif et de noyau R acyclique), donc on voit

que L' satisfait & la conclusion envisagée dans le lemme 1, cqgfd.
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