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INTRODUCTION. 

Ce volume rassemble les exposes du s~minaire de Grothendieck ~ I'IHES de 

1965/66, initialement distribu~s sous forme de notes mim~ographi~es. Par rapport 

la version primitive, les seuls changements importants concernent l'expos~ II, qui 

n'est pas reproduit, et l'expos~ III, qui a ~t~ entigrement r@crit et augment~ d'un 

appendice num~rot~ III B. A part quelques modifications de d~tail et additions de 

notes de bas de page, les autres exposes ont ~t~ laiss~s tels quels. 

Le eoeur du s~minaire est constitu~ par la formule de Lefschetz en coho- 

mologie ~tale (III, III B, XII), et son application ~ l'interpr~tation cohomologi- 

que des fonctions L (XIV)° Tousles r@sultats annonc~s par Grothendieck dans son 

expos~ au s~minaire Bourbaki [2] sont ici compl~tement d~montr~s. Les formules des 

traces ~tablies dans (III, III B, et XII), par des voies diff~rentes, sont plus g~- 

n~rales qu'il n'est n~cessaire pour prouver la seule rationalit~ des fonetions L . 

Une d~monstration de cette derni~re, nettement plus courte, complgte, figure dans 

l'expos~ de Deligne (SGA 41/2 Rapport), oh est suivie la m~thode de Grothendieck 

des exposes XII et XIV, mais d~barrass~e de toute g~n~ralit~ superflue° Nous esp~- 

rons toutefois que les formules de III, III B pourront servir dans d'autres situa- 

tions. Quant au reste du s~minaire, il se compose de deux exposes sur la th~orie du 

passage g la limite dormant naissance g la cohomologie £-adique (V,VI), et de divers 

compl~ments au formalisme de dualit~ (I, VII) et ~ la formule de Lefschetz (VII, X). 

Voici plus pr~cis~ment quel est le contenu de ce volume. 

L'expos~ Iest ind~pendant du reste du s~minaire. Son r~sultat principal 

est que, sur un schema r~gulier v~rifiant certaines hypotheses suppl~mentaires de 

nature locale, et sous r~serve quTon dispose de la r~solutien des singularit~s et 

du th~orgme de puret~, le faiseeau constant de valeur ~/n~ , pour n premier 

aux caract~ristiques r~siduelles, est dualisant (I.3.4.1)o Ce th~or~me vaut notamment 

pour les schemas r~guliers excellents de caract~ristique nulle, grace ~ Hironaka et 

aux r~sultats d'Artin (SGA 4 XIX). Le cas d'un schema r~gulier de dimension 1 est 
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trait~ s~par~ment, par une autre m~thode, tr~s ~l~mentaire (voir aussi (SGA 41/2 

DualitY)). Signalons que, par un argument diff@rent, n'utilisant ni r~solution ni 

puret~, Deligne d~montre darts (SGA 41/2 Th. Finitude) que, si f : X > S est 

un schema de type fini sur un sch~ima r@gulier de dimension O ou 1 , le complexe 

I 
f (~/n~) S (n premier aux car. r~siduelles) est dualisant. Mais on ignore sice 

r~sultat, plus utile que le th@or~me de bidualit~ de l'exposg I, qu'il recoupe sans 

le contenir, s'~tend au cas d'un schema de base S excellent r~gulier de dimension 

>I 

Comme nous l'avons dit plus haut, l'expos~ II, qui ~tait intitul~ "For- 

mules de KHnneth pour la cohomologie ~ supports quelcongues", ne figure pas dans 

ce volume. R~dig~ par L. Illusie, d'apr~s des notes manuscrites de Grothendieck, il 

6tait consacr~ ~ des th~or~mes de propret~ cohomologique et d'acyclicit~ locale g~- 

n~riques, mais ceux-ci n'~taient d~montr~s que sous des hypothgses de r~solution. 

Une d~monstration des m~mes r~sultats, sans ces hypotheses, obtenue depuis par 

Deligne (SGA 41/2 Th. Finitude), a rendu inutile la publication de cet expose. Cer- 

tains compl~ments, concernant par exemple le cas des diviseurs ~ croisements normaux, 

ont ~t~ incorpor~s dans un appendice g (loc. cit.). Ajoutons que des th~or~mes ana- 

logues ~ ceux de (loc. cit.), pour le cas des faisceaux d'ensembles et de groupes 

non commutatifs, sont d~montr~s dans l'expos~ de Mme Raynaud (SGA 1XIII). 

L'expos~ III contient une d~monstration de la formule de Lefschetz-Verdier 

pour les correspondances cohomologiques entre complexes de faisceaux sur des sche- 

mas de type fini sur un corps, et l'on montre, dans l'expos~ III B, comment l'on 

peut calculer les termes locaux de la formule dans certains cas, par exemple celui 

de la correspondance de Frobenius sur les courbes. Nous reuvoyons le lecteur aux 

introductions des exposes III et III B pour plus de d~tails sur leur contenu. 

L'expos@ IV, par A. Grothendieck, consacr~ ~ la construction de la classe 

de cohomologie associ@e ~ un cycle, a @t@ r@dig@ par P. Deligne et publi~ darts 

SGA 41/2 



Apr~s des pr~liminaires techniques, dans l'expos~ V, sur les syst~mes pro- 

jectifs adiques, on d~finit, dans l'expos~ VI, la notion de ~-faisceau construc- 

tible (resp. constant tordu constructible, i.e. "lisse" dans la terminologie de 

Deligne ([I], (SGA 41/2 Arcata))), et l'on ~tend aux ~6-faisceaux construetibles, 

par passage ~ la limite ~ partir des ~/6 n-faisceaux, le formalisme des images di- 

rectes sup~rieures ~ supports propres. L'expos~ VIne donne pas, cependant, de d~- 
L 

finition d'une cat~gorie d~riv~e des ~-faisceaux, avec des operations ® , 

RHom , prolongeant celles dont on dispose dans la cat~gorie d~riv~e des ~/£n_ 

faisceaux. Afortiori, l'extension aux ~6-faisceaux du formalisme de dualit~ de 

SGA 4 XVIII n'est pas envisag~e. Cette question faisait l'objet de la th~se (non 

publi~e) de Jouanolou. Le lecteur pourra toutefois consulter le d~but de [I], oh 

sont d@finis les Ext I de ~£-faisceaux. 

L'expos~ VII, ind~pendant du reste du s~minaire, est sans doute l'un des 

plus int~ressants. Ii eontient a) le calcul de la eohomologie de quelques vari~t~s 

standard (espaces affines, projectifs, vari~t~s de drapeaux), b) un expos~ de la 

th~orie des classes de Chern en cohomologie ~tale, c) une d~monstration de la "for- 

mule de self-intersection" i~i~x = XCd(N) en cohomologie ~tale (resp. dans l'an- 

neau de Chow, d~monstration due dans ce cas ~ Mumford) et diverses applications de 

cette formule (calcul de la cohomologie des vari~t~s ~clat~es, formule de Gauss- 

Bonnet). 

L'expos~ VII contient des sorites sur les conditions de finitude darts les 

categories d~riv~es et les groupes de Grothendieck. Ces questions sont reprises darts 

un cadre plus g~n~ral dans (SGA 6 I, IV). 

L'expos~ IX, par J.-P. Serre, intitul~ "Introduction ~ la th~orie de 

Brauer", a ~t~ publi~ dana [4], et n~est pas reproduit dans ce volume. L'un de ses 

principaux r~sultats (d~ ~ Swan), concernant l'existence d'un module projectif ayant 

pour caract~re le " caract~re de Swan", est utilis~ dans l'expos~ X , o~ est d@- 

montr~e une formule d'Euler-Poincar~ pour un faisceau sur une courbe, l~g~rement 

plus g~n~rale que celle figurant dans l'expos~ de Raynaud [3]. 



Vi 

L'expos~ XI, r~dig~ par I. Bucur, n'existe pas, parce qu'il s'est perdu 

dans un d~m~nagement et que l'auteur n'en avait pas de copie. Ii ~tait consacr~ 

la th~orie de Grothendieck des traces commutatives, g~n~alisant celle de Stallings 

[5~ . Une version plus sophistiqu~e de cette th~orie, dans un cadre faisceautique, 

est expos~e dans (III B 5, 6). Des applications ~ des formules de Lefschetz sont 

donn~es dans les exposes XII et III B . La formule des traces de l'expos~ XII est 

d~montr~e ind~pendamment de la formule g~n~rale de l'expos~ IIl, mais l~on montre 

dans (IIl B 6) que les termes locaux qui y figurent sont bien ceux de la formule 

g~n~rale, et que cette derni~re l'implique. 

L'absence de l'expos~ XIII n'est due qu'~ une raison de num~rotation : 

le contenu des exposes X ~ XII avait ~t~ initialement pr~vu pour s'~tendre sur 

quatre exposes. 

L'expos~ XIV (parfois num@rot~ aussi XV) contient des g~n~ralit~s sur la 

correspondance de Frobenius (avec, notamment, la comparaison entre Frobenius "g~o- 

m~trique" et Frobenius "arithm~tique"), et donne, ~ partir de la formule des traces 

de l'expos~ XII (ou III B), la d~monstration(de Grothendieck) de la rationalit~ 

des fonctions L : les deux points importants sont la r~duction au cas des courbes, 

et le passage ~ la limite permettant de se ramener ~ une formule pour des ~/6n 

faisceaux. 

Lors du s@minaire oral, Grothendieck avait fait un expos~ des probl~mes 

ouverts et ~nonc~ quelques conjectures. Cet expose, qui devait clore le s~minaire, 

n'a malheureusement pas ~t~ r~dig~, pas plus d'ailleurs que son tr~s bel expos~ 

introductif, qui passait en revue les formules d'Euler-Poincar~ et de Lefschetz 

dans divers contextes (topologique, analytique complexe, alg~brique). 

Je remercie P. Deligne de m'avoir convaincu de r~diger, dans une nouvelle 

version de l'expos~ III, une d~monstration de la formule de Lefschetz-Verdier, levant 

ainsi l'un des obstacles ~ la publication de ce s~minaire. Je lui suis tr~s recon- 

naissant des ameliorations de r~daction qu'il m'a sugg~r~es, et de l'aide qu'il 
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m'a apport~e dans la preparation de ce volume pour l'~diteur. Je remercie ~galement 

Mme Ligvremont, qui a effectu~ avec soin, et en un temps tr~s court, la frappe des 

exposes III et III B. 

Je ne puis terminer cette introduction sans rendre hommage ~ la m~moire 

de I. Bucur, mort d'un cancer en septembre 1976. Ceux qui, comme moi, ont eu le 

privil~ge de l'avoir pour ami n'oublient pas sa gentillesse exquise, son humour 

souriant, et le charme de sa conversation. 

Paris, le 19 F~vrier 1977 

Luc lllusie 
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E xpo ~_~____! 

COMPLEXES DUALISANTS 

par A. GROTHENDIECK 

(r~daction de L. ILLUSIE) 

IntroductSpn 

Cet expos~ est consacr~ au th~or~me de bidualit~ 

en cohomologie ~tale. La th~orie d~velopp~e ici et dans SGA A XVIII 

(SGA A = SGA 4), pour la topologie @tale et les faisceaux construotibles de 

torsion sur les pr6sch@mas, est formellement tr~s analogue h celle d@velopp@e 

dans HARTSHORNE ~H~ pour la topelogie de Zariski et les faisceaux cob@rents: 

cette dernibre lui a, dans une tr&s large mesure, servi de modble. Mais, tandis 

que darts le cas des coefficients "continus" l'existence de complexes dualisants 

ne pr@sente pas de difficult@s, darts le cas des coefficients "discrets", en 

revanche, elle est beaucoup plus d@licate h prouver, et il semble qu' elle re- 

quibre de fagon essentielle la r@solution des singularit@s. Voir cependant le 

th@or&me de bidualit@ de Deligne (SGA 4 I/2 Th. finitude 4.3.). 
Le paragraphe I contient la d@finition des complexes dualisants et 

les propri@t@s formelles qui en d6coul@nt, notamment l'interpr@tation des fonc- 

teurs dualisants comme "@changeurs de foncteurs". 

Darts le paragraphe 2, on montre que, surunpr@sch@ma localement 

noeth@rien connexe, un complexe dualisant est d@termin@ de manibre unique, 

translation prbs des degr@s et tensorisation par un faisceau inversible. 



Dans le paragraphe 3, on en vient au th@or~me central de 

l'expos@ (3.4.1.), qui assure que, sur un "bon" pr@sch@ma r@gulier X , 

par exemple un excellent pr@sch@ma noeth@rien r@gulier de caract@ristique 

nulle (I) , le complexe (2/n Z) X est dualisant. 

Le paragraphe 4 donne les applications de la th@orie au th@or~me 

de dualit@ locale. Ce dernier exprime que l'on a, sur un "bon" pr@sch@ma X 

muni d'un point ferm@ x de corps r@sidusl s@parablement clos, et pour un 

faisceau constructible F , un accouplement parfait entre _~(F')x et 

H - i  (F) ,  Oh F' est l e  dual  de F i .  e. F' = ~ Hom(F,~) ,  .h ~ est un 

complexe dualisant. 

Enfin, dans le paragraphe 5, on prouve directement que sur tun 

pr@sch@ma r@gulier de dimension I le complexe (2/n I) X est dualisant 

(n premier aux caract@ristiques r@siduelles). 

(1) Cette derni~re restriction sera inutile une fois qu'on disposera de 

la r@solution des singuiarit@s ~ la Hironaka pour ces derniers, et 

du "th@or~me de puret@". 



I. D@finition et propri6t6s formelles des complexes dualisants 

On se fixe un anneau de coefficients A = ~ /n~[. Si X est un 

pr@sch@ma, on note A X le faisceau constant sur X@t de valeur A, et D(X) 

la cat@gorie d@riv@e de celle des Ax-Modules. On note d'autre part Dc(X) 

la sous-cat6gorie triangul6e pleine de D(X) £orm6e des complexes F tels 

que Hi(F) soit un ~-Xodule constructible pour tout i . On pose 

D*(x) : D*(x) ~ D (x), o~ ~ = ~, +, -, ou b. 
c o 

D@finition ~.~. : On dit qu'un Ax-MOdule I est quasi-injectif si l'on a 

~xti(F,z) : o 

pour tout Ax-Module constructible F et tout i > 0 . 

Remarques ~.2. : a) Contrairement h ce qui se passe dans le cas des coeffi- 

cients "continus" (cf.EH ] II.7.17), un faisceau quasi-injectif n'est pas 

en g6n@ral injectif. Soit par exemple X : SpecS), A = Z /2 Z : le faisceau 

A X est quasi-injectif, mais n' est pas injectif, ni m@me de dimension injec- 

rive finie, puisq~e H*(X ; ~X) = H*(~I2 Z ; ZI2z) est ~e ~@bre de 

polynSmes h un g@n6rateur de dimension I. 

b) Soit I un Ax-MOdule quasi-injectif. I1 est faux en g@n6ral que la relation 

Exti(F,I) = 0 pour i > 0 , valable pour F constructible, seit valable pour 

tout F. Prenons en effet A = IF~ . Soient k un corps, ~ une clSture s@parable 

de k, f : ~ = Spec(k) > X = Spec(k) le morphisme canonique, et supposons 

que, pour tout rev@tement ~tale connexe X' = ~ X , il existe un rev@tement 

@tale connexe X" > X' tel que IX" : X'~ soit divisible par @ (prendre 

par exemple k = ~). Consid6rons la suite exacte 



d@finie par la fl~ohe d'adjonction [ . Vu l'hypoth~se, la section de 

~t1(F,~) d~fi~e p~ (*) ne s'~e ~u-~essus ~'~uo= ~ ~tale sur X, 

~ono ~xtI(F,AX) { ~ O. Or on v~rifie tri~iale~ent que % sst qu~si-injeotif. 

Proposition I.~. (Cf. [HI 1.7.6) : Soient X un pr6sch6ma et N £ Z • Conditions 

6quivalentes sur K % ob D+(X) : 

(i) K est isomorphe, darts D(X), ~ un complexe I & degr6s born@s tel que I i 

soit quasi-injectif pour tout 

(ii) pour tout F ~ ob D~(X) 

E_xti(F,K) = 0 pour i b N~ 

i et nul pour i > N; 

tel que Hi(F) = 0 pour i < 0 , on a 

(iii) pour tout ~-Module constructible F , on a Ext__i(F,K) = 0 pour i > N. 

Preuve : (i) ~----~(ii) Soient F 6 ob D~(X) tel que ~(F) : 0 pour i < 0, 

et I < ob D+(X) & degr6s born@s et tel que I i soit quasi-injectif pour tout 

i et nul pour i > N; montrons que Exti(F,l) = 0 pour i > N. Raisonnant 

par r6currence sur le hombre d'indices i tels que I i ~ 0, on se ram~ne, par 

d@vissage, au cas oh N = 0 et I est r@duit au degr6 0 . On a alors une 

suite spectrale bir@guli~re 

~q: E~P(H-q(F),I) : Ext~(F,I) 

Comme I est quasi-injectif, E~ q = 0 pour p > 0 et tout 

E2oi = __Hom(H-i(F),I) ~ Exti(F~I), d'oh la conclusion. 

q~ ~OnC on a 

(ii) ===~ (iii) est trivial. 

(iii) --> (i) On peut supposer K h degr6s born6s ±nf6rieurement et 



composantes injectives. L'hypoth~se~ appliqu@e ~ F = AX, entra~ne que 

Hi(K) = 0 pour i ) N . On peut dono remplacer K par un eomplexe isomorphe 

K', ~ degr@s born@s et tel que K 'i soit injectif pour i ~ N et nul pour 

i ) N. On constate alors que K 'N est quasi-injectif, ce qui ach~ve la 

demonstration. 

Remarque I. 3.1. : Le r$daeteur ignore si (1.3) est encore vraie lorsqu'on 

remplace, dans la condition (ii), l'hypoth~se " F hob D~(X)" par 

,,F ~ ob D~(x),,. 

D@finition 1.4. : On appellera dimension quasi-i~iective de K , et on notera 

dim. q. inj(K) la borne inf@rieure (darts ~) des entiers ~ v@rifiant les 

conditions @quivalentes de (1.3). 

Si K est de dimension quasi-injective finie, le foncteur 

Hom( ,K) : D(X) ~ D(X) induit tun foncteur D~(X)'~ Db(X). 

On verra plus basque si X est lisse de dimension d sur un corps 

k et n premier ~ la caract@ristique de k, dim. q.inj(A X) = 2d. 

L'exemple de (1.2 a)) montre qu'un complexe de dimension quasi-injective finie 

n' est pas n@cessairement de dimension injective finie. On a eependant : 

Proposition I.~. : Soient 

K ~ ob D+(X). 0n suppose qu'il existe un entier 

oh ~ est l'ensemble des diviseurs premiers de 

On a alors, pour N' ~ ~ , 

X un pr~sch@ma iocalement noethSrien et 

N tel que cd I(X) g N~ 

n (notation de SGAA X I). 

dim. q. inj(K) g N' ~__~ dim. inj(K) g N + N' . 

On utilisera, dans la d@monstration, le 



L emme 1.5.1. : Soit C une cat@gorie ab@lienne satisfaisant ~ (AB5) et poss@- 

dant tune famille de g@n@rateurs (Ui)i ~ I " Soient K ~ ob D+(C) et 

N ~ Z . Conditions @quivalentes : 

(i) dim. inj(K)~ N 

(ii) pour tout i ~ I et tout quotient F de Ui, on a 

Extn(F,K) = 0 pour n ~ N . 

Preuve : Ii suffit de prouver (ii) ~(i). Par un argument bien connu (cf. 

par exemple[H~ 1.7.6), on est ramen@ ~ montrer que si K' ~ oh(C) est tel 

que ExtI(F,K ' ) = 0 chaque lois que F est quotient d'un U , alors K' 
l 

est injectif. En d'autres termes, il s'agit de prouver que, si tout morphisme 

d'un sous-objet V d'un U.m darts K' se prolcnge ~ U i , alors K' est injectif. 

Mais cela r@sulte aussitTt de la d~monstration du lem~e I p. 136 de (Tohoku). 

Preuve de (1.5) : Supposons dim. q. inj(K)~ N' et prouvons 

dim. inj(K) ~ N + N'. Comme la cat@gorie des Ax-Modules admet comme g@n@ra- 

teurs les ~,X oh U est @tale de type fir~ sur X, il suffit, en vertu de 

(1.5.1), de prouver que Exti(x;F~K) = 0 pour i ) N + N' quand F est quo- 

~,X ' donc constructible (SGAA IX 2.9). Consid@rons la suite 

L'hypoth~se c~(X) ~ N (resp. dim. q. inj(K) ~ N') implique E~ q = 0 pour 

p ~ N (resp. q > N'). Donc E~ q = 0 pour p+q > N+N'~ d'oh la conclusion. 

tient d'un tel 

spectrale 



Remarque 1.5.2 : L'hypoth~se de (1.5) est v6rifi6e (avec N = 2 d) si X est 

un pr@sch@ma de type fini et de dimension d sur un corps k s@parablement 

clos, n @tant premier ~ car(k) (SGAA X 4). 

Proposition 1.6 : Soient f : X > Y ~un morphisme quasi-fini s6par@ de 

pr6sch@mas noeth6riens, et K ~ ob D+(Y). Alors, pour N 6 Z , on a 

a~.q.imj(~).< ~ ...... > ~±m.q.i~j(F~f(K)) (. N 

Preuve • D'apr~s le "Main theorem" (ECA IV 8.12.6), il existe une factorisation 

de f en f = uf', oh f' est une immersion ouverte et u un morphisme fini. 

On a~9 !f = ~!f' ~!u, ce qui nous ram~ne k examiner s6par6ment le cas d'une 

immersion ouverte et d'un morphisme fini. Si f est tune immersion ouverte, 

l'assertion est triviale (puisque tout faisceau constructible sur X est alors 

induit par um faisceau constructible sum Y). Supposons doric que f soit un 

morphisme fini, et soit F un Ax-Module constructible. 

On a alors les isomorphismes de dualit6 (SCAA XVIII 3.1.9.6) 

Comne f.(F) est constructible (SGAA IX 2.14), il en r@sulte que, si 

i ! f pour > dim.q, inj(K) <.z N ~ on a fxExt (F, IR (K)) = 0 i N , dono 

Exti(F,~!f(K)) = 0 pour i > N (SGAA VIII 5.5), cqfd. 

Soient maintenant X un pr@sch@ma, et K ~ ob D+(X). Notons 

le foncteur ]RHom( ,K). Nous allons d@finir, pour F ~ ob D(X) un homo- 

morphisme fonctoriel F----> ~ D~ (cf. [HI V.I.2). La construction qui suit 

vaudrait plus g6n@ralement sur ,an topos annel6. On peut d'abord supposer K 
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form@ d'injectifs, ce qua permet "d' 8ter les ~ ". Le morphisme identique 

Hom(F,K) > Hom____(F,K) d4finit, par la formule chore ~ Caftan, un homomor- 

phisme F ~ Hom(F,K) --~ K, d'oh, par une deuxi~me application de ladite, 

un homomorphisme F ~ Hom_(Hom___(F,K),K), qui est l'nomomorphisme annonc4, 

et qu'on baptise homomorphisme canonique. On dit que le couple (F,K) est 

bidualisan___~t, ou satisfait h la bidualit4, ou encore que F est r4flexif 

relativement ~ K, si l'homomorphisme canonique F --> ~DK F est un 

isomorphisme. 

A partir de maintenant, tousles pr4sch4mas consid4r4s serene, 

saul mention expresse du contraire T suppos4s localement noeth@riens. 

D4finition 1.7 : Soit X un pr4sch4ma. On dit qu'un complexe K 6 ob D+(X) 

est dualisant si les conditions suivantes sont v~rifiies : 

(i) K est de dimension quasi-injective finie; 

(ii) pour tout F ~ ob D~(X), on a DE(F ) ~.. ob D+(X)c 

(iii) tout F 6 ob Db(x) est r4flexif relativement ~ K . 
C 

Remarques 1.8 : a) Par un d4vissage standard (tronquer F et utiliser le fair 

que Dc(X ) est triangul~e), on volt que la condition (ii) 4quivaut 

(ii bis): pour tout Ax-MOdule constructible F et tout i ~ Z , 

Ext____i(F,K) est oonstructible. 

b) La condition (ii bis) implique K ~ ob D~(X). Contrairement h l'exemple des 

faisceaux ech4rents (EgA 0111 12.3.3), la r@ciproque n'est peut-@tre pas automa- 

tiquement v4rifi4e. Elle l'est cependant (voir n ° 3) dams les "bons" cas, par 

exemple lorsqu'on dispose sur X de la r4solution des singularit4s et de la 



purer@ en particulier si X est un excellent pr@sch@ma de caract@ristique 

nulle). 

c) Par d@vissage sur F, on volt que la condition (iii) @quivaut ~ (iii bis) ; 

tout Ax-Module constructible F est r@flexif relativement ~ K. 

d) Si K ~ ob D+(X) v@rifie (i) et (ii) (resp. est dual~sant), le foncteur 

induit un foncteur (resp. une @quivalence de cat@gories) (Db(x)) ° --~ Db(x). 

e) Si K ~ ob D+(X) est de dimension in,~ective finie (cf. 1.5.2) et v@rifie 

(ii), alors, pour tout F ~ ob Dc(X), on a ~K(F) ~ Dc(X), et ~ induit 

un foncteur (D+(X)) ° > Dc(X ). 

Si en outre K est dualisant, tout F E ob Dc(X) est r@flexif relativement 

K, et ~K induit des @quivalences de catggories 

(Dc(X))°-~) Dc(X),(Dc(X))° ~ D+(X), (D+(X)) ° ~ Dc(X ). On ignore si 
cette conclusion reste valable sans la restriction que K soit de dimension 

inj ective finie. 

Abordons maintenant les "formules d' @change". 

Nous ne reviendrons pas sur la notion de tor-dimension d'un complexe 

(SGAA XVII 4.1.9) (*). Retenons seulement que si X est un pr@sch@ma et 

G~ ob D-(X), la relation Tori(F,G) = 0 pour i> N et tout Ax-Module F 

@quivaut h la m@me avec F constructible (grace h SGAA IX 2.9 et h la commu- 
L 

tativit@ de ~ aux limites inductives), dono qu'il n'y a pas ~ introduire de 

notion de "quasi-tor-dimension" ! 

(*) 
Voir aussi (SGA 6 I 5). 
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Lemme 1.9 (cf. [HI II 4.3) : a) Soient X un pr4schgma, F 6 ob D (X) 
C 

ob DT(x).o 0~ ~ F ~ G ~ ob Do(X) s i  F ~ ob D-(X)c ou ~ i  G e~t  ~e ton-  G 

dimension finie. 

b) Soient f : X > Y tun morphisme de pr4sch@mas, et 

Alors, f*(G) tob D (X). 
C 

G ~ ob Dc(Y ) .  

Preuve : L'assertion b) r4sulte trivialement de (SGAA IX 2.4). 

Prouvons a). L'une ou l'autre des hypotheses sur (F,G) implique quela suite 

spectrale 

ql q2 

ql + q2 = q 

e s t  b i r 4 g u l i ~ r e .  On e s t  done ramen6 ~. p rouve r  a) quand F e t  G s o n t  r 4 d u i t s  

au degr4 0, i . e .  s o n t  des  ~ - M o d u l e s  c o n s t r u c t i b l e s .  La q u e s t i o n  @tant 

l o c a l e ,  on peu t  suppose r  X moeth@rien. F admet a l o r s  (SGAA IX 2 .7 )  tune 

r 4 s o l u t i o n  gauche F'~ o~ l e s  F ' l  s e n t  de l a  forme ~ , X  ' avec U @tale 

e t  de t ype  f i n i  sum X° On a F ~ G ~'--~-J F'  ~ G~ e t  l ' o n  gagne c a r  l e s  AU, X 

sont constructibles. 

~ G  

Notation 1.10.: Si X est tm pr4sch6ma, nous d4signerons par 

Db(X)torf (re~. Db(X)qinjf) la sous-cat6gorie pleine de D(X) form6e des 

objets de tor-dimension finie (resp. de dimension quasi-injective finie). 

Proposition 1.11 (el. ~H] V 2.6) : Soient X un pr4sch6ma et K ~ ob D+(X). 

a) Pour F ~ ob D-(X) et G 6 ob D-(X) (resp. F ~ ob D(X) et G ~ ob Db(X)torf), 

il existe un isomorphisme fonctoriel 

D_t((F ~ G) - - ~  IRHom._._(F , ~ ( G ) )  



b) 

G ~ ob Db(X)tor f . . . .  -> P_K (G) E ob Db(X)qinjf et 

(1.7. (ii)). 

e) Si K est dualisant, il existe, pour F ~ ob D-(X) et 
C 

11 

K satisfait aux conditions (i) et (ii) de (1.7), on a l'implication 

satisfait 

(resp. F ~ ~b D(X), G g eb D~(X) et 

isomorphisme fonctoriel 

.DK(G) ~ ob D~(X)torf) 

Ho~_(F, G) . 

---~> G 6 ob D~(X)qinj fet 

(1.7. (ii). 

On a en outre l'implication 

~(G) ~ ob D~(X)torf 

~ ob Dcb(X) 
uAq 

G satisfait 

d) Si K est dualisant et de dimension injeetive finie, les implications 

de b) et c) sont des @quivalenees. 

Preuve : a) n'est autre que la fermule d'adjonction chore ~ Caftan 

(SGA 6 I 7.4). 

b) Soit G e ob Db(X)torf • Si F est u~ ~-Module construetible variable, 

les objets de cohomologie de F ~ G sont constructibles (1.9), et nuls en 

dehors de deux bornes fixes ind@pendantes de F. Donc il en est de m@me des 

objets de cohomologie de ~(F ~ G),et l'on gagne grace & a). 

c) La premiere assertion r~sulte de la formtule a) appliqu@e ~ ~(G) au lieu 

de G, et de la r@flexivit@ de G. La seconde s'en d@duit par un raisonnement 

analogue ~ b). 
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d) Prsuvons par exemple l'implication r@ciproque de b). Supposons que 

ob D~(X)qinj f et que ~(G) satisfait h (1.7.(ii)). 6 

Alors, pour F construotible variable, les objets de cohomologie de 

~(F ~ G) sont oonst~uotibles et ~uls en dehors de de~ bor~es ~ixes. 

Done il en est de m@me des objets de cohomologie de D~._K(F ~ G), male 

F ~ G ~ D_~_K(F % G) puisque K est dualisant et de dimension injective 

finie (1.8 d)), doric G est de tor-dimsnsion finie. L'implication r6ciproque 

de c) se d@montre de mani~re analogue. 

Remarques 1.11.1 a) Le r6daoteur ignore si l'assertion d) de (1.11) est 

valable sous la seule hypoth~se que K soit dualisant. 

b) On traduit la proposition pr6c@dente de mani~re imag@e en disant que 

le foncteur dualisant ~ @change les foncteurs ~ et ~Hom, ainsi que 

les notions de tor-dimension finie et de dimension quasi-injective finie, 

(l'@change n'6tant d'ailleurs tout h fair satisfaisant que lorsqus K est 

de dimension injective finie). 

Proposition I. 12 : Soient Y un pr6sch6ma noeth6rien, f : X --7 Y un mor- 

phisme de type fini, K ~ ob D+(Y). Supposons n premier aux caraet6ristiques 

r6siduelles de Y , et posons ~ = ~!f(~) (SGAA XVIII 3.1), 

a) I1 existe, pour F &~ ob D-(X), un isomorphisme fonctoriel 

(i) ~LD-x(F) ~ ~y ~!f(~) 
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Si en outre ~ et ~ sont dualisants (1) il existe, pour F E ob Db(x), 

un isomorphisme fonctoriel 

( i i )  ~ ! f  D x(F ) ~ D y Rf~(F) 

b) ll existe, pour F e_ Dc(Y), un isomorphisme foncteriel (2) 

~f (i) ~ ~(~) -) D x f*(F) 

Si en outre ~ et ~ sont dualisants (I), il existe, pour F @ Db(y), un 

isomorphisme fonctoriel 

(ii) f* D_y F ~ D X ~!f F 

Preuve : a) (i) n'est autre que l'isomorphisme de dualit@ (SGAA)[VIII 3.i.9.6) 

a) (ii) s'obtient en appliquant Dy aux deux membres de a) (i) @crit pour 

l'argument D~, et utilisant le "th. de finitude" (SGAA XVII 5.3.6) 

qui assure que ~! f(D_x(F)) ~ ob Dc(Y ). 

b) (i) n'est autre que la "formule d'induction" (SGAA XVIII 3.1.12.2). 

b) (ii) s'obtient en appliquant D X aux deux membres de b) (i) @crit pour 

l'argument D_yF , et utilisant (1.9. b)). 

Scholie : On peut dire, de mani~re imag@e, que les foncteurs dualisants 

(I) On verra plus basque, sous des conditions assez g@n@rales, ~ duali- 

sant implique ~ dualisant. 

(2) Si le foncteur ~ !f est de dimension cohomologique finie, ce qui est le 
cas par exemple lorsque Y est de type fini sur un corps (SGAA X 4.3. 
et XVIII 3.1.7), l'isomorphisme b)(i) est valable pour 
F ~ ob Oo(Y). 
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~X et ~y @changent les notions d'image directe (resp. inverse) habituelle et 

inhabituelle : ~ f. et ~ ~f (resp. f* et P !f). 

Corollaire 1.1~ : Sons les hypotheses de I.~2, supposons en outre f propre, et 

s o i t  F e o b  D-(X). Si (F,Kx) es t  b idua l i s an t ,  ( ~ f . F , ~ )  es t  b idua l i s au t .  

Inversement, si f est fin_i, et si (~f. F, ~) est bidualisant, (F,K X) est 

bidualisant. 

Preuve : Supposons (F,~) bidualisant. Appliquaut ~ f. h l'isomorphisme 

canonique F "~. 2 --~ ~F, il vient : 

Z~ f .  F ±~'~ ~ f . ~ x ~ x F  

~* ~x F (pa~ a)(i)) 

~y ~ L F (p~r ~) (i)) 

Le l e c t e u r  courageux se persuadera que l ' isomorphisme obtenu es t  

l e  canonique, ee qui d@montre(ra) l a  premiere a s se r t ion .  

Supposons maintenant f fini, et (f.F,~) bidualisant (Bf. = f. , f ~tant 

fini), et prouvons que le morphisme canonique F --~ ~ F est un isomor- 

phisme. Par le lemme 1.14 a) ci-dessous, il suffit de montrer que le morphisme 

qui s'en d6duit f.F ~ f. Dx 2 F est un isomorpb-isme. Mais, par rifle double 

application de a) (i), "on se persuade" que ce dernier n'est autre que l'iso- 

morphisme canonique f.F ~ ~ f.F, ce qui ach&ve la d@monstration. 

Lemme 1.1~ : Soit f : X ~ Y un morphisme fini de pr@sch@mas. 

a) Soit u : F ~ G tune fl~che de D(X). Pour que u soit un isomorphisme, 

il faut et il suffit que f.u le soit. 
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b) Soit F 6 ob D(X). Pour que F 6 ob Do(X), il faut et il suffit que 

fJ E ob De(F). 

Preuve : a)Le foncteur f, 4rant exact, on peut se borner au cas oh F et G 

sent r4duits au degr4 z6ro. L'assertion r4sulte alors aussitSt du calcul des 

fibres de f.F (resp. f.C) (SGAA VIII 5.5). 

b) On peut de m~me se borner au cas ok F est r4duit au degr4 z4ro. 

La n@cessit6 est connue (SDAA IX 2.14), prouvons la suffisance, i.e. men- 

irons que f.F constructible implique F constructible. La question 4tant 

locale (en haut, donc afortiori en bas), on peut supposer Y (done X) affine. 

Ii existe alors (EGA IV 17.16.6) une famille finie (Yi) de sous-pr4sch@mas 

affines de Y, deux ~ deux disjoints et de r6union Y, telle que, si 

X i = X Xy Yi' le morphisme induit f. : X. - > Y se d4oompose en 
l l l 

II. v. 
l X! l Xi ~ l ~ Yi ' oh u. est un morphisme fini radiciel surjectif, 

l 

et v i un morpb_isme fini 4tale. Posons F~X i = F i . Par le th4or~me de chan- 

gement de base pour un morphisme fir/ (SGAA VI~I 5.5), on a 

fi* (Fi) > (f,F)IY i , et l'on est ramen4 (SGAA IX 2.8) h prouver l'as- 

sertion pour (fi,Fi). Posons F! = l ui.(Fi), donc fi.(Fi)= vi.(Fi). Ii 

est clair sur la d4finition de la constructibilit6 (resp. r4sulte de 

SGAA VIII I. I) que F i (resp. F! ) est eonstructible si et seulement si FI 
1 l 

(resp. vi.(F[) ) l' est, d' oh la conclusion voulue. 

Corollaire 1.15 : Soit f : X ~ Y un morphisme quasi-fir/ s6par4 de 

pr4sch4mas noeth@riens. Soit ~ ~ ob D+(Y), et posons, comme en 1.12, 

= IR!f(~), D_X = ~ , D_y = ~ . Alors, si ~ est dualisant, 

est dualisant. 
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Preuve : On sait d@j& (1.5) que si ~ est de dimension quasi-injective 

finie, il enest de m@me de ~ . Montrons que si ~ satisfait h la 

condition (ii) (resp. (iii)) de (1.7), ~ y satisfalt @galement. D'apr&s 

le "Main theorem" (EGA IV 8.12.6), f se factorise en f'i, oh i est une 
! 

immersion ouverte et f' un morphisme fini. Comme ~ !f ~__ F!i F "f', 

on dolt donc regarder s@par@ment le cas d'une immersion ouverte et d'un mor- 

phisme fini. Si f est une immersion ouverte, l'assertion est triviale, vu 

qu'un faisceau constructible sur X est induit par un faisceau constructible 

sur Y , et que la formation des ~ Ho__~m commute & la restriction & un ouvert. 

Supposons donc f fini. On sait alors (1.13) que si ~ satisfait ~ (iii), 

aussi (compte tenu du th@or~me de finitude SGAA IX 2.14). Rests ~ prouver 

que si ~ satisfait ~ (ii), ~ aussi. Soit F ~ ob D-(X), montrons que 
c 

D_x(F) ~ ob D+(X). Par le th@or~me de finitude, on a f.(F) ~ ob Dc(Y), 
o 

done, p~ 1~oth~se, ~f.(F) ~ ob Dc+(Y). ~s ~f.(F) ~ ~X(F) 

(1.12 ~)(i)), et i'o~ ~e grace ~ (1.14 b)). 

2. Unicit@ du complexe dualisant 

Dans ce num@ro, on suppose 

premier. 

A local, i.e. que A = Z/d 0 ~ , 

Th@or~me 2.1 (cf. EH] V 3.1) : Soit X tun pr@sch@ma (localement noeth@rien) 

connexe, et soit K un eomplexe dualisant sur X (1.6). 

Soit d'autre part K' Q ob D+(X). Pour que K' soit dualisant, il faut et il 

suffit qu'il existe un ~-Module inversible L etun entier r (qui sont 



17 

sJ~ors d4termiu4s & isomorphisme unique pros) tels que : 

Preuve : Soit L un ~-Module inversible, r 

L'= H om(L,~). Ii existe, pour F 6 ob D(X) 

morphismes canoniques : 

Li- d G) 
On en d6duit aisgment que, si 

un entier, et posons 

et O ~ ob D+(X), des iso- 

Hom(F , G ~ L!r ]) ~ ~ Hom(F,G) ~ ~r] . 

K' ~ K ~ L[r], K' est dualisant. 

En outre, si l'on pose = D~ ~, = ~' , on a, pour F ~ ob D(X), 

d'apr&s (*), donc, comme D K ~ ~ , on a 

Lid , 

ce qui montre que 

lement unique par K'. 

Inversement, supposons K' dualisant, et posons 

P : ~'K : ~'~ = ~ Hom(K,K') . 

Nous allons montrer que l'on a 

a) K' ~ X ~ P , 

b) P ~ L[r] , pour tun ~-Module inversible 

vera la d~monstration du th6or&me. 

Remarquons d'abord qu'en vertu de 1.9 b)(ii) on a, pour F 6 ob hc(X) , 

L[r], donc Let r sont d~termin4s de mani&re essentiel- 

L, ce qui ach&- 
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Appliquant (**) & F = K, il vient 

K ~ P ~ ~'DK ~ ~'A X = K', ce qui prouve a). 

Appliquant (**) & F = P' = DD'~, il vient 

Donc b) sera consequence du lemme suivant : 

Lemme 2.2. (cf.[H] V 3.3) : Soit X un pr4sch~ma localement noeth~rien 

connexe, et soient P, P' ~ ~b D-(X) tels que P ~ P' "~ c __ ~. I1 existe 

alors un ~-Module inversible L et un entier r tels que 

La d~monstration vase faire en deux pas. 

I) Cas particulier : X = Spec(k), k corps s~parablement clos. II n'y a qu'& 

recopier la d4monstration (d'aillaurs facile) donn4e dans [HI (loc. cir.). 

Le point important est que (EGA ~i 5.4.3) si Met M' sont deux A-modules 

de type fir/ tels que M ~ M' ~ A, alors Met M' sont inversibles et 

v 
M' ~ M ; c'est ici qu'intervient l'hypoth~se A local. 

2) Cas g4n4ral. 

En vertu du cas particulier pr4c~dent, il existe, pour tout x ~ X , un 

entier r(x) tel que P~ ~ A~[r(x)] , P'-x ~ A~ [-r(x)] , i.e. 

Hi(p~) = 0 (resp. Hi(p'~) = O) pour i ~-r(x)(resp. +r(x)), et 

H-i(X)(P~) ~ A~ , H+r(X)(P' x) "~ A~ . Ii s'agit de montrer que la 

fonction x ~-+ r(x) est localement constante. En effet, supposons ce 
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point acquis. Comme X est connexe, r est constante, disons de valeur 

0n a donc ~(P) = 0 pour i ~ -r ° , Hi(p ') = 0 pour i~ ro, et 

H-r°(P) ~ Hr°(P ') _t~ A. Posons H-r°(P) = L, Hr°(P ') = L'. 

Soit u : x- ---> y une fl~che de sp~cialisation (SGAA VIII 7.2), 

u : L-- ~ L{ , u'* : L'- ~ L'_ les morphismes de sp4cialisation 
y y x 

correspondants (SGAA VIII 7.7). On a un diagramme commutatif 

r 
o 

(*) 

L- ~L'- ~ >  A- 
Y Y Y 

u*i~ u'* 

/*%./ 
L- ~L'- ~ A- 
X X X 

Choisissons une base e (resp. f) de L~ (resp. Lg) sum A~ (resp. ~), et 

notons e' (resp. f') la base "duale" de L'- x (resp. L'~), i.e. tells que 

l'image de e @ e' (resp. f @ f') dans % (resp. A~y) soit 4gale ~ i. 

On a u*(f) = Me, u'*(f') = A 'e', st la commutativit~ de (*) implique 

~' = i, done u* est un isomorphisme (et u'* l'isomorphisme "contra- 

gr4dient"). En vertu de (SGAA IX 2.15), cela entra~ne que L et L' sont 

localement constants, donc de pr4sentation finie comme ~-Modules. Par 

suite, six £ X, la fl&che canonique H om(L,F)~ > Hom(L~ , F~) est un 

isomorphisme pour tout ~-Module F. Comme les fibres g@om@triques de L 

sont inversibles, il en r@sulte que L est inversible. De re@me L' est 

inversible, et L' "~" L V. Done on a P --~ L[-r~u , P' ~---- L[+r~ . 

Tout revient done & montrer que la fonction r est ioealement constants. 

Pour m ~ Z , on a r(x) = m si et seulement si Hm(P ')~ 0 ,donc, en 

vertu de (SGAA IX 2.4), r est iocalement constructible. Par cons@quent, 
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pour v@rifier qu'elle est localement constante, on peut, par (EGA IV 1.10. I), 

supposer X local. Soit x le point fermg de X , et soit U l~ouvert 

compl~mentaire. 

On va montrer que r est constante. Raisonnant par r@currence sur la dimen- 

sion de X , on pout d@jh supposer que r(y) est constant et @gal h r 
o 

pour y ~ U, et il s'agit de prouver que r(x) = r . 
o 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, i.e. que l'on air r(x) ~ ro, et mon- 

trons que l'on aboutit h une contradiction. Par hypoth~se, on a 

P IU ~ L[r C , oh L est un %-Module inversible. Quitte h translator 

los degr@s, on pout supposer r = 0. On a d'autre part r(x) ~ 0, disons 
o 

r(x) = a>0. Notons i : U --~ X, et j : x --@ X les inclusions cano- 

niques. 

Ecrivons la suite exacte: 

(**) 0 > i, (PiU) ~ P --@ j.j*P > 0 

Par hypoth~se, les seuls objets de cohomologie non nuls de P sont 

H°(P) et H-a(P), et l'on a H°(P) ~ i!(L). I1 en rgsulte que (**) 

splitte naturellement (grace & la fl~che P --~ Hf(P)), dono que l'on a 

i!(P!U) + j,j*P . On en P d@duit 

P~P, ~ i,(PJ~)~P, +j.j (P)~P, 

jP) 

i!(A U) + j.(A x) , 

ce qui est absurde, puisque i!(~) + j.(A x) n'est manifestement pas iso- 

morphe h ~ (d@jh les H ° ne sont pas isomorphes !). 

Cela ach&ve la d~monstration du lemme 2.2. 
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7. Existence de complexes dualisants. 

3.1. Pr41imiuaires. 

Comme il a 4t4 dit dans l'introduction, l'objet de ce paragraphe 

est de prouver que, sur un "bon" pr4sch4ma r4gulier X, le faisceau ~ est 

dualisant, n 4rant suppos4 premier aux caract4ristiques rgsiduelles. 

En r4alit@, on aimerait qu'il en soit ainsi sur les pr@sch4mas excellents r@guliers 

d'4gales caract4ristiques, mais il ne fait pas de doute que la d4monstra- 

tion domu4e plus bas s'@tendra h ceux-ci lorsqu'on disposera darts ce cas de 

la r@solution des singularitgs et du th4or~me de puret4. 

Nous allons d'abord pr4senter les divers ingr4dients que nous 

aurons h utiliser. 

3.1.1. Lieu singulier. Soit X un pr4schgma (localement noeth4rien). Nous dirons 

que X v4rifie la condition (reg) si les propri@t4s 4quivalentes suivantes 

sont v4rifi@es (EGA IV 6.12.3) : 

(i) pour tout sous-pr4sch@ma Y de X, l'ensemble Reg(Y) des points rgguliers 

de Y est ouvert dans Y; 

(i±) pour tout sous-pr4sch4ma ferm4 int~gre Y de X, Reg(Y) contient un 

ouvert non vide de Y. 

La condition (reg) est v4rifi4e si X est localement de type fir/ 

sur un anneau local noeth4rien complet (par exemple un corps) (EGA IV 6.12.8), 

ou sur un anneau de Dedekind dont le corps des fractions est de car. 0 (par 

exemple ~ ) (EGA IV 6.12.6), plus g@n4ralement si X est excellent 

(EGA iv 7.8.6). 
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3. i ~ 2. :D@vissa~e de faisceaux constructibles. Soit X un pr6sch4ma noeth@- 

rien, et soit C une sous-cat6gorie strictement pleine de la cat6gorie 

Cons(X) des q-Modules constructibles. On suppose C stable par facteurs 

directs et extensions. Conditions 4quivalentes : 

(i) C : Cons(X) 

(ii) C contient les faisceaux du type i,(F), oh i : Y > X est 

l'immersion d'un sous-pr6seh6ma int6gre, et F est localement constant 

sur Y ; 

(iii) C contient les faisceaux du type f.i!(~), oh i : U ~ Y est un 

ouvert d'un pr6sch6ma int~gre, f : Y -7 X est un morphisme lima tel 

que le point g6n@rique de Y soit s6parable sur son image et 

A j = Z/~ , pour ~ diviseur premier de n . 

Si X v4rifie (reg) (3.1.1.), ces conditions sont encore 6quivalentes aux 

suivant es : 

(ii his) : analogue [ (ii), Y 6tant de plus r4gulier ; 

(iii bis): analogue h (iii), avec U r6gulier. 

Si en outre X est affine, on peut supposer dans (ii) (resp. (ii bis)) 

Preuve : L'6quivalence de (i)-(iii) a 6t6 prouv@e dsms (SGAA IX 2.5 et 5.8). 

Le$ autres assertions s'en d6duisent par r@currenee noeth@rienne. 

3.1.3. Dimension cohomolo~i_Que. Soit X un pr6seh@ma (localement noeth6rien). 

l<!ous noterons (cdloc) !a condition suivante : 
n 

Pour tout sous-pr6sch@ma Y de X, tout point g@om6trique ~ de Y, et tout 
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f 6 V(Y(y);0T,y ) (oh Y(y) d@signe (cf. SGAA VIII 7.1.) le localis@ strict 

de Yen ~) on a 

%_(~(~) - v(f)) ~ dim oy,~ (= ~im oy,y 

est l'ensemble des hombres premiers qui divisent 

La condition (cdlocn) est v@rifi@e si X 

sur un corps (SGAA XIV 3.5), ou est un pr@sch@ma excellent de caract@ristique 

nulls (SGAA XIX 6.2.). (*) 

3.1.4. Purer6 cohomologique absolue. Soit X un pr6sch@ma r6gulier, et soit 

Y un sous-pr6sch6ma ferm6 r6gulier de X de codimension d en taut point. 

On dit que le couple (X,Y) satisfait au th6or~me de purer6 cohomologique 

absolue (relativement h n) si l'on a : 

~_i~(A x) : 0 po~ i ~ 2d, et 

si l'homomorphisme "classe fondamentsAe locale" (SGAA 41/2 Cycle 2.2) 

est ,tun isomorphisme. 

On dit que le th@or~me de puret6 (cohomolo@ique) absolue est vrai sur X si 

tout couple (U,Y) comme ci-dessus y satisf&ft, oh U est un ouvert de X. 

Le th6or~me de puret6 absclue est vrai sur X si X set lisse 

sur un corps parfait de car. premiere A n , (SGAA XVI 3.9), ou est un 

pr6sch@ma excellent de caract@ristique nulle (SGAA XIX 3.2), on est un 

pr6sch6ma r@gulier de dimension I (cf 5. I) (*) 

(*) (ajout~ en 1977) ou, d'apr~s un r~sultat r~cent de G. Ofer, si X 
est excellent~ r~gulier, et de dimension 2 

par EGA IV 6.1.3), oh 

n. 

est localement de type fimi 
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3.1.5. R4solution des singularit4s ~ la Hironaka. 

a) Soit X un pr@sch@ma r4gulier, et soit D un diviseur ~ 0 sur X. 

On dit que D es% strictement ~ croisements normaux s' il existe tune famille 

finie (fi) i 4- I d' 41@ments de ~ (X;Ox) telle que D = ~ div(fi) 
iel 

(EC~A IV 21) et que pour tout x £ Supp(D) los (fi)x tels que (fi)x ~ 9~ x 

fassent partie d'une suite de param~tres r6guliers. On dit que D est "a 

oroisements normaux si D est, localement pour la topologie 6tale, s%rictement 

croisement s normaux. 

L' exemple-type d'un diviseur ~ croisements normaux est fourni par 

une r@union localement finie d'hyperplans de coordonn4es dans l'espace 

affine type. 

b) Soit X un pr4sch4ma localement noeth4rien. Nous dirons que X est 

f ortemen% d4singularisable si la condition suivante est v4rifi@e : 

Pour tout morphisme fir/ f : Y ~ X, oh Y est int~gre et de point g4n6- 

rique s6parable sur son image, et tout ouvert r4gulier U de Y, il existe 

un morphisme propre et birationnel h : Y' > Y, oh Y' est r4gulier, 

h induit tun isomorphisme de U' = h-l(u) sur U, et Y' - U' est un 

diviseur ~ croisements normaux. 

Voioi des cas oh X est fortement d@sin~ularisable : 

a) X est excellent, de caract@ristique hullo (Z2]); 

b) X est looalement noeth@rien, r@gulier, et de dimension ~ i ; 

c) X est de type fini sur ~Z ou sur un corps parfait, et de dimension .< 2 

<D])F ) 

(*) (ajout4 en 1977) plus g~n4ralement, si X est excellent noeth@rien de 
dimension --<2 , d'apr~s H. Hironaka, Desingularization of excellent surfaces, 
notes by B. Bennett, Bo~,Tdoin college, 1967 (~ compl~ter ~ventuellement par 
H. Hironaka, Certain numerical characters of ~i~gularities, J. of Math of 
Kyoto Univ., i0, 1970, p. 151-187). 
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3.1.6. F~nitude cohomologique. Soit f : X ---> Y unmorphisme de pr4sch4mas, 

et soit F 6 ob D~(X). 0n a ]R f,(F) 6 ob D~(Y) daus les cas suivants 

a) f est propre et de pr4sentation finie (SGAA X IV 1.1); 

b) "lorsqu'on dispose de la r@solution des singularit@s et du th@or~me de 

puret4", en particulier 

(i) si X et Y sont localement de type fini sur un corps k de caract@- 

ristique 0 et f un k-morphisme de type firLi (SGAAXVI 5.1); 

(ii) si Y est excellent de caract@ristique nulle et f de type fini 

(SCAA nx 5.1); 

(iii) si X est localement de type fini sur un corps et dim(X) ~ 2 

(SGAA XIX 5.1) .  

3.2. Dimension quasi-injective de A X . 

Proposition 3.2.1. Soit X un pr4sch&ma r4gulier, de caract4ristiques r4si- 

duelles premieres ~ n. On suppose que X satisfait aux conditions (reg) 

(3.1.1) et (cdloc)n (5.1.3) et que le th@or~me de puret@ absolue est vrai 

sur X (5.1.4). Alors, pour tout ~-Module constructible F et tout 

x ~ X, on a 

(* )  ~Exti(F,Ax)x = 0 pour i > 2 dim--AOv,x 

Preuve : La question @tant locale, on peut supposer X affine. 

Par d@vissage (3 .1 .2 ) ,  on peut se borner & v@r i f i e r  (* )  pour F = i ! (G) ,  o& 

i : Y ~ X est l'immersion d'un sous-pr@sch@ma int~gre r@gulier ferm@ 

darts tun ouvert D(f) (f ~ A(X)), et C est un faisceau localement constant 
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constructible sur Y. Ii s'agit de calouler Extq(F,~) = Hq( B Hom(F,~)). 

La formule de projection pour i (SGAA XVIII ] donne 

~om(i!(G),~ x) ~" ~i. ~ Ho~(G,~' -- i~). Par le th4or&me de puret4, on a 

: i ( ~ )  ~ (j~.)y~'~ [ -2d] ,  o~ d-- ood=(~,X). 
( e..e 

Posons ,~n~ = T. Comme G est localement constant constructible, on a 

ExtP(G,T)~ ~ ExtP(%,T~) pour tout point g~om4trique y de Y et tout p. 

Or T- est injectif, car isomorphe & A = E/n ~. Par suite Ext____P(G,T) = 0 
Y 

pour p ~ 0, done R Hom(G,T) ~ Hom(G,T), d'oh finalement 

~Hom_._(F,A X) ~ Ri.(H)[-2d~ , avec H=Hom_._(G,T). Soit Z l'adhgrence 

sch4matique de Y dans X (EGA I 9.5.10). On a Y = Z/~D(f) (EGA 01 2.1.6). 

Notons j : Y ~ Z, k : Z --9 X les immersions canoniques. On a 

l~i. = k. R j. , done on est ramen4 ~ calculer ~ j.(H). Soient x un point 

g4om4trique de Z, Z = Spee(O_z,~ ) le localis4 strict de Z en ~, ~ l'image 

de f dans O_Z,~ , Y = Z x X Y = Z- V(f~, H l'image inverse de H sur Y. 

D'apr&s (SGAA VIII 5.2), on a Rqj.(H)~ ~'~ Hq(Y,H), d'oh 

E xtq(F,Ax) ~ ~ Hq-2d(y,H). La condition (cdloc) n implique alors 

Extq(F,Ax~ x = 0 pour q-2d > dim O Z,x . Des relations 

d = codimx(Z,X ) % dim 0_K,x (EGA IV 5.1.3) et 

dim 0_,Z, x = dimOx, x - codimx(Z,X ) (EGA OIV 16.5.12 et IV 5~1.9), on 

ti~e Extq(F,AX) ~ : O po~ q > 2 dim 0_X, x , oqfd 

Remarque ~.2.2 : La majoration obtenue darts (3.2.1) est la meilleure possible. 

Soient an effet x un point de X et Y le sous-pr4sch6ma ferm6 int&gre de 

X ayant x pour point g@n4rique. Comme X satisfait ~ la condition (reg), 

il existe un ouvert r4gulier U de Y contenant x. Et par le th4or&me de 



Si X est lisse sur un corps 
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puret@, on a Ext2d(~'Ax ) I U "  = (/~n)U @d ' oh d = dim OX, x = codim(Y,X). 

Corollaire ~.2.~. : Soit X u/~ pr@soh@ma r@gulier de dimension d. 

k de car. premiere i n~ ou eat excellent 

X v4rifie la conclusion de (5.2.1) et l'on 

~m'q'inJ(Ax> 4 2d 

Preuve : Lorsque X est excellent de car. O, ou Iorsque k est parfait de 

car. premiSre ~ n, et X lisse sur k, los hypotheses de (3.2.1) sent v4ri- 

fi4es en vertu de (3.1.1), (3.1.3) et (3.1.4). La conclusion est encore 

valable si X est lisse sum un corps k quelcenque,esmme on le volt aussi- 

tSt par changement de base Spec(k') ----> Spec(k), oh k' est une clSture 

parfaits de k (SGAA VIII I. I). 

Lemme ~.2.@ : Soit X tun pr4sch@ma satisfaisant ~ la conclusion de (3.2.1) 

et de dimension ~ d . S'il existe un entier N tel que X soit de dimen- 

sion cohemelogique ,< N , on a 

dim. inj(~) ~< 2d + N 

Si en outre, pour tout ferm4 Y de X, codim(Y~X) >~ p implique c%(Y) ~< N-2p, 

on a alors 

~im.inj(A x) ~ N 

Preuve : La premiere assertion r4sulte aussit~t de (1.5). Pour la deuxi~me, 

on raisonne somme darts (1.5). On est ramen4 ~ prouver, pour F construstible 

X , la relation Exti(X;F,~) = O pour i } N. Pour ce, on examine la Sur 

suite speotrale 
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E~q = ~P(x;E~t__q<F,h)) - - >  E~t*<x;F,h) . 

D'apr~s (3.2.~), les fa.%sceaux Ext2i(F,~) et Ext2 i - l (F,~)  sont concen- 

tr4s en codimension i~ \ i. Donc E2P,2i = E2P,2i-i = 0 pour p > N - 2i par 

hypoth~se. Donc EPq= 0 pour p+q ~ N, d'oh l'assertion. 

C orollaire 3.2.5 : Si X est un pr4sch4ma lisse de dimension d sur un 

corps k s4parablement clos de car. premiere ~ n, on a dim.inj(Ax) = 2d . 

Preuve : Par (3.2.3) et (SGAA X 4.2), on est en effet darts les conditions 

d'application de (3.2.4) (Noter que les hypotheses de (SGAA X 4.2) sont 

v4rifi4es en vertu de (SGAA X 2.1 et 3.2)},qui implique dim.inj ~< 2d. 

La relation dim.inj(~) = 2d provient du th4orSme de puret4 (of. 3.2.2) : 

si x est un point ferm4 de codlin, d de X , on a en effet 

Ext2d (X,Ax,Ax) = H2d{ h) ~ ~ ~d /, ~ ( k ) ~ o .  

3.3. Constructibilit4 des Exti(F,~). 

Proposition >.>. I : Soit X un pr4sch@ma. 

a) Les conditions suivantes sont 4quivalentes : 

(i) pour F 6ob Dc(X ) et G 6 ob D:(X) , ~ Hom(F,G) E ob D:(X) ; 

(i bis) pour tout couple (F,G) de ~-Modules constructibles, 

I~ Hom(F,G) 6 ob D:(X), i.e. les E.xti(F,G) sont construotibles pour tout i; 

(ii) pour route immersion ouverte i : U --~X et tout ~.-Module construc- 

tible F, RPi.(F) est constructible pour tout p; 
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(ii bis) : pour toute immersion i : Y-->X et tout ~-Module constructible 

F, RPi.(F) est constructible pour tout p. 

(iiter) : pour toute immersion i : Y > X st tout ~-Module localement 

constant constructible F, RPi.(F) est constructible pour tout p. 

(iii) pour tout morphisme fini (resp. toute immersion ferm4e) f : Y > X , 

et tout F ~ ob D~(X), ~ !f(F) ~ ob D~(Y). 

b) Ces conditions sent v4rifi4es dans les deux cas suivauts : 

(i) di~(X)~< 1 ; 

(ii) "On dispose sur X de la r4solution des singularit4s et de la puret4" 

(e~. 3.1.6 b)). 

Preuve : L'4quivalence de (i) et (ibis) r@sulte de la suite spectrale 

standard des Ex_~t aux hyper Ex__!t. 

(ibis) ~ (ii). Soit F un B--Module construetible prolongeant F, par 

exemple F = i!(F). Par dualit4 (SGAA XVIII 3.1.I0), on a 

~i.(F) : ~i. ~ ~om(~,i!(~)) ~--- ~ __~om(i,(~),~), et l'on ~e. 

(ii) ------@ (ii bis). Factoriser i en une immersion ferm4e suivie d'une 

immersion ouverte. 

(ii bis) ~> (ibis). La question @tant locale, on peut supposer X affine, 

et, par le d4vissage habituel (SGAA IX 2.5), on peut se berner ~ v@rifier 

(ii) pour F = i!(M) , oh i : Y ~ > X est l'immersion d'un sous-pr4sch@ma, 

et M est un ~-Module localement constant (constructible). Par la formule 
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de projection (SGAA XVIII ) 

et tree suite spectrale, on est ramen6 ~ prouver que ]~ Hom(M,~i'(G)) ~% ob D Y). 

Montrons d'abord que IR i!(G) E ob D;(Y)o Quitte h factoriser i, on peut 

supposer Y ferm@. Soit j : U = X - Y l'immersion compl@nentaire. 

Appliquant le foneteur ~ Hem( ,G) & la suite exacte 

o , ~ , x  - - +  A x - - ~  M ---+ o 

on obtient un triangle disting~6 

~ o ~ ( ~  ) - - - >  m ~om (Ax,~) . 

Or on a m ~o~(~X,~) : G. D'autre pa~t, m ~om(%,rG ) ~___ m j .  j~(G) 

appartient & D~(X) par hypoth~se. Done ~ Hom,,~,G) ~ i .  l (G) appar- 

tient & D+(X). R@solvant M A gauche localement, pour la topologie @tale, 

par des ~-Modules fibres, on en d6duit, par ~mn nouveau d6vissage, que 

Hom._.__(M, IRi'(G) 6 ob D;(X), oqfd. 

( ± i  his) _~  ( i i  ter) est t r ± v ± ~ .  

(ii ter) =-~ (ii). Soient i : U ---> X une immersion ouverte, F tun 

~-Mo~le co~t~uetible. On ~oit prouver qus ~ i.(F) e ob D+(X). 

La question @taut locale, on peut supposer X noeth6rien, et l'on precede 

par r6currence noeth@rienne sur X. On peut supposer U ~ ~, donc il existe 
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j : V > U un ouvert non vide de U tel que j*(F) 

constant (SGAA iX 2.4). Soit M le mapping-cylinder de 

Appliquant ~ i., on obtient donc un triangle distingu@ 

i.(M) 

~i.(F) ----> ~ i .  ~ j .  2(F) 

soit localement 

F --~ ~j.j  (F). 

La condition (iiter) implique que l'on a 

Ri.]Rj. j (F) --~( 3). J (F) ~ ob 

On a par suite 

* i* * D~(~) j.j (F) ~ P (ij). j (F) ~ ob 

Doric M ~ ob D~(U), puisque F ~ ob D~(U). En outre, la cohomologie de M 

est ~ support darts un ferm@ Z de U distinct de U. Appliquant l'hypoth~se de 

r@currence ~ U fl ~ ---9 Z , on en d@duit que ~ i.(M) & ob D~(X), et par 

suite que ~ i.(F) ~ obD~(X) . 

L'$quivalenoe des conditions (i)-(ii ter) avecla condition (iii) 

est laiss@e au lecteu_r (utiliser 1.14). 

b) (i) Par normalisation, on se ram~ne au cas oh X est r4gulier et l'on 

utilise la puret4 (qui sera d4montr4e en (5.1)). 

b) (ii) voir 3.1.6 b). 
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3.4 : Le th4or&me de bidualit@ sur les pr4sch@mas r4auliers. 

Th4or~me 3.4.1. (cf. [HI V 2.2.) : Soit X un pr4sch@ma (localement noeth4- 

rien) r4gulier de dimension finie. On suppose que X est fortement d4singu- 

larisable (3.1.5), satisfait aux conditions (reg) (3.1.1) et (cdloc) n 

(3.1.3), et que le th6or~me de puret4 absolue (3.1.4) est vrai sur tout 

pr6sch6ma lisse sur X . Alors A X est dualisant (1.6). 

D6monstration : I1 s'agit de prouver que A X satisfait aux conditions (i) 

(iii) de (1.6). La condition (i) est v4rifi4e en vertu de (3.2.1). 

De plus A X satisfait h (ii) en vertu de (3.3.1 b)). Reste la condition 

(iii). Autrement dit, reste ~ prouver, d'apr&s (1.7), que, pour tout 

Ax-Module constructible F, l'homomo~/~hisme cauonique F--+~x~xF (oh 

l'on a pos4 ~X = WHom( ,Ax) ) est un isomorphisme. La question 4tmut 

locale, on peut supposer X noeth6rien, et par d4vissage (3.1.2 (iii his), 

on peut se borner aux F de la forme F = f.i!(A~), oh i : U --->Y est 

l'inclusion d'un ouvert r4gulier dans un pr6sch6ma int~gre, f : Y > X 

est un morphisme fini tel que le point gln6rique de Y soit s@parable sur 

son image, A' = ~ /~ , ~ diviseur premier de n . 

Comme X est fortement d4singulrrisable, il exists alors (3.1.6) 

un morphisme propre et birationne! h : Y' ---tY, oh Y' est r4gulier, h 

induit tan isomorphisme de U' = h-l(u) sur U, et Y' - U' est un diviseur 

croisements normaux (3.1.6). On a grace auth. de changement de base 

(of. SG~I XVII ) 

U' --~ Y'), d'oh 

avec 

i!(%) _~-_ ~ < i,!(%,) (o~ i, est l'inclusion 

g = fh. En vertu de (I,11), il surf it de prouver que le couple 
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! 

(i'!(~,), ~R "g(Ax) ) est bidualisant. Plongeant localement Y' darts un 

pr4sch4ma X' lisse sur X, et appliquant le th4or~me de purer4 sur X', on 

volt que ~R !g(~) est localement isomorphe h ~, , h translation pr&s. 

On est doric ramen4 ~ prouver le cas particulier suivant de (3.4. I) : 

L~mme 3.4.2 : Soit X un pr4sch4ma localement noeth4rien r4gulier sur le- 

quel le th@or~me de puret4 absolue est vrai (3.1.4). Soit Y = Y1%2... ~ Yp 

un diviseur strictement ~ croisements normaux sur X (3.1.6), et soit 

U = X - Y . A lo rs  l e  couple ( ~ , X , ~ )  est b i d u a l i s a n t  (1 .4 ) .  

Preuve : Grace & la suite exacte 0 --~ ~,X -~ ~ > ~ " > 0, il 

revient au m~me de v4rifier que le couple (~,~) est bidualisant. 

On raisonne par r4currence sum p. 

a) p = i. Notons i l'immezsion Y ---}X . Par (1 .11) ,  il suffit de v4rifier 

que (~,R'~)) est bidualisant. Or, en vertu du th@or~me de pu_ret~, 

~) ~J (}tn)y~-1[-2 ~ . Par suite, l 'homomorphisme canonique 

- - ~  Dy D y ( ~ )  est u~ isomorphisme, comme on l e  v 4 r i f i e  t r i v i a l e m e n t  

fibre par fibre (dualit4 de Pontryagin pour les A-modules). 

b) p /> 2. Posons Y' = Y1 ~ "'" ijY On a la suite exacte 
p-i " 

o ~ , ' ( y _ y , ) , x  > % ,.~%, >o 

Le couple (~, ,Ax) @taut bidualisant par hypoth~se de r@currence, on est 

ramen4 par le lemme des 5 & v4rifier la bidualit@ pour (A'(y_y,),X,~). 

0r, on a de nouveau une suite exaote : 

P P 
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Comme (~ , ~) est bidualisant, on dolt donc v@rifier qu'il en est de re@me 
P 

de (~p~y, , AX). Appliquant A nouveau (1.11) et la puret6, on est finalement 

(~ et l'on gagne ramen@ ~ v@rifier la bidualit6 pour ~ y, , ~ ) sur Yp , 
P P 

par hypoth~se de rScurrence. 

Corollaire 3.4.3 : Soit S un pr@schSma noeth@rien r6gulier excellent de 

caractSristique nulle. Alors A S est dualisant. En outre, si f : X ~ S 
! 

est un morphisme de type fir/, lq "f(As) est dualisant. 

Preuve : La premiere assertion r@sulte de ce que S v6rifie les hypotheses 

de (3.4.1) (voir 3.1). Pour la deuxi~me, on dolt d'abord v@rifier que 

If(As) est de dimension quasi-injective finie. Pour ce, on recouvre S 

par un hombre fini d'ouverts affines S. tels que X. = f-l(s.) soit 
1 l 

r@union finie d' ouverts affines X plong@s comme ferm6s dans des X'.. xj lj 

lisses de dimension finie sur S.. De (3.2.3) et (1.6), on d@duit alors que 
1 

dim. q.inj(~ !f(As) ) ~ 2 Sup(dimX'ij). Reste h v6rifier les conditions (ii) 

et (iii) de (1.7). Comme celles-ei sont de nature locale sur X pour la 

topologie @tale, on peut supposer que f se factorise en f = f'i, oh 

f' : X' -~ S est uu morphisme lisse de dimension relative d et i : X -~ X' 
! ! ! 

une immersion ferm@e. On a ~ "f(A S) ~ ~ "i ~' f'(As). 
! 

Or ~ "f'(As) est localement isomorphe h ~ (A translation prbs de 2d), 

donc dualisant en vertu de la premiere assertion. Par suite, en vertU de 

I 
(1.15), ~ 'f(As) est dualisant, donc en partisulier v6rifie les conditions 

(ii) et (ii) de (1.7), cqfd. 

Corollaire ~-4.4 : Soit k un corps, et soit f : X ~ S = Spec(k) un 

morphisme localement de type fir/, avec dim(X) .< 2. 
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f 
Alors, ~ "f(As) est dualisant. 

Preuve : Quitte h remplacer k par sa clSture parfaite, op@ration anodine 

pour la topolog~e @tale (VII I  1 .1) ,  on peut  supposer k p a r f a i t .  On recou-  

vre X par des ouverts affines X. de type fini sur k . Comme 
1 

dim(Xi) ~ 2, X i est fini sur un X'. lisse sur S et de dimension ~ 2 
1 

(lemme de normalisation). Par (1.15) on est alors ramen@ au cas oh f est 
! 

l i s s e ,  dono f (As) ~---- ~ [2d~ ( localement)  i . e .  h montrer que dams ce 

cas A X est dua_lisant; mais ceci r@sulte de (3.4.1), car les hypotheses sont 

bien v@rifi@es (voir 3.1)). 

Remarque ~.4.~. : On verra plus has que si X est r@gulier de dimension ~ l, 

A X est dualisant. 

4. Dualit@ locale 

L'objet de ce numgro est de pr@senter la notion de "bidualit@" 

d@velopp@e aux num@ros pr@c@dents sous une forme plus proche de l'intuition 

g@omgtrique. 

4.1. Soient X un pr@schdma, i : x --~ X un point ferm@ de corps r@siduel 

s@parablement clos, ~ un complexe dualisant sur X (1.7). On salt 

! 

( I . I 5 )  que ~X} = ~ ' i ( ~ )  est un oomplexe d u s l i s ~ t  ~ r  x , donc, en 

vertu de (2.1)et (3.4,4), isomorphe h ~r~ pour un r 7£ 2[ (si A est 

local). Nous dirons que ~ est normalis@ en x si r = 0 st si l'on s'est 

donn@ un isomorphisme K~x ~ -- 
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Par exemple, si X est lisse de dimension relative d sur le 

) ~ spectre d'un corps s@parableaent clos, le complexe ~n X [2d] est, en 

ver tu du th~or~me de puret@ (SCA XVI 3, SCA 41/2 Cycle 2.3) ,  canonique- 

merit normalis6 en tout point ferm4 de X . 

4.2. Soient X un pr@soh@ma, i : Y ---> X un sous-pr@sch@ma ferm@, 

uz complexe ~u~is~t su~ X. ~ors (1.15) ~ = ~i(~) est ~ eomp~exe 

duslisant sur Y, et l'on a la fermule d'induction complgmentaire. (1.12. b) 

(ii)), po~ F ,= ob Db(x) 
o 

(4.2.1) i *  r v  D_x(F) D_~ ~ i ( F )  , 

o~ l ' en  a pos~ D_ x = ~ H e m ( , & )  , D_~ = ~ . o n ( , ~ ) .  

Appliquons en particulier (4.2.1) au cas oh Y = <x ~ est un 

point ferm4 de X & corps r4siduel s@parablement clos, ~ 6taut normalis4 

en x (4.1). Compte tenu de ce que A est injectif, (4.2.1) s'gcrit alors 
x 

( 4 .2 .2 )  D_x(~) ~ ~ ~om'(~!i(F),A) 

B '  Notant que " i (F)  s '~or i t  auss±, par d~f i~ i t ion ,  ~ ~'x(F), on a ~onc 

un acoouplement parfait dans (D(A) : 

( 4 .2 .2 ) ,  D_X(F) ~ ~ ~ ~x (~ )  > A , 

dormant lieu & des accouplements parfaits entre groupes finis : 

(4.2.2)"  i H- i  H (D_x(F)) x x (F )  > A . 
x 

P a r  exemple ,  s o i t  X un pr@sch@ma l i s s e  de d i m e n s i o n  d sum un 

c o r p s  s@parab l emen t  c l o s ,  e t  s o i t  x ~ X un  p o i n t  f e r m i .  A l o r s ,  p o u r  

F ~ ob Dbc(X) , on a une  d u a l i t 6  p a r f a i t e  c a n o n i q u e  e n t r e  g r o u p e s  f i n i s  : 

(4 .2 .2) , , ,  ~ . x t2d - i (F ,#~ )X%x x _2x(F) ~ ~ .  
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Soit X un sch6ma strictement local (SGAA VIII 4.2), de 

K un 

OU 

-A8~(L) x Ext-i(L,K) , > A 

4.3. Nous allons maintenant g@n6raliser (4.2.2) au cas d'un point g6om@trique 

de X localis@ en un point x non ndcessairement ferm6. Nous aurons besoin 

pour cela de quelques pr@liminaires. 

Exercice 4.2.~. 

point ferm6 x , et soit i : x ~X le mo~phisme canonique. Soit 

complexe dualisant sur X , normalis6 en x. Notons 

L i? : Db(A) > D-(X) 

le foncteur d6fini par 

(Si K eat de tor-dimension finie sur A, L i 9 s'@tend en un foncteur de 

D+(A) d~ns D(x)). 

Montrer qu'il existe, pour L ~ D-(X) et M @_ Db(A), un iso- 

morphisme fonctoriel canonique 

(*) ~ Hom(L,=Li?(M)) -% ~Hom(~!i(L),M) , 

(on suppose bien entendu que 19 !i : D-(X) --9 D-(A) eat d6fini ...). 

Hint : D4finir d'abOrd un morphisme "trace" : F ti Lio(M ) ----> M, puis, 

pour v6rifier que (*) est un isomorphisme, se ramener, par d4vissage, au 

cas oh L ~ ob Db(x) et M = A, et appliquer (4.2.2). Noter que, pour 
O 

M = A, (*) se r6duit h l'accouplement parfait ("du&lit6 locale" cf.~H] V 6.2) : 

~(L) x ~ Hom(~,K) --, A , 
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Lemme 4__~. ~ Soient X un pr@schQma, X' le localis4 strict de X enun 

point g6om6trique } , f : X' ----+ X la fl~che eanonique. Alors, pour 

F & eb D%(X), G 6 ob D+(X), l'homomorphisme fonctoriel canonique 

(SGAA VII 3.7) 

f* ~Hom(F,G) > ~ Hom____(f*F,f*G) 

est um isomorphisme. 

Preuve : On se ram~ne, comme d'habitude, & F et O r4duits au degr4 O. 

La question 6rant locale au voisinage de x , on peut supposer X affine. 

F admet alors (SGAA IX 2.7) ~ne r@solution gauche par des faisceaux du type 

i!(%) , oh i : U > X est 6tale de pr@sentation finie, donc, par d@vis- 

sage, on est ramen4 & F = i!(~).u Formons le cart@ cart@sien 

U - g -- U' 

i ' i $i' 

f 
X < X' 

On a des isomorphismes canoniques, cas particuliers ~riviaux de la dualit6 

(SGAA XVIII 3.1.10) : 

Ho._~m(F,G) .~-. ~ i. i*G 

lq Ho___m_m(f*F,f*G) ~ R i'. g*i*G 

Paz. ces isomorphismes la fl~che canonique 

s'identifie ~. la fl~che de changement de base (SGA~)[VII 

f*~i.i (G) " > l~i'.g i (G) 
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Or celle-ci est un isomorphisme, comme on le volt aussitSt par passage 

la limits (SC~AVII 5.1~). 

Lemme 4-4. Soit X un pr@sch@ma, et soit K ~ ob D+(X) un complexe satis- 
c 

faisant aux conditions (i) et (ii) de (1.7). Pour que K soit dualisant, il 

faut et il suffit que, pour tout localis@ strict f : X(x) - > X9 f K 

soit dualisant. 

Preuve : Utiliser le fait que tout faisceau constructible sur un localis@ 

strict X(x) est induit par un faisceau constructible sur un schema @tale 

x-ponctu@ star X (SGAA IX 2.7.4) et appliquer (4.3). 

4.5. Soient X tun pr@sch@ma, ~ un point g@om@trique de X , 

f : X' = X(x) > X le localis@ strict correspondant. 

Soit 

notons g : x D Y 

le carr@ cart@sien 

Y le sous-pr@sch@ma ferm@ int~gre adh@rence de x darts X, 

et i : Y > X les fl~ches canoniques, st formons 

i 
Y ~ X 

i j 
7--~ X' 

(x est ~ la fois le point ferm6 de X' et le localis6 strict de 

Nous noterons 

~_ ~ D+(x) ---~ D+(~) 
x 

le foncteur d6fini par 

(4.5.1) ~m_ = ~* ~!i 
x 
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Utilisant la relation bien connue entre les foncteurs ~ "i et I~ j.j , 

oh j : U --->X est l'ouvert compl4mentaire de Y, et appliquant le passage 

la limite (SGAA VII 5.11), on trouve un isomorphisme canonique 

(4.5.2) IR ]~ ~ IR !i' f* x 

Lorsque x est un point ferm4 de corps r4siduel s4parablement 

clos, ie foncteur ~f_ coincide avec le foncteur ~Jo habituel 
x x 

(SGAAV 4.3) ce qui justifie la notation. 

Soit ~ £ ob D+(X), et posons ~ = ~!j(~), ~, = f*~, 

K~x=~!'~x~) attention, K~x n'est paslafibre de ~ en x !). Supposons que 

soit dualisant. Alors, en vertu de (1.15) et (4.4), il enest de m@me 

de ~,, ~, L x . Done (2.1) on a K_ ~ <d~ pour tun d ~ Z. 
x 

Nous dirons que ~ est normalis@ en x si d = 0 et si l'on a choisi un 

isomorphisme K_ .~ A. Dams le cas oh x est ferm@ de corps r@siduel 
x 

s@parablement clos, on retrouve la notion introduite en (4. I). 

Soit ~ un complexe dualisant, et posons 

Dy =}~Hom(,K~), etc. Soit F ~_ ob Dbc(X), calculons 
0na : 

w 
(D_x;) ~ ~-  g i ~_x F 

D__X = ~ Horn( ,Kx); 

(D__XF) ~ • 

(en vertu de la formule d'induction 

compl@mentaire (4.2.1)) 

(4.5.3) 

~ g ~'i (F) (d'apr~s (4.3)), c'est-l-dire 

(D_XF) ~ ~ D~ ~ - '  ~ (F) 

Bien entendu, on aurait pu faire un calcul analogue en passant par 
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X' au lieu de Y , on aurait alors obtenu un isomorphisme canonique 

(D--XF)~ -%" ~r ~ : i '  f*(F) , 

compatible avec (4.5.3) moyennant l'identification (4.5.2). 

Si en outre ~ est normalis@ en ~ , on obtient des accouplements 

parfaits g@n@ralisant (4.2.2)' et (4.2.2)" : 

(4 5 3)' D_x(F) 2 x B l-x~F ) " A 

(4.5.3)" Hi(Dx(F)2) x H_-i~(F) ~ A , 

(o~ ~,o~ ~ pos@ H#~ = #~ ~ ) 

Inversement, soit ~ 6 ob D+(X) satisfaisant aux conditions (i) 

et (ii) de (1.7) et tel que ~=~(~) soit dualisant pour tout point 

g@om@trique ~ de X . Alors, pour tout ~ , on peut d@finir (cf. 1.12 b) 

(ii)) une fl~che canonique 

(4.5.3) ~x(F)~ --> D- -~ r~(F) 

Si oelle-oi est un isomorphisme pour tout 

b 
pour F eob D~(X) 

et tout F , alors est 

dualisant. En effet, il s'agit de v@rifier que la fl~ehe canonique 

F > ~x~x(F) 

est un isomorphisme pour tout 

arbitraire E , on a 

~ ~x(~) 

~ &x~_x(F)~ 

F ~ ob D~(X). Or, en un point g6om@trique 

(puisque K- est dualisant) 
X 

(par (4.3) et la formule d'induction 

1.12 b) ( i ) )  

(par hypoth&se) , 
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donc, moyennant une v6rification de compatibilit4, (F,~) eat bidualisant, 

ce qui prouve notre assertion. En r6sum4 : 

P ropqsition 4.>~4. Soient X un pr4sch6ma, et ~ ~ ob D+(X) un complexe 

satisfaisant aux conditions (i) et (ii) de (1.7). Pour que ~ soit duali- 

saut, il faut et il suffit que pour tout point g4om4trique x de X le 

complexe K- soit dualisant et que la fl~che canonique (4.5.3) soit un 
X 

isomorphisme pour tout F 6 ob Db(x). 

Remarque ~.>.>. L'existence de complexes dualisants dolt ~tre consid4r4e, 

en un sens, comme un compl4ment important au th4or&me de dualit4 globale. 

En effet, ce dernier exprime que l'on a, pour un morphisme s4par6 de type 

fini f : X > Y (Y 6taut quasi-compact), tun isomorphisme canonique 

D.yl~,f(F) ~ '>  ~ f .  D.x(F ) 

(avec les notations de 1.12). 

exploi ta t ion  pour le  calcul  de l~ if(F) (quand F ~ ob Dbc(X) Son ) 

n6cessite des renseignements sur Dx(F ). Lorsque ~ est dualisant, oeux-ci 

sont fournis par l'isomorphisme (4.5.3), qua permet, du moins th@oriquement, 

un calcul des fibres de D_x(F ) comme invariants de cohomologie "purement 

spatiale". 

Exercice 4.5.6. Soit X tun pr@sch6ma muni d'un complexe dualisant (1.7). 

La fanlille des foncteurs (cf.(4.5.3)") 

H i_ : Db(x) > (A-modules) 
--X C 

(i parcourant 2[ et x l'ensemble des points g@om6triques de X) est 
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"conservative", i.e. un moi~hisme F > O dans Db(x) tel que les 
0 

~(F) > Hi(G)x soient des isomorphismes, est un isomorphisme. 

4.6. Soient X ~nn pr@soh@ma, j : Y > X un sous-pr6sch6ma ferm4~ 

i : x ~ Y un point g6om6%rique de Y. Soit d'autre part ~ tun 

complexe duaiisant sur X , normalis6 en x (of. (4.5)). On a vu en (4.5) 

que, si Y est l'adh4rence de x , on a, pour F 6 ob D~(X), un accou- 

plement parfait 

Ii n'est pas difficile de d4finir un accouplement analogue dans le cas 

g4n@ral. Introduisons la factorisation de i en 

i' ~ , -- i '1 
Y 

J ) 

Pour F ~_ ob Db(x)~ on a des isomorphismes canoniques : 
S 

]9 i ~J D_x(F)mm>]9~Dy I9"j(F) (formule d'induction compl4men- 

taire (4.2. @)) 

~>i,* ~!~,, ~ ~!j(~) (~initio~ ~ ~£~ (4.~.I)) 

:~i, D i,, mj(F) (inauotionor~inair~ 
"-x 

(1.12. b) (i))) 

i* ~-#9 D- B 'j(F) (par 4.3))~ i.e. finalement ur. 
--x 

isomorphisme canonique 

d'oh des accouplements parfaits 
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(4.6.1)' ]R!j(F)E x ~ i~ J*Dx(F) _ > A 

• --i ( 4 . 6 . 1 ) "  HIy(F)~ x H 2(Dx(F)I Y ) > A 

Exemple $.6.2. Soient X un pr4sch4ma r4gulier, ~ tun point g4om4trique de 

X, d = dim(ix, x). Posons ~= [/i~n)X [2d~ . Si X satisfait & la condi- 

tion (reg) (3.1.1) et au th4or~me de puret4 (3.1.4), aiors ~ est cano- 

~. Donc, si ~ est dualisant, on a des accouplements niquement normalis4 en 

parfaits 

_~(V)~ _~i( ) x F'IY > A , 

pour tout ferm4 Y contenant X et tout F ~ ob Db(x), avee 
O 

Donnons, pour terminer, une variante strictement locale de (4.6.1). 

4.7. Soit X un sch@ma strictement local noeth4rien (SGAAVIII 4.2), de 

point ferm4 x. Soit Y u~ ferm4 non vide de X , et eonsid4rons les immer- 

sions cauoniques 

~=x-Y- i > v=x-ix ~ J >x 

Enfin, soit ~ un complexe dualissnt normalis$ en x (4.1), d'oh des 

complexes dualisants "correspondants" sur U, V, Y, x (et par hypoth~se 

ob D~(U), et posons Soit G 

d4finir un accouplement naturel 

(4.7.1) mF(U,G) x mF(V,i?G')[-I] > A , 

i.e. un homomorphisme fonctoriel 

G' = ~(G) • NOUS nous proposons de 
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( L' anneau 
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L 
~F(U,G) ®A ]Rr(V,i,G')[-I] ) A 

A = 2/ ~ Z @taut de dimension cohomologique infinie pour 9 ~ 2, 

on ne salt d@finir que les produits tensoriels 

: D-(A) x D-(A) .- D-(A) 

et ~ : D(A) x Db(A)torf > D(A) (*) 

On laisse donc au lecteur le soin de f~ire des hypotheses eonvenables 

assurant que les deux facteurs de ~ figurant darts (4.7.1)' sont dans 

Db(A) ou que l'un d'eux est de tor-dimension £inie.) 

Notons d'abord que, par la formule de dualit@ eompl@mentaire (1.12 a) (ii) 

on a un isomorphisme canonique 

(4.7.2) i:(~,) ~ ~V(Ri.G) 
D' autre part ,  on a 1' isomorphisme de dua l i t4  ord ina i re  

(4.7.3) IR Hom(A~,G) ~ ~ ~R Hom(Av, lqi.G) 

Par d@finition de D V (et ind@pendamment du fair que ~ est dualisant), 

on a une fl~che canonique 

(4.7.4) IRi .G ~ ¢ ( 1 R i . G )  > E v 

De (4.7.2), (4.7.3) et (4.7.4) on d@duit une fl~che (canonique) 

L 
(4.7.5) m1~(u'G) ®A ~r(V,i,G') > ~<Hom(Av,K v) . 

1 
Mais ~ = j'~, et l'on a l'isomorphisme de dualitg (SGAA 3.1.10) : 

(4.7.6) IR Hom(Av,Xv) -~ IR Hom(Av, X , KX) . 

Enfin, la suite exacte 

(*) (ajout~ en 77) Inexact : il est facile, en fait, de prolonger 
L L 

: D-(A) x D-(A) > D-(A) en ® : D-(A) x D(A) ~ D(A) 
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(4.7.7) o -~ %,x--~ %--~ Ax .... ~ o 

donne un homomorphisme de degr6 ~i : 

( 4 . 7 . 8 )  ~ Hom(AV, X , t(X) ).  ~Hom(Ax,t( .x)  C "J A . 

En composant (4.7.5), (4.7.6) et (4.7.8), on obtient la fl~che annonc6e 

(4.7.1)'. 

Nous allons voir maintenant que l'accouplement (4.7.1) est 

"parfait", i.e. que la flhche (4.7.1)' identifie ~F(V,i~G')[-I] 

D ~(U~) .Supposons en effet, ce qui es% loisible, que l'on a --x 

= (ji)* F, 

avec F ~ ob Db(x). Posant F' F' c =~x(F) et U,X 

exaote 

(4.7.9) 0 ----> F' ----> F' ---9 F'IY > 0 , U,X 

qua donne naissance ~ un triangle distingu6 

P F~(F'u, x) 
(b) 

rx(F'!Y) < prx(F') 

Par d6finition de ~ , on a 
x 

Z x ( F ' u ,  x) = F ~om(A X , F u, x) 

donc, utilisant (4.7.7) et le fait que (F'u,x) x =~I~X,F~, X) = 0 , 

on a "an isomorphisme c~onique 

Kom(%, x , F, x)[q m% ~ Sx(F, x) 

= (ji)!G', on a la suite 
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~aiS on a 

~cm(~, x , F'U, x) 
_~ ~Hom(~ , JIG') 

d'oh finalement tun isomorphisme canonique 

(4.7.10) ~rV(i!G' ) [-q'~ ~Tx(F'u,x) 

On a d'autre part la suite exacte 

(4.7.11)  o - - ~  %,x --+ ~x --> -~ - ->  o 

qui donne naissance ~ un triangle distingu4. 

]~ r '  (u,FIu)  

(a) / 
m ry(F) - -> ~ rx(F ) 

En vertu de (4.7.1) et (4.7.10), on a un accouplement naturel 

(4.7.12) P,r(U,FIU)x~rx(F'u, x) --> A 

En vertu de (4.6.1), on a un accouplement parfait 

(4.7.13) ~r'y(F) x mrx(F'IY) ----+ A 

Enfin, par la formule d'induction ordinaire (1.12 b) (i)), on a un 

aceouplement parfait 

(4.7.14) ~r~x,F)x ~ rx(F, ) ~ A 

Le lec~eur qui aura la patience de s'orienter dans ce d4dale de "fl~ches 

canoniques" v@rifiera que les accouplements (4.7.12), (4.7.13), et (4.7.14) 

sont "compatibles" avec les fl~ches des triangles (a) et (b), et par suite 

que les accouplements (4.7.12) et (4.7.1) sont parfaits. 

~Hom(j!A v , j,i,G') 
• ° 

par dualit4 (SGAA 3.1.IO) 



48 

L'accouplement des triangles (a) et (b) donne naissance h deux 

suites exaotes "transpos6es l'une de l'autre" : 

~(x,F) > #(x,F) > Hi(~,F)-~ . . .  (4.7.15)..----> 

• - .  e -  ~-~(Y,#lY) < - - ~ ( x , ~ , )  <--  ~-i-l(v,F,u, v) < . . . .  

En r4sum4, nous pouvons @noncer : 

Proposition 4.7.16 : Soit X 

point ferm@ x . Soient Y 

V=X-x, i : U >V et 

un sch6ma strictement local noeth6rien, de 

un ferm@ non vide de X, U = X - Y, 

j : V --9 X les inclusions canoniques. 

Soit ~ tun complexe dualisant sur 

dualisants associ@s sur V, U, Y). 

X normalis@ en x (d'oh des complexes 

Pour G ~ ob Db(u), on a un aecouplement parfait : 

(*) ~ li'~U,G) x~ t~(V,i !G' ~-i] - - >  A 

(o~ G, = .%(G)) . 

Si G = FIU , oh F ~ ob Db(x), on a u~ isomorphisme canonique 

(~-~) ~ F(V,i!G') i-l] ~> ]R rx(F'u,x) 

(oh F' = D__X(F) et F'U, X = (ji)!(F'!U) = (ji)i(g')), 

et un accouplement parfait entre les triangles distingu6s 

x(F < x  ) 

]R Dy(F) > ]RF(X,F) ~Fx(F,  IY ) < IR r x ( F ' )  , 
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compatible avec l'accouplement (*) et l'isomorphisme (**), et donnsnt lieu 

h deux suites exactes transpos~es l'une de l'autre (4.7.15). 

Remarque 4.7.17. Darts le cas particulier oh Y = ~i x}, l'accouplement 

(4.7.1) se d@finit sous la seule hypoth~se que ~ soit normalis@ en x 

(et non n@cessairement dualisant), i.e. tel que ~x(~) ~ A , 

(l'isomorphisme @tant donn@) : l'isomorphisme (4.7.2) (qui utilisait la 

biduaiit@) se r@duit en effet & l'identit@. Comme l'accouplement (4.7.14) 

est de toute fa@on parfait, on volt donc que la dualit@ locale sur X 

(sous la forme (4.2.2)') @quivaut h la dualit@ "globale" sur U = X- xj 

i.e. au fair que l'accouplement (4.7.1) 

~u,G) xFr(u,G, )[-i I --> A 

est parfait, ou encore que les accouplements 

Hi(U,G) x H-i-I(u,G ' ) ~ A 

sont parfaits. 

Supposons que l'on dispose sur X d'un complexe dualisant 

normalis6 en x. Si X est excellent et U r@gulier de dimension d (x 

pouvant doric @tre une singularit4 isol4e), on dolt pouvoir v@rifier que 

= ~IU est canoniquement isomorphe h (%l~n)u@d[2d] (on le v@rifie faci- 

lement en tout cas si X est localis4 strict d'un pr@sch@ma localement de 

type fini sur un corps de car. 0). Alors la dualit4 locale sur X implique 

que l'on a, pour tout Au-Module localement constant constructible G, des 

accouplements parfaits : 

Hi(U,G) x H2d-l-i(U,G °) ) A , 

(oh G ° = ~om(G,(/~n)u~d ) ), qui correspondent formellement h la dualit@ de 

Poincar6 sur un sch@ma de dimension 2d-l. 
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~_.Dualit@ locale sur les couches. 

ThSqr~me ~.I. Soit X un prSsch@ma noeth@rien rSgulier de dimension i. 

On suppose n premier aux caractSristiques rSsiduelles de X. 

Alors le thSor~me de purer4 est vrai sur X (3.1.4) et le complexe 

est dualisant (1.7). 

D@monstration : Supposons prouv@e la puret@. Comme X satisfait 6videmment 

~ la condition (reg) (3.1oi), et que la condition (edloc) nest v@rifi@e en 

vertu de (SGAA X 2.2), on en conelut, par (3.2.1), que dim. q.inj(~) = 2. 

D'autre part, la condition (ii) de (1.7) est v@rifi@e d'apr~s (3.3.1 b) (i)) 

(qui a @t@ d@montr@ moyennant la purer@). Doric, en ver~u de (4.4), on est 

ramen@ h prouver que ~ est dualisant quand X est strictement local. 

~4~is, pour prouver la puret@, qui est une question locale au voisinage d'un 

point ferm@, on peut @galement supposer X strictement local. Finalement, 

on est ramen@ ~ prouver le th@or&me quand X est strictement local. 

Supposons done X strictement local. Soient x son point fermi, 

( ~g= car(k(x)), ~ son point g@n@rique, U = X - x : Spec(k(~)). 

Soit G = Gal(k(~)/~(~ )) le ~o~pe fon~ent~ de ~. On ~alt 

[CL Chap. IV § 2 Exer 2~ qu'on a une suite exacte canonique 

(Bien entendu, H est isomorphe, mais non canoniquement, & ! 1 .) ~ z~ • 

On salt d'autre part (SGAA VIII 2) que la cohomologie @tale de U 

s'interpr~te comme la cohomologie galoisienne de G, les faisceauX (resp. 
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faisceaux constructibles) de ~-modules correspondaut aux A-modules (resp. 

A-modules de type fini) sur lesquels G op&re contindment. 

Cela @tant, les 

(5.1.2)  o - ~  H~(A x) 
et les isomorphismes 

i ( 5 . 1 . 3 )  H x ( ~ )  ~ H i - I ( U , A u )  pour i ~2 m 

Or on a t r i v i a l e m e n t  H° (X,A~)  = H ° ( U , ~ , )  = A, donc 
~ k  U 

~x(Ax) sont d@termin@s par la suite exacte 

) H O ( x , ~ )  > H O ( u , % )  I - ~  ~x (Ax )  ' > 0 , 

D'autre part, pour un G-A-module (galoisien) M, on a la suite spectrale de 

Hochschild - Serre 

~,P~ = ~P(~,~q(P, M) ) - - 7  H ( G, M) 

Comme n es t  p r e m i e r  ~ OY ~ e t  que P es t  tun p r o - l T - g r o u p e ~  on a 

donc E pq = 0 pour q ~ O, d'oh un isomorphisme canonique 

On voit d'ailleurs, par un argument analogue, que 

HP(z(1),N) lorsqu'on fair op@rer trivialement sur 

HP(H,N) s'identifie 

N le faoteur ~ (I). 

On a donc finalement, avec la convention pr@c@dente, un isomorphisme 

canonique 

(~.1.5) ~P(G,M) -~-- ~P(~ (1 ) ,# )  . 

Or la cohomologie galoisienne de ~ est bien connue (CG chap. I p.31 ) : 

pour un G-A-module N, on a 

(5.1.6)  ~ ( z , N ) = O p o ~  i ~ 2  ; 
O ( z , N )  = N zj 

H i ( ~ )  = ~ ^  
Z< 
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De (5.1.3), (5.1.5), et (5.1.6) on d@duit aussitSt que 

~i(~,~) ~ A. et 

Ce dernier isomorphisme n'est pas canonique, car il d~pend du choix d'une 

identification de Z(1) & Z. Mais, utilisant la suite exacte de Kummer, on 

trouve (SGAA XIX 1.3) un isemorphisme canonique (donn4 par la "classe 

fondamentale locale") 

(5.1.7) ~(U,2~n) .v A . 

La puret4 est donc d4montr4e. 

Prouvons maintenant que 

s'agit de montrer que, pour tout 

M, l' accouplement 

(518> Hi(~,~> x ~l-i(~,~om___(M, AU)> + Ei(~,~> :% (I/~>x ~-I 

eat une dualit@ parfaite. Nous s_lions interpr@ter cet accouplement en termes 

de cohcmologie galoisienne. Nous utiliserans le lemme @14mentaire suivant : 

Lemme ~.I.~ : Notona D = Horn(,A) le foncteur dualiaant de Po~trjagin aur la 

cat4gorie des A-modules de type fir/. Soit i~ un A-module de type fini sur 

lequel un groupe G op&re A-lin4airement. 

(i) On a un isomorphisme canonique 

D(M G) __~ (D~) G 

(ii) Si G est "an groupe profini op4rant contin~ment sum Met si @ eat de 

pro-crdre premier i n, la fl~ehe canonique 

M G > M o 

est un isomorphisme. 

est dualisant. D'apr~s (4.7.17), il 

~-Module localement constant eonstructible 
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Preuve : On a par d~finition 

d'oh 

M G = lim Ker(M s-1 M) 
s~G 

D(M G) ~_ lim Coker(DM s - 1  DM) *'* (DM)G , 
s~G 

ce qui prouve (i). 

Prouvons (ii), Soit M' le A-module d~fini par la suite exacte 

0 ---> M' ~ M > M G ...... ;70 

On a HI(G,M ' ) = 0 parce que G est de pro-ordre premier ~ n. La suite 

exacte de cohomologie implique donc que la fl~che M G ~ M G est un 6pi- 

morphisme. Mais, appliquant le foncteur D et tenant compte de (i), on en 

d&iuit qu'elle est ttu monomorphisme, ce qui ach&ve la preuve. 

Appliquant (5.1.9) ~ Met P, on trouve que Hom(M,A) P s'identifie 

canoniquement ~ ,A). Si l'on choisit un isomorphisme de Z(1) slur Z~ 

l'accouplement (5.1.8) s'~crit, compte tenu de (5.1.5), 

(5.1.8)' ~ (~ ,# )  x E~-i(~,D(#)) ~ ~(~,A) --~ A. 

I1 r~sulte aussitSt de (5.1.6) et (5.1-9(i)) que (5oi.8)' est un accouple- 

merit parfait. Cela ach~ve la d~monstratlon de (5. I). 
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APPEND ICE 

par L. ILLUSIE 

La th@orie pr@c~dente s' @tend facilement ~ des Anneaux de base plus 

g@n@raux que l'Anneau constant Z~nZ_. Nous allons indiquar bri~vement comment 

s' @crit la th@orie pour des Anneaux de base localement constants, annul@s par 

n > O, et ~ fibres g@om@triques des anneaux noethEriens. Ce n'est d'ailleurs 

l& qu'un cadre provisoire(*): on devra tSt ou tard globaliser, en prenant 

comme "coefficients" sur un pr@sch@ma X des pr@sch@mas relatifs sur le 

site (X@t, Z~nZ). 

I. Faisceaux constructibles 

1.1. Soit X un pr@sch~ma, et soit ~ un faisceau d'anneaux sur X (pour 

la topologie @tale), localement constant, ~ fibres g@om@triques des anneaux 

noeth@riens ~ gauche. On note AX la cat@gorie des Ax-MOdules ~ gauche, et 

D(AX)(ou D(X) s'il n'y a pas de confusion h redouter) la cat@gorie d@riv@e 

corresponds/its. La notion de ~-Module (~ gauche) constructible se d@finit 

comme dans (SGAA IX 2.3), en remplagant l'expression "localement constant 

de valeur de pr@sentation finis" par "de pr@sentation finie comme 

~i-Module". 

On note Dc(X ) la sous-cat@gorie pleine de D(X) form@e des complexes E te!s 

que Hi(E) soit un ~-Module constructible pour tout i. C'est une sous- 

cat@gorie triangul@e de D(X). 

(*) 
Selon Grothendieck! 
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1.2. Soit E & ob D(X). On dit (of. Exp. II 3.11) que E est pseudo- 

ooh@rent si, pour tout i, ~(E) est un Q--Module de pr@sentation finie 

(ou localement constant constructible si l'on prgf~re). On note D(X)coh 

(~Dcoh(X)) la sous-cat@gorie pleine de D(X) form@e des objets pseudo- 

coh@rents. I1 r~sulte de (SGAA IX 2.1)que ~estune sous~cat@gorie trian- 

gul@e de Do(X ) . 

Proposition 1.3. (lemme de d@vissage). Soit X unpr@sch~ma quasi-compact 

et quasi-s@par@ (resp. noeth@rien), et soit C une sous-cat~gorie strictement 

pleine de la eat@gorie Cons(X) des ~-Modules & gauche constructibles. 

On suppose C stable par extensions. Conditions ~quivalentes : 

(i) c : Cons(X) ; 

(ii) C contient les faiseeaux du type i!(F), oh i : Y > X est un 

sous-pr4sch~ma de pr4sentation finie (resp. un sous-pr4sch~ma int~gre), et 

F est localement constant eonstructible sur Y . 

Si ~ est constant de valeur A un anneau noeth4rien & gauche annul4 par 

un entier n > 0, les conditions pr@c4dentes sont @quivalentes & : 

(iii) C est stable par facteurs directs et contient les faisceaux du type 

f.i!(MU) , off i : U - > Y est une immersion ouverte (resp. un ouvert d'un 

pr@sch@ma int&gre), f : Y ----> X un morphisme fini (resp. fini et tel que 

le point g@n@rique de Y soit s4parable sur son image), et ~ un 

Au-Module & gauche constant de valeur un A-module monog&ne annul@ par un 

diviseur premier de n. 

Enfin, si X est noeth@rien et satisfait & la condition (reg) 

(I 3.1.1), la condition (ii) (resp. (iii)) @quivaut ~ la condition analogue 
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oh l'on suppose en outre Y (resp. U) r~gulier. 

Preuve : L'4quivalence des conditions (i) et (ii) se prouve coame dans le 

cas oh ~ est constant, voir (SGAA IX 2.4 et 2.5). 

Supposons A_ X constant de valeur A annul~e par n, et prouvons que (iii) 

implique (ii). Soit E ~ eb Cons(X), montrons que E ~ ob C. D'aprhs 

l'4quivalence (i) ~), (ii), on peut supposer que E = j!(F), oh J : Z ----> X 

est l' immersion d'un sous-pr4sch~ma de pr4sentation finis (reap. int~gre), 

et F un Az-MOdule constructible loealement constant, que l'on peut me'me 

supposer (quitte ~ d4visser un peu plus) trivialis~ par un rev~tement ~tale 

g : Z' ~ Z de groupe G. Le faisceau F est doric d4fini par un A-module 

de type fini M oh G op~re. Si ~ est un diviseur premier de n, le sous- 

groups de ~-torsion de M est un sous-G-A-module M~ de M, et l'on a 

M = CM~ , 

off 2 parcourt l' ensemble des diviseurs premiers de n. Vu la stabilit4 de 

C par facteurs directs, on est donc ramen4 au cas oh M est de 2-torsion. 

Soit H un E-groups de Sylow de G, et soit h : U = Z'/H > Z le rev~- 

tement interm4diaire correspondant ~ H. Le degr4 de h 4tant premier h ~ , 

la "m4thode de la trace" (SGAA IX 5. I ) montre que la flbche d'adjonction 

F ---+ h. h*(F) 

est un isomorphisme sur un facteur direct, donc il suffit de prouver que 

j! h. h*(F) ~ ob C. En vertu du "Main Theorem" (E'CA IV 8.12.6), il exists 

un diagramme commutatif 

i 
U > Y 

r 
3' 
Z J ~ X  
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oh i est une immersion ouverte, et f un morphisme fini. On a 

j !h.h*(F)~ f.i, h*(F) 

Or h*(F) est d@fini par M consid6r4 comme H-A-module. L'implication 

(iii) =>(ii) r4s~tera done du le~e suiv~t : 

Lemme I .~. I. Soient A un anneau noeth6rien ~ gauche, ~ un nombre premier, 

H un ~--~Toupe fini, M un H-A-module ~ gauche de type fini al~nul@ par 

( 9 ~ I). Ii existe une filtration fi~ie de M par des sous-H-A-modules 

tels que les quotients successifs soient des A-modules monog~nes annul4s 

par ~ et oh H op~re trivialement. 

Preuve : La suite exacte (de H-A-modules) 

o --. ~M --e M --> M/gM > 0 

ram&he, par r4currence sur ¢ , au cas oh M est annul@ par ~ . 

Montrons qu' alors M admet une filtration finie par des sous-H-A-modules tels 

que H op&re trivialement sur les quotients successifs. Raisonnant par r4cur- 

rence noeth4rienne sur l' ensemble des sous-H-A-modules de M poss@dant la pro- 

pri4t4 @nonc4e, on est ramen4 ~ prouver que M ~ 0 implique ~ ~ O. Or on v6- 

rifie trivialement que l e noyau de i' augmentation ~ [HI ---9 ~-~ est un id4al 

nilpotent, et le lemme de Nakayama implique que tout H- }-@ -module non r@duit 

0 poss&de un vecteur invariant non nul, ce qui prouve notre assertion. 

M admet donc une filtration finie telle que les quotients successifs soient 

des A-modules de type fir/ annul@s par ~' et oh H op~re ~rivialement. Par 

r6currence noeth4rienne on peut m~me obtenir que les quotients successifs soient 

des A-modules monog&nes, ce qui ach&ve la d6monstration de (1.3. I ). 

La dernihre assertion de (1.3) est imm@diate et laiss6e au lecteur. 
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2. Dimension quasi-in, j ectiye. 

Les notations 4tant celles de (1.1), on d4finit comme en 

(I 1.1 et 1.4) les notions de 

quasi-injective d'un objet de 

s'4tendent sans changement. 

~-Module quasi-injectif, et de dimension 

D(X). Les propositions (I 1.3, 1.5 et 1.6) 

Ii est parfois commode d'introduire une notion de dimension quasi.- 

injective ponctuelle. Soit x ~ X, et soit K ~ ob D+(X). On dit que K 

est de dimension quasi-injective ~ N en ~ si, pour tout q-Module cons- 

tructible F, on a 

On appelle dimension quasi-in~ective de K en ~, et l'on note dim.q.ir~j~(K) 

la borne inf4rieure des N v4rifiant la condition pr4c4dente. Bien entendu, 

on a 

dim.q.inj(K) = Sup dim. q.in~x(K ) , 

oh [ parcourt l'ensemble des points g4om4triques de X. 

I1 est int4ressant de comparer la notion pr4c4dente avec la notion 

de dimension topologique stricte introduite par VERDIER darts [I] . On dit 

que K ~ ob D+(x) est de dimension topologique stricte ~ N en un point 

g4om4trique -f de X si pour tout sous-pr@sch4ma Y de X, on a 

~_ti(~,~)~ :_~(K)~ : o pour i > ~. 

On appelle dimension topologique stricte de Ken ~ et l'on note dimstop~(K) 

la borne inf4rieure des N v4rifiant la condition pr4c4dente. 

Tandis que la dimension quasi-i~jective d4pend a priori de l'Anneau 
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de base, la dimension topologique stricte ne d@pend que du complexe de fais- 

ceaux ab@liens sous-jacent. 

On a @videmment : 

dimstol~x(K ) ~ dim.q.inj~(K) 

Nous verrons plus bas des exemples oh l'on a l'ggalit@. 

3. Complexes dualisants : d@finition et propri@t@s formelles. 

Gardons les notations pr@c~dentes, mais supposons ~ commutatif. 

Les notions de couple bidualisant et de complexe dualisant se d@finissent 

comme en (I 1.7). Les @nonc@s (I 1.9, 1.11, 1.14) sont valables sans modifi- 

cation. Les @nonc@s (I 1.12, 1.13, 1.15) sont @galement valables, mais 

condition de supposer A annul@ par un entier n > 0 premier aux caract@- 

ristiques r@siduelles de Y. Enfin le th@or~me d'unicit@ (I 2.1) est valable 

pourv~ que l'on suppose Spec(A~) connexe pour tout point g@om@trique 2 de X. 

4. Purer@ absolue 

Revenons sur la situation de la puret@ cohomologique absolue 

(I 3. I. 4) • Soit X un pr@sch@ma localement noeth~rien r@gulier, et soit 

n ~ 0 un entier premier aux caract@ristiques r@siduelles de X . Soit 

i : Y ~ X un sous-pr@sch@ma r@gulier de codimension d > 0 en tout point. 

Dire que le couple (Y,X) satisfait h la puret@ cohomologique absolue signifie, 

rappelons-le, que l'homomorphisme "classe fondamentale locale '' (SGA 4 I/2 

Cycle 2.2). 
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• >, ~ i ! (Z_/~_) x 

Donnons-nous maintenant sur X un faisceau d'anneaux AX annul@ 

par n. Posons pour tun instant G = (Z~nZ~X. Alors, pour tout F <- ob D+(AX), 

on peut d@finir une fl~che canonique de D+(A X) : 

(4.2) i*(F) ~Z~nZ ~i!(G) ' ) ~i!(F ~Z/nZ G) 

!i revient au re@me, en effet, par duaiit6 (SGAA XVIII 3.1.6) 

de d4finir tune fl&che 

i!(i (F) ~ ~i!(c)) ~ F nZ_ a ; 

on choisira pour celle-ci la compos4e de la fl~che de K'thmeth 

(SGAA XVII 5.4.2.2) 

i~(i*(~) ~zJ~ ~±:(G)) > ~ ~zJ~i~i'(~) , 
et de la fl~che d4duite de l'homomorphisme trace (SGAA XVIII 3.1.6) 

F ~Z~nZi ! ]Ri!(G) > F ~Z~nZ G 

On notera que dans la d4finition de (4.2) on a seulement utilis4 le fait que 

Get ~i ! (G) 4taient de tot-dimension finie sur Z~n_Z. $~pposons d'autre 

i 
part que le foncteur i" soit de dimension cohomologique finie sur la cat@- 

gorie des (Z_/nZ~x-Modules : c'est le cas par exemple si X est de type fini 

sur un corps (SGAA XIV 3.1), ou plus g@n@ralement si X est excellent d'4gales 

caract4ristiques (SGAA XIX 6. I) lorsqu' on dispose de la r@solution des singu- 

larit4s, ou encore si X est de type fini sur Spec(Z) (SGAA X 6). Alors, la 

fl~che (4.2) se d4finit pour tout F ~ ob D(AX). 

Composaut (4.1) et (4.2), on a donc, pour F 6 ob O+(AX), une 

fl~che canonique 
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soit localement constant, et soit F 6 ob D+(#) Supposons que 

tel que, pour tout i ~ H#(F) soit un Ax-Module localement constant. 

I 
Alors, si i" est de dimension cohomologique fir/e, la fl~che (4.2) (et par 

suite la fl&che (4.3) si (Y,X) satisfait & la puret@) est un isomorphisme. 

En effet, par d@vissage, on se famine d'abord au cas oh F est r4- 

duit au degr@ 0. La question @taut locale, on peut supposer X affine, et 

et F constants. R@solvant F & gauche par des ~-Modules libres, et 

, 
appliquant l'hypoth~se que i" est de dimension cohomologique fir/e, on se 

famine au cas oh F est libre. Par un passage ~ la limite imm4diat, on se 

ram~ne ~ F libre de type fini, et finalement ~ F = ~. I1 suffit donc de 

d@montrer l' assertion dans le cas ~ = (Z~nZ__) X . Ms_is le d@vissage pr@c@dent 

ram~ne ~ F = (Z~nZ~x , et dans ce cas la fl~che (4.2) se r@duit & l'identit@. 

D@finition 4.4. L'Anneau A X @taut donn@~ocalement constant, annul@ par n) 

nous dirons que le couple (Y,X) satisfait ~ la purer@ cohomologique au sens 

fort, si, pour tout F 6 ob D+(A X) tel que les H2(F) soient localement 

constants, la fl&che canonique (4.3) est un isomorphisme. 

Nous dirons que le th@or&me de puret@ est vrai au sens fort sur X, 

si localement (pour la topologie @tale) tout couple (Y,X) comme ci-dessus 

satisfait ~ la puret@ au sens fort. 

D'apr~s ce qu'on a vu, pour que (Y,X) satisfasse ~ la puret@ au 

sens fort, il suffit donc que (Y,X) satisfasse ~ la purer@ au sens ordi- 

naire (I 3.1.) et que le foncteur i ! soit de dimension cohomologique finie. 
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~. ~joration de la dimension quasi-injective. 

Proposition >. I. Soit X un pr4sch4ma localement noeth4rien r4gulier, muni 

d'un faisceau d'anneaux A X localement constant, annul4 par un entier n ~ 0 

premier aux caract6ristiques r4siduelles de X , et ~ fibres g4om4triqueS 

des anneaux noethTriens h gauche. On suppose que X satisfait aux conditions 

(reg) (I 3.1.1) et (cdloc) n (I 3.1.3), et que le thTor&me de puret4 au sens 

fort est vrai sur X (4.4) (Conditions routes v4rifi4es si X est lisse 

sur um corps parfait, ou si X est excellent de caract6ristique nulle). 

D+(~X) tel que les H~(F) soient looalement constants, et soit Soit F ob 

x un point de X tel que l'on sit F~ ~ 0 et dim.injA (F ~) < + ~.o . On a 
X 

darts ces conditions : 

dim. q.inj~(F) = 2 dim(ix,x) +dim. inj(F~) , 

avec les notations dun ° 2. 

D4monstration. Ii n'y a qu'~ reprendre pas "& pas la d6monstration de 

(I 3.2.1 ). On va d'abord montrer l'inTgalit@ 

dim. q.inJx(F) ~ 2 dim(O_x,x ) + dim.inj(F~) = N , 

i.e. la relation 

(*) Exti(E,F)~= 0 pour i~ N et tout ~-Module construotible E. 

La question 6taut locale, on peut, par d6vissage (1.3), se borner k v6rifier 

(*) pour E = i!(M), oh i : Y--9 X est un sous-pr6sch4ma intbgre r6gulier 

ferm4 darts un ouvert D(f), (oh f 6 I'(X,O__x)), de codimension den tout 

point de D(f), et M un %-Module localement constant constructible 

(A~ : i~Ax). 
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Or on a l'isomorphisme de dualit4 (SGAA XVIII ) 

Hom(il(M),F) ~ ~i. ~Hom(M,~i !F)  

Par l e  th4or~me de purer4,  on a d ' a u t r e  par t  l ' i somorphisme (4,3)  

Soit y un point g4om4trique de Y. Comme M est localement constant 

constructible, on a (canoniquement) 

Hom(M,~ i!F)~ 
aonc, grace ~ (4.3), 

Horn(M, ~ i!F~y 

"---~ ~ H o z ( # ,  (~i!~):) , 

IR Hom(~ , F~-) [-2d] 

On peut d'autre part supposer qu'on s'est plac4 darts un voisinage de 

connexe. On a alors 

puisque 

F- ~---~- F_ , A_ "~ A_ , 
x y x y 

et les ~(F) sont localement constants, d'oh 

Exti(}~ , F~) = 0 pour i > dim.inj(F~), 

soit finalement 

Extq(M,~iiF) = 0 pour q > 2d + dim.inj(F~) 

I 
Posons G = ]~ Hom(M,~i'F), et calculons maintenant ~ i.(G)~ 

Pour cela, on introduit, comme en (I 3.2.1 ), l'adh4rence sch4matique 

dans X, d'oh tun diagramme cart4sien d'immersions 

k Z > X 

ZdeY 
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On a donc ~ i.(G) __~ k.~ij.(G). On suppose bien entendu que x (= Z, sinon 

l'on aurait trivialement ~ i.(G) = O. Introduisons alors le localis4 strict 

Z= Spec(h,~) de Z en x, et notons f l'image de f darts h,~ ' 

Y = Z x z Y = Z d~ D(f), G l'image inverse de G sur ~. D'apr~s (SGAAVIII 

5.2), on a 

~i.(c)~ = ~ j.(C)~ ~--- ~ (~,~) 

La condition (cdloC)n implique donc, via un argument de suite spectrale, 

que I' on a 

~Pi.(G)~ : o pou~ p >2d + ~i~.inj(F!~) + dim(~,~) 

Mats on a (cf. I 3.2.1 d4monstration) 

~im(O_z, x) : di~(Ox, ~) - ~ >I 0 , 

donc RPi. (G)~ = 0 pour p > d + dim(ix,x) + dim.inj(F~) , 

donc afortiori pour p > 2dim(O_x,x ) + dim.inj(F~) , ce qui d4montre (*). 

Reste & prouver que la majoration (*) est la meilleure possible. 

Posons f = dim.inj(F~), et soit M' un A--Modulex de type fini tel que 

Extf(M,, F~) ~ o 

Soit Z le sous-pr4sch4ma ferm4 int~gre de X adh6rence de x, et soit 

y = U ~ Z un ouvert r4gulier de Z contenant x et de codimension 

d = dim(0x, x) en tout point. Quitte h restreindre Y, il existe un ~-Module 

localement constant constructible M tel que M-= M'. Appliquant le x 

th4or~me de puret4, on trouve alors 

~,xt___2d+f(M, FIU)~ ~'~ ES(M' ,F~) ~ 0 , 

ce qui ach~ve la d4monstration. 
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Notons que si F est un ~-Module tel que F-x soit injectif, on 

peut, dans la derni~re partie de la d@m~nstration, ohoisir M : ~; on 

obtient dono : 

Corollaire 5.1.1. Sous les hypotheses de (5.1), suppesons que F soit un 

~-Module localement constant tel que F~ soit injectif. Alors on a 

dim. q.inj~(F) = dimstop~(F) = 2 dim(~X,x) , 

avec les notations dun ° 2. 

Remarques 5.~.2. a) Avec les notations de (5.1)~ si F~ = O~ alors F = 0 

D-(x). dans un voisinage de x , dono ~ Hom___(E,F)~ 0 pour tout E ob 

b) Si dim. inj(F~) = + ~ , alors dim. q.inj~(F) = + om ; en effet, pour 

tout p~ il e~ste ~ A-~e de typ~ fi~ M' te~ q~e ~xtP(M',F~) ~ 0, 
X 

donc un ~-Nodule oonstruotible M, looalement constant au voisinage de x, 

tel q~e E~P(M,F)~ ~ 0. 

6. Constructibilit@ de ~ H_om. 

L' @quivalence des conditions a) de (I 3.3.1) est encore valable 

lorsqu'on remplace l'Anneau (JnZ)x par unAnneau commutatif, localement 

constant, et ~ fibres g@om@triques des anneaux noeth@riens: il n'y a rien 

changer ~ la d@monstration. 

Les conditions pr@c@dentes sont v@rifi@es lorsqu' on dispose de la 

resolution des singularit@s et de la purer@ au sens fort (4.4)9 en particulier 

si X est de dimension ~ I, ou si X est excellent de caraot@ristique nulle, 

ml localement de type fini surun corps et de dimension ~ 2. 
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7-Existence de complexes dualisants. 

Dans ce num4ro, X d4signe un pr4sch4ma muni d'un faisceau 

d'anneaux ~ commutatif, localement constant, et ~ fibres g4om4triques 

des anneaux noeth4riens. 

Lemme 7.1. Soient F ~ ob D-cob(X), C ~ ob D+coh(X), alors 

Hom.___(F,G) ~ D+coh(X) (notations de (1.2)). 

Preuve : C'est standard. On se famine, par une suite spectrale, h F et G 

r~duits au degr4 0, puis l'on proc&de comme darts (EGA 0ii I 12.3.3). 

Lemme 7.2. Soit g : X' 

du faisceau d'anneaux ~, 

la fl~che canonique 

> X un morphisme de pr4sch@mas, et munissons X' 

= g*(Ax). A1ors, pour F ~ ob D~oh(X), G ~ ob D+(X), 

est un isomorphisme. 

.Preuve : C'est 4galement standard : on se ram~ne, par d@vissage, 

F = A x (of. ~A OIZ 12.3.5). 

Remarque 7.2.1. Les lemmes pr4c4dents sont des cas particuliers d'@nonc4s 

plus g4n~raux qui figurent darts (SGA 6 I). 

Lemme 7.3. Supposons X quasi-compact, et soit K (= ob D+oh(X) tel que, 

pour tout point g4om4trique ~ de X, K- soit un complexe dualisant au sens 
x 

de _~_7 V 2.1. Alors, pour tout F ~ ob Dboh(X), on a 

Hom(F,K) ~ ob Dbcoh(X), et F est r@flexif relativement ~ K. 
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Preuve : On peut, bien entendu, se borner k faire la v6rification pour F 

r4duit an degr40. D'apr~s (7.1), on a ~q Hom(F,K) 6 ob D;oh(X). 

Prouvons que l'on a R Hom(F,K) ~ D~oh(X ). Soit un point g4om4trique 

de X. D'apr~s (7.2), on a 

]3 Hom(F,K)~ ~ ]3 Hom(F~ , K~ ). 

Si i'on pose dim. inj(K~) = N(x), on a donc 

E~t__i(F~K)~ = o po~ i> N(~) 

Comme les Exti(F,K) sont localement constants, il existe alors un voisinage 

ouvert U de x tel que Exti(F,K) i U = 0 pour i> N(~), et l'on gagne 

grace h l'hypoth&se de quasi-compacit4 sur X. Reste h v4rifier que la 

fl~che canonique 

est un isomorphisme. Ii suffit pour cela de se placer en un point g4om4trique 

de X. Dans le diagramme eommutatif 

F-  .b- ]~ Horn( ]3 Hom(F,K) ,i()~ 
x x 

I a  $ 

F~ ~ ~ ~o~(~Ro~(F~,Lx),~ x) , 

la fl~che verticale de droite est tun isomorphisme d'apr~s (7.2) et la fl~ehe 

horizontale du bas est tun isomorphisme paree que I(~- est du21isent~ done la 

fl~ehe herizontale sup4rieure est un isomorphisme, eqfd. 

Lemme 7.4. On suppose que X est un pr4sch4ma noeth@rien r4gu3ier~ que 

est annul4 par un entier n > 0 premier aux caract@ristiques r4siduelles 
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de X, et que le th@or~me de puret6 au sens fort (4.4) est vrai sur X. 

Soit D un diviseur h croisements normaux sur X (I 3.1.5 a)), notons 

j : Y = V(D) --> X et i : X-Y = U ) X les inclusions canoniques. 

Soit K ~ ob D~oh(X) tel que, pour tout point gTom@trique ~ de X, K~ soit 

un complexe dualisant pour l'anneau A~ (au sens de ~7 V 2.1). Alors, pour 

tout E 6 ob D o~(X), on a R Hom(i~i (E),K) ~ ob D (X), et le couple 

(i!i (~),K) est bid~alis~t. 

Preuve : On peut supposer E rTduit au degr6 O, i.e. un ~-Module localement 

constant constructible. D'autre part, la question @taut locale sum X pour 

la topologie @tale, on peut supposer que 

(a) A X est constant de valeur A, et E est constant de valeur not@e 

par abus de laugage, soit E = E X ; 

\ ) (b) D est strictement & eroisements normaux, soit D = /__ div(s i 

o~ s i ~1~ (x,O_x). 
Raisonnons par r@currence sur p = card(I). Pour p = O, les assertions sont 

cons@quence de (7.3). Supposons que I = {I ..... p}, posons Yi = V(si)' 

div(si)) , U' = X - Y' , d'ohun diagramme cart@sien y' = V( j> ~ 
I~ i{p-~ 

d'immersions 
i q 

- > U'g]Y P b Y 
P P 

i '  
U > U' ::- X 

ConsidTrons la suite exacte 

o > .... >o 
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Par hypoth~se de r@currence, le th4or&me est vrai pour le couple (~',X ' K). 

Comme, pour K fix4, l'ensemble des F tels que ~ Hom(F,K) ~ ob D~(X) et 

que (F,K) soit bidualisant forms une sous-cat@gorie triangul4e de Dc(X), on 

est ramen4 h prouver le th@or~me pour le couple (Eu,~Yp, X , K). Mais on a 

Eu,nY ,x = Jp* ~(Eu,n~ ) 
P P ' 

et, d'apr~s (I 1.13), il revient au m@me de prouver le theorems pour le cou- 

p t . Mais, par le th@or~me de purer@, pls (i '(Eu'oY )' ~Jp'(K)) dans Yp 
P 

on a (4.3) 

jp jp( ) Y [-2] 
P 

' +oh(yp) Done ~jp'(K) (~ ob D et pour tout point g@om@trique y de Y, 

I 
(~jp "(K))~ est dualisant~ et par suite on gagne grace ~ l'hypoth~se de 

r@currence. 

Th~orbme 7.5. On fair les hypotheses suivantes : X est tun pr@sch@ma noeth@-- 

rien r@gulisr; ~ est annul@ par un entier n > 0 premier aux caract@risti- 

ques r@siduelles de X ; X est fortement d@singularisable (I 3.1.5.), satis- 

fait aux conditions (reg) (I 3.1.1) et (cdloc)n (I 3.1.3); le th@orbme de 

puret@ au sens fort (4.4) est vrai sur tout pr@sch@ma lisse sur X 

(Conditions satisfaites si X est excellent de caract@ristique nulls, ou 

de dimension ~2 et lisse sur un corps parfait). 

Alors, si K a ob D~o h x _ (X) est tel que K- soit dualisant (au 

sens de Z~TV 2.1) pour tout point g@om@trique ~ de X, K est dualisant. 

D@monstration. Ii s'agit de montrer que K satisfait aux conditions 

(i) ~ (iii) de (I 1.7). Pour tout point g@om@trique E de X, K- est de 
x 



71 

dimension injeotive finie, et, comme K & ob Dcoh(X), la fonction 

x ~ dim°inj(~xx ) est localement con~tante, doric bornSe puisque X est 

noethSrien. I1 r@sulte alors de (5.1) que K est de dimension quasi- 

injective finie. 

D'apr&s ce qu'on a va au N o 6, la condition (ii) de loc.cit, est 

4galement vSrifi@e. 

Rests h prouver la condition (iii), i.e. que tout F ~ ob D~(X) 

est r@flexif relativement h K. Par dSvissage, on peut supposer F rSduit au 

degr@ 0. D'autre part, la question @taut locale sur X pour la topologie 

@tale, on peut supposer ~ constant de valeur A. Le d@vissage (1.3) nous 

ram~ne alors h F = f.i!(Eu) , oh f : Y--> X est unmorphisme fini, avec Y 

int~gre de point gSnSrique sSparable sur son image, i : U ~ Y un ouvert 

r@gulier ~ ~, et E U un Au-Module constant de valeur E un A-module de 

type fini. Comme X est fortement d@singularisable, il existe (I 3.1.5) un 

morphisme projectif et birationnel h : Y' --~ Y tel que Y' soit r@gulier, 

que h induise un isomorphisme h-l(u) --~ U, et que h-l(u) soit le comple- 

ments±re d'un diviseur h croisements normaux dans Y'. Identifiant h-l(u) 

& U par h, on a doric un diagramme commutatif 

y! 

U ---> Y - - ~  X 

On a par suite 

f.i!(~ ~) .... f.~ h. i,,(s~). ~ ~g. i, !(~) ~--- ~. i,,i.*(~.).. 

Ea vertu de (I 1.13), il suffit de prouver la bi~ualit4 pour le couple 
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(i',i'~,),R!g(K)). Mais, plongeant localement Y' dans un pr4seh4ma X' 

lisse sur X et appliquant la purer@ au sens fort slur X' (4.4), on trouve 

que ~ !g(K) est localement isomorphe (~ translation pr6s des degr4s) 

~ ' g (K), donc que R !g(K) ~ ob D oh(Y') et que ~ "g(K)~ est dualisant 

pour tout point g4om@trique ~ de Y'. II suffit alors d'appliquer (7.4). 

La d4monstration pr4cgdente prouve d'ailleurs que l'on a 

Hom(F,K) ~ ob Db(x) (moyennant le th4or~me de finitude pour un morphisme 
c 

propre (SGAA XIV), ce qua soulagera le lecteur qui n' aurait pas eu confiance 

dans le lalus dun ° 6, 

Cela ach~ve la dimonstration. 

--:--:--:-- 
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Expos~ III 

FORMULE DE LEFSCHETZ 

par A. Grothendieck, r~dig~ par L. Illusie 

Darts cet expose, nous d~montrons la formule de Lefschetz en cohomologie 

~tale, pour les correspondanees entre complexes de faisceaux, dans la formulation 

de Verdier (cf. [18]). Darts une r~daction ant~rieure, distribute par I'IHES il y a 

dix ans environs, la formule ~tait ~nonc~e, sous des hypotheses de r~solution, mais 

les compatibilit~s r~quises n'~taient pas d~montr~es. Les th~or~mes de finitude de 

Deligne (SGA 41/2 Finitude) ont permis de se d~barrasserde ces hypotheses, ~ condi- 

tion de travailler sur dessch~mas s~par~s et de type fini sur un corps. Quant aux 

compatibilit~s, le r~dacteur les a (p~niblement) v~rifi~es. 

Disons tout de suite que la formule de Lefschetz dont il est question ici, 

tout comme la formule des traces pour les coefficients constants (SGA 41/2 Cycle), 

qu'elle g~n~ralise, est essentiellement triviale : elle traduit seulement certaines 

compatibilit~s dans le formalisme de dualitY. Grosso modo, elle dit que, sous cer- 

taines conditions la trace d'un endomorphisme d'un complexe d'hypercohomologie 

RF(X,L) , o~ L est un complexe de faisceaux sur X , peut se calculer comme"in- 

t~grale" de certaines classes de cohomologie sur X X X . En pratique, les endomor- 

phismes que l'on consid~re sont associ~s ~ des correspondances C c X X X , et les 

classes que l'on r~cup~re sur le produit sont g support dans C N ~ , o~ A est la 

diagonale ; ces classes sont "de nature locale" au voisinage des points fixes, ce 

qui, en principe, facilite leur calcul. Voir 4.2, 4.7 pour des ~nonc~s precis. En 

fait, le calcul de ces classes "locales" en termes d'invariants plus compr~hensibles, 

sans lequel la pr~sente formule n'aurait pas d'int~r~t, n'a ~t~ abord~ pour l'instant 

que dans des situations tr~s particuli~res (voir 4.10, 4.11, et l'expos~ suivant, o~ 

est trait~ notamment le cas de la correspondance de Frobenius sur une courbe). 

Faute de disposer d'une bonne cat~gorie d~riv~e de faisceaux 6-adiques 
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(la thgse de Jouanolou n'ayant malheureusement pas ~t~ publiEe)~ nous travaillons 

syst~matiquement avec des coefficients de torsion (premigre aux caractEristiques r~- 

siduelles). En dEpit de menues difficult~s techniques dans la definition des traces, 

ce point de vue conduit en fait g des formules plus fines, plus maniables aussi darts 

la mesure o0, pour le calcul des termes locaux, on desire trivialiser par des rev~- 

tements les faisceaux en jeu (voir notamment (SGA 41/2 Rapport), III B , et XII). 

Au n ° i, nous fixons les notations et rappelons diverses formules de 

Kunneth de (SGA 41/2 Finitude), qui fouent un r01e essentiel dans la suite. Nous in- 

troduisons aussi un certain nombre de categories fibrEes et cofibrEes, dont la con- 

sidEration facilite plus loin certaines verifications de compatibilitEs. Le n°2, tr~s 

technique, peut ~tre saute en premiere lecture. Son rEsultat principal (2.5) exprime 

une compatibilitE entre produit tensoriel externe de RHom image directe et change- 

ment de base. Au n ° 3, nous d~finissons les correspondances cohomologiques entre com- 

plexes, et montrons comment elles agissent sur l'hypercohomologie ; le rEsultat cite 

ci-dessus permet de d~crire cette action de diverses manigres ~quivalentes. Le coeur 

de l'exposE est le n ° 4, oN est dEfini l'accouplement de Verdier entre correspondances 

cohomologiques, et prouv~e la formule de Lefschetz, dans une situation relative sen- 

siblement plus gEnErale que celle considErEe d'habitude, en vue d'applications ul- 

tErieures ~ des calculs de termes locaux. Nous donnons les corollaires les plus ~vi- 

dents pour les correspondances ~ coefficients constants. Au n ° 5, nous indiqnons ra- 

pidement cormnent gEnEraliser aux correspondances entre complexes certaines construc- 

tions usuelles sur les correspondances ~ coefficients constants (cf. [121 ) telles 

que passage ~ la duale, composition, produit tensoriel externe. La plupart des vEri- 

fications, analogues ~ celles des numEros precedents, ont ~tE omises. Enfin, en ap- 

pendice, nous paraphrascns la th~orie prEcEdente dans le contexte des faisceaux co- 

h~rents, en utilisant le formalisme de dualitE de [8]. On peut ici travailler sur une 

base noethErienne S quelconque, ~ condition de faire, quand il le faut, des hypo- 

theses de propret~, de tor-dimension finie et de tor-indEpendance sur les S-schemas 

consid~r~s. Nous montrons que la formule de Lefschetz trgs g~ngrale que l'on obtient 

contient comme cas particulier la formule de Woods Hole [i], et signalons quelques 

applications. 
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I. Notations et rappels de formules de KUnneth. 

i.i On d~signe par S le spectre d'un corps. Sauf mention du contraire, les 

S-schemas consid~r~s dans la suite seront des S-schemas s~par~s et de type fini. 

On d~signe par A un anneau commutatif noeth~rien, annul~ par un entier 

inversible sur S . Si X est un S-schema, on note D(X) = D(X,A) la cat~gorie 

d~riv~e des complexes de A-Modules sur X (pour la topologie ~tale), Dctf(X) 

la sous-cat~gorie pleine form~e des complexes de tor-dimension finie, ~ cohomologie 

constructible. La cat~gorie Dctf(X) est une sous-cat~gorie triangul~e de D(X) . 
L 

Si E,F E ob Dctf(X) , il d~coule ais~ment des d~finitions que E ® F E ob Dctf(X) o 

D'apr~s (SGA 41/2 Th. Finitude 1.6, 1.7), on a aussi RHom(E,F) E ob Dctf(X) 

1.2 Soit f : X > Y un S-morphisme. On a trivialement 

f~Dctf(Y) c Dctf(X) , 

et, d'apr~s (loc. cit.), 

Rf~Dctf(X) c Dctf(Y) , 

Rf~Dctf(X) c Dctf(Y) , 

! 

R f ' D c t f ( Y )  c D c t f ( X )  , 

(l'inclusion relative ~ Rf n'utilise que le th~or~me de finitude pour les mor- 

phismes propres (SGA 4 XIV) et le sorite (SGA 4 XVII 5.2.11), elle vaut donc plus 

g~n~ralement pour tout morphisme compactifiable ~ fibres de dimension major, e). 

! ! 
Dans la suite, nous ~crirons parfois f~ , f! , f" au lieu de Rf~ , Rf~ , Rf" ; 

les hypotheses de i.i entralnent que ces foncteurs sont d~finis sur la cat~gorie 

d~riv~e toute enti~re. 

1.3 Pour f : X 

t 
KX = f ' A  

et noterons D X (ou 

> S , nous poserons 

D le foncteur RHom(-,Kx) • D'apr~s (SGA 41/2 Th. Finitude 
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4.3), le complexe K X est dualisant : pour E E ob Dctf(X) , on a canoniquement 

E > DDE 

1.4 

On posera 

Soient f : X > Y un S-morphisme, L E ob D(X) , M E ob D(Y) 

Hom~I)(L,M) = Hom(f~M,L) 

Hom~2)(L,M) = Hom(L,f~M) 

Hom~3)(L,M) = Hom(f~L,M) 

Hom$4)(L,M) = Hom(f~M,L) 

( ~ Hom(M,f~L) ) 

(SGA 4 XVIII 3.1.5) 

( Hom(L,f'M) ) 

Les ~l~ments de Hom~i)(L,M)( s'appelleront fl~ches de type i de L dans M 

au-dessus de f (ou f-fl~ches de type i de L dans M ). Les isomorphismes 
! 

de transitivit~ pour ]Es foncteurs f~ , f~ , f~ , f" permettent de composer les 

fl~ches de type i pour i fix~ , et l'on obtient ainsi certaines categories fibr~es 

ou cofibr~es sur la cat~gorie des S-schemas : par exemple, pour i = 1 (resp. i = 3) 

on obtient la cat~gorie fibr~e et cofibr~e envisag~e dans (SGA 4 XVII 4.1.3) (resp. 

(SGA 4 XVIII 3.1.13)), dont la fibre en X est la cat~gorie oppos~e ~ D(X) (resp. 

D(X)) 

1.5 Soient, pour i = 1,2, X i un S-schema, X = X 1 XS X2 , L i E ob D-(X i) 

Nous poserons 

L ~ L 
L1 ~S L2 = PrlLI ® Pr2~eL2 

oN pr i : X > X.l est la projection canonique. 

1.6 Soient, pour i = I, 2, f. : X. > Y. 
l l 1 

f = fl ×S f2 : X = X I ES X 2 > Y = Y1 XS Y2 

L'isomorphisme canonique ~vident 

L L 
(1.6.1) f~Ml ~S f~M ~ > f~(~ ®sM2 ) 2 2 

un S-morphisme, 

, L i E ob D-(X i) , M i E ob D-(Y i) . 
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permet de d~finir, pour 

(1.6.2) 
L 

L = L 1 ®S L2 

(1.6.3) 

(i) 
u i E Homf. (Li,M i) (resp. Hom~2)(Li,Mi) ) , 

i i 

e Hom~l)(L,M) (resp Hom~2)(e,M) ) o~ Ul ®S u2 E . , 
L 

M : M I ®S M2 Si u. v. sont composables on a 

L L L 
(VlUl) ®S (v2u2) = (Vl ®S v2) (Ul ®S u2) 

1.6.2 

Prenant Mi : fi~i 'et u i , de type I, donn~ par l'identit4 de 

fournit une fl~che de KUnneth (cf. (SGA 4 XVII 5.4.1.4)) 

f. b. I@ i 

L L 
(1.6.4) fl*Ll ®S f2*L2 > f*(Ll ®S L2) 

D'apr~s (SGA 41/2 Th. Finitude 1.9), 1.6.4 est un isomorphisme : par 1.6.3 on se 

ram~ne en effet au cas o~ X 2 = Y2 ' f2 = 1 , et l'on applique (loc. cit. App. 

Quant fl et f2 sont propres, il n'est pas n~cessaire d'invoquer (loc. cit.) : 

1.6.4 est cas particulier de l'isomorphisme de KUnneth (SGA 4 XVII 5.4.3). 

). 

1.7 Choisissons une compactification fi = PiJi , o~ Ji est une immersion 

ouverte, Pi un morphisme propre. Composant l'isomorphisme canonique 4vident (o~ 

J = Jl ×S J2 ) 

L L 
Jl:Ll ®S J2~L2 ~ > J~(LI ®S L2) 

avec l'isomorphisme 1.6.4 relatif A (Pi' Ji| Li) , on obtient un isomorphisme de 

KUnneth (SGA 4 XVII 5.4.3) 

L L 
(1.7.1) fl.wLl ®S f2~L2 ~ > f!(Ll ®S L2) 

On v~rifie facilement (loc. cit.) que 1.7.1 ne d~pend pas des compactifications 

choisies, et est compatible aux isomorphismes de transitivit~ pour des compos~s 

. (3) 
gifi (cf. (loc. cit. 5.2.4)). Grace ~ 1.7.1 , on peut d~finir, pour u i E ~omf. (Li,M i) 

l 
L . (3). 

(1.7.2) Ul ®S u2 £ ~omf ~L,M) 

avec L et M comme en 1.6.2 , et l'on a une formule de transitivit~ analogue 

1.6.3. 
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! 
Pour L. = flM. , et u. donn~ par l'identit~ de L. , 1.7.2 fournit 

I l X l i 

une flgche de Kunneth 

L ! L 

(1.7.3) f~Ml ®S f~M2 > f'(Ml ~S M2) 

Proposition 1.7.4 - La fl~che 1.7.3 est un isomorphisme. 

X 2 

est une immersion ouverte et g : U 

XVIII 3.1.12.3), au cas o~ M 2 = AY2 

d'autre part que fl = glJl , oN Jl 

lisse purement de dimension relative 

Par la formule de transitivitY, il suffit de traiter le cas oN 

= Y2 ' f2 = I . Par d~vissage, on ram~ne ~ M 2 = g~j!A V , o~ j : V > U 

> Y2 un morphisme fini, puis, par (SGA 4 

. Par localisation sur X 2 , on peut supposer 

est une immersion ferm~e, et gl un morphisme 

n I . Par transitivitY, il suffit de traiter 

les cas 

a) fl = gl 

b) fl = Jl 

Dans le cas a), le morphisme trace fournit par adjonction (SGA 4 XVIII 3.2.5) un 

isomorphisme f~Ml(nl)[2nl~ ~ > f~ : celui-ci est compatible au changement de 

base Y2 > S , car il enest ainsi du morphisme trace (SGA 4 XVIII 2.9), d'oN 

1.7.4 dans ce cas. Dans le cas b), si i I d~signe l'inclusion de l'ouvert compl~- 

mentaire, on a une suite exact 

! 
O > Jl~RJi~ > M I ~.- Ril~i{~M I > 0 

et la compatibilit4 de Ril~ ~ au changement de base, cas particulier de 1.6.4, en- 

traine la conclusion. 

Grace ~ 1.7.3, on peut d~finir, pour 

L Hom~4)(L,M ) 
Ul ®S u2 E 

u i E Hom~4)(Li,Mi) 

(1.7.5) 

(L et M comme en 1.6.2), avec une formule de transitivit~ analogue g 1.6.3. 

D'autre part, avec les notations de 1.3, 1.7.3 fournit un isomorphisme 
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(1.7.6) KX I ®S KX 2 ~ > KX 
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1.8 Soient f : X > Y un S-morphisme, L E ob IF(X) , M E ob D'(Y) , S' 

un S-schema, P E ob D'(S') , f' : X' > Y' le morphisme d~duit de f par le 

changement de base S' > S . La fl~che identique de P peut ~tre regard~e in- 

diff~remment comme une flgche de type i (i < i < 4) au-dessus de la fl~che iden- 

(i)r~ 
tique de S' : pour u E Homf ~,M) (i < i < 4) , on peut donc, d'apr~s 1.6.2, 

1.7.2, 1.7.5, consid~rer 

L (i) e e 
(1.8.1) u ®S Idp E Homf, (L ®S P' M ®S P) 

L L 
Nous ~crirons parfois u ®S P au lieu de u ®S Idp 
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2. Fonctorialit~ de RHom et produits tensoriels externes. 

2.1 Soient f : X > Y un S-morphisme, P E ob D(Y) , Q E ob D+(Y) . La 

flgche canonique ~vidente au niveau des complexes f~Hom'(P,Q) > Hom'(f~P,f~Q) 

fournit par d~rivation une flgche canonique 

(2.1.1) f~RHom(P,Q) > R_Hom(f~P,f~Q) 

Soient L E ob D(X) , M E ob D+(X) . Posons 

(2.1.2) Hom~i'J)((L,M),(P,Q)) = Hom~i)(L,P) X Hom~J)(M,Q) , 

avec les notations 1.4 . Pour (u,v) E Hom~2'I)((L,M),(P,Q)) on d~finit 

(2.1.3) RHom(u,v) E Hom~I)(RHora(L,M), RHom(P,Q)) 

en composant 2.1.1 avec la fl~che RHom(f~P,f~Q) > RHom(L,M) d~finie par 

v . Pour L = f~P, Q = f~M , u (resp. v) donn~ par l'identit~ de 

RHom(u,v) est l'isomorphisme de "dualit~ triviale" 

(2.1.4) RHom(P,f~M) ~ > f~RHom(f~P,M) 

(3,4)r Pour (u,v) E momf k(L,M) , (P,Q)) , on d~finit 

RHom(u,v) E Hom~I)(RHom(L,M) , RHom(P,Q)) (2.1.5) 

u et 

L (resp. Q) , 

comme compos~ des fl~ches 

RHom(P,Q) a > RHom(f!L,Q) b > f~RHom(L,fSQ) c> f~RHo___mm(L,M) , 

o~ a (resp. c) est d~fini par u (resp. v) , et b est l'inverse de l'isomor- 

phisme de dnalit~ (SGA 4 XVIII 3.1.9.6). 

II r~sulte facilement des d~finitions que la formation de RHora(u,v) est 

compatible ~ la composition : pour (u,v) , (u',v') composables et de type (2,1) 

(resp. (3,4)) , on a 

(2.1.6) RHom(u'u,v'v) = RHom(u',v') RHom(u,v) 
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2.2 Soient X un S-schema. Rappelons que pour L E ob D-(X) , M E ob D(X) , 

N E ob D+(X) , on a l'isomorphisme d'adjonction (" cher g Cartan", comme dit 

Grothendieck) 

L 
(2.2.1) Hom(L ® M,N) = Hom(L,RHom(M,N)) 

Pour E E ob D-(X) , F E ob D+(X) , la flgche identique de RHom(E,P) d~finit 

via 2.2.1 une fl~che 

L 
(2.2.2) E ~ RHom(E,F) > F , 

dite flgche d'~valuation : elle d~rive de la fl~che au niveau des complexes 

Hom'(E,F) ® E > F , f @ x l > f(x) 

Soient, pour i = 1,2, ~,F iEob Dctf(X) . Par adjonction (2.2.1), la 

fl~che 

L L L L 
E 1 ~ E 2 ® RHom(EI,F I) ® RHom(E2,F 2) > F I ~ F 2 , 

compos~e d'un isomorphisme de sym~trie et du produit tensoriel des flgches d'~valua- 

tion relatives ~ (EI,F I) et (E2,F 2) , fournit une fl~che 

L L L 
(2.2.3) RHom(EI,F I) ® RHo___~m(E2,F 2) > RHom(E I ~ E2,F I ~ F 2) 

Soient, pour i = 1,2, X i un S-schema, X = X 1 X S X 2 , Pi : X > X i 
L L 

la projection canonique, Ei,F i E ob Dctf(X i) , E = E 1 ®S E2 , F = F 1 ®S F2 . On 

a une fl~che canonique 

L 
(2.2.4) RH°m(EI'FI) ®S RH°m(E2'P2) > RHom(E,F) 

compos~e du produit tensoriel des fl~ches p~RHom(Ei,F i) > RH°m(p!~E'-- i l'P~Fi) et 

de 2.2.3 pour (P~Ei,P~F i) 

Proposition 2.3 - La fl~che 2.2.4 est un isomorphisme. 

Par localisation et d~vissage, on se ram~ne ~ E i = fi!Au. 
1 

fi : Ui > X. ~tale. On a des isomorphismes canoniques (dualitY) 
i 

pour 
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(1) RHom(fi~A U ,F i) ~ > fi~f~Fi , RHom(E,F) ~ > f~f~F (f = fl XS f2 ) 
• i 

Compte tenu de la formule de KUnneth 1.6.4 , il suffit, pour conclure, de verifier 

que ces isomorphismes rendent commutatif le carr~ 

(2) 

L 22.3 
RH°m(fI.TAuI'FI) ®S RH°m(f2~Au2'F2 ) " > RH°m(f.~Au'F) 

L 1 .6 .4  
fl~f~-Fl ®S f2~f~F2 > f~f~F 

o~ U = U 1 ×S U2 . Or, comme fi est ~tale, l'isomorphisme (i) relatif ~ f. i 

(resp. f) est adjoint de la flgche compos~e 

(3) f~RHom(fi.A U ,F i) ~ > RHom(f~f A ,f~F ) > f~F 
L i i i$ u i i i i i ' 

o~ la seconde fl~che est d~duite de l'adjonction AU. > f~fi i'Au. (resp. la 
i i 

flgche eomposge analogue avec f). La commutativitg de (2) gquivaut ~ celle du 

carrg 

(4) 

L 
f~RHom( fl ~'A~I 'L FI) ®S f~RH°m(f2 .~ AU2 ' F 2 ) ~  > fi~RH°m(f'Au ' -  • 

f~F I ® f~F 2 > f~F 

F) 

o~ les fl~ches verticales sont donn~es par (3). Or la commutativitg de (4) d~coule 

du fait que 2.2.3 est fonctoriel en E. et se rgduit h l'identit~ pour E. = A , 
l i 

d'o~ la proposition. 

2.4 Soient pour i = 1,2 f. : X > Y un S-morphisme, 
' ' i i i 

f = fl XS f2 : X > Y , E i , F i Cob Dctf(Xi) ' Pi ' Qi E ob Dctf(Y i) 
L L L L 

E = E 1 ®S E2 ' F = F I ®S F2 ' P = PI ®S P2 ' Q = QI ®S Q2 : 

(2.4.0) 

(Et,~ 1) 

(PI,QI) 

(E,F) 

< Y2 < X 

Y1 < Y < Y1 XS X2 

S < Y2 "( X2 
(P2,Q2) (E2,F 2) 
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Donnons-nous (Ul,V I) E Hom(3'4)((EI,F I) , (PI,QI)) , 
fl 

(u2,v 2) C Hom(2'I)((E2,F 2) , (P2,Q2)) (notations de 2.1.2 
f2 

d~duit de (ui,v i) un carr~ 
L L 

L L (E ~S u2'Fl ~S v2) 
(2.4.1) (El ®S P2'FI ~S Q2 ) ,i 

L LI 
(Ul ®S P2'Vl ®NQ2 ) L L 

(PI ~S u2'Ql @sV2 ) 
(P,Q) < 

et 1.4). Par 1.8, on 

(E,F) 

(ul ®S E2'Vl 98 F2) 
L L 

(P1 ®S E2'Q1 ®S F2) 

o~ les flgches verticales (resp. horizontales) sont de type (3,4) (resp. (2,1)). 

Nous pouvons maintenant ~noncer la compatibilit~ principale de ce num~ro, qui jouera 

un role essentiel dans la v~rification de la formule de Lefschetz-Verdier. 

Proposition 2.5 - Le diagramme 2.5.1 ci-apr~s, o~ le carr~ de droite est d~duit de 

2.4.1 par application de RHora au sens de 2.1.3 et 2.1.5, est commutatif : 

L 
RH°m(EI'FI) ~S RH°ra(E2'F2) 2.2.4 > RHom(E,F) 

L L ~ L  ~ " ~ , ~ L  L 
RH°m(ul'Vl) ®S RH°m(u2'v2) RH°m(EI~s~2'FI~sQ2) /PI~sE2'QI~sF2 ) 

L 
RH°m(PI'Q1) ®S RH°m(P2'Q2) 2.2.4 > RHom(P,Q) 

2.6 
que, si 

L 
w = w I ~S 

w i : L i > M i est une flgche de type 1 au-dessus de 

w 2 rend commutatif le diagramme 

L 
L1 ~S L2 

L1 ®S ®S L2 

L 1 ~S M2 S L2 

Wl ® ~S w2 
L 

M1 ®S M2 

La d~monstration de 2.5 va occuper le reste du n°2. Ii d~coule de 1.6.3 

fi , la fl~che 
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Appliquant cette remarque g w i = RHom(ui,v i) 

cas particuliers suivants de 2.5 : 

, on voit qu'il suffit de prouver les 

Corollaire 2.6.1. - Soient f : X > Y u__nn S-morphisme, S' un S-schema, 

f' : X' > Y' le morphisme d~duit de f par le chansement de base 

S' > S , E, F E ob Dctf(X) , P, Q E ob Dctf(Y) , P', Q' E ob Dctf(S') , 

(2,1) ~ (3,4)~ 
(u,v) E ~omf ((E,F), (P,Q)) (resp. ~omf ~(E,F) , (P,Q))). On a alors un 

carr~ commutatif, o~ les fl~ches verticales sont de type i au-dessus de f' : 

2.2.4 

2.2.4 

L 
(2.6.1.1) RHom(E,F) ®S RHom(P',Q') 

L 
RHom(u,v) ®S RHom(P',Q') 

L 
RHom(P,Q) ®S RHom(P',Q') 

L L 
> RHom(E ®S P',F' ®S Q') 

RHom(u ®S P ' ,v  ®S Q') 

> RHo~ m L L 
(P ®S P"Q ®S Q') 

Examinons d'abord le cas o~ (u,v) est le type (2,1). Par fonctorialit~, 

on peut supposer que E = f~P , F = f~Q , (u,v) ~tant donn~ par l'identit~ de 

(f~P,f~Q) . La commutativit~ de 2.6.1.1 dane le cas P' = Q' = AS, est 

~vidente ; pour l'~tablir dans le cas g~n~ral, il suffit donc de v~rifier que pour 

L , M E ob Dctf(Y) , le carr~ 

L f~(2.2 3) L L 
f~RHo_._mm(E,F) ~ f~RHom(L,M) " > f~RHom(E ® L,F ® M)) 

2.1.1 ® 2.1.1w 2.1.1 

L L 
RHom(f~"E, f,~-F) ® Rl-lom(f~L,f~M) 2.2.3 > RHora(f~(E ® 1),f~(F ® M)) 

est commutatif. Or on constate aussitOt que les deux compos~s de ce carr~ sont ad- 

joints du produit tensoriel des flgches d'~valuation 
L L 

f~E® f~RHom(E,F) > f~F et f~ ® f~RHo__mm(L,M) > f~M , d'oN l'assertion. 

Passons maintenant au cas o~ (u,v) 

on peut supposer que P = f~E, F = fLQ , (u,v) 

doit prouver la commutativit~ du carr~ 

est de type (3,4). Par fonctorialit~, 

~tant d~fini par (Idp,Id F) . On 
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L b L r L 
f~RHom(E,f~Q) ~S RHom(P',Q') - -  > f~RHo__~m(E ®S P'' f'Q ~S Q' ) 

NS RHom(P',Q') a' 

L L L 
Rttom(f~E,Q) ®S RH°m(P''0') 2.2.4 2- Rtt°m(frE ®S P' 'Q ®S Q') 

oN b est compos~ de f~(2.2.4) et d'un isomorphisme de changement de base, a 

est l'isomorphisme de dualit~ (SGA 4 XVIII 3.1.9.6), a' le compos~ de l'isomorphis- 
L L 

me de dualit~ (relatif ~ E ®S P' et Q ®S Q') et des isomorphismes de ehangement 
L L r L d r L 

'(E ®S P') f*Q ®S Q' > f"(Q ®S Q') . Rappelons de base f~E ®S P' c > fr , 

que a est compos~ de la fl~che canonique (SGA 4 XVIII 3.1.9.5) 

f~RHo___~m(E, f VQ) > RHom(f~E, f, f v Q) 

! 
et de la fl~che d~finie par la fl~che d'adjonction frf'Q > Q On a une des- 

cription analogue de a' , comrae composg de la fl~che ci t~e 

L I L L i 
p (~) f~RHo___~m(E ®S P' ' f'Q ®S Q') > RHom(f.~(E ~S P')'fv. (fv'Q ~S Q')) ' 

des fl~ches d~finies par c et d 
L L 

tion f~f,.r (Q ®S Q') > Q ~S Q' 
L L 

fl~che f~(fTQ ~S Q') > Q ®S Q' 
L r L 

base f~(frQ ®S Q') ~ f. wf'Q ®s Q' 

d'autres termes le carr~ 

, et de la fl~che d~finie par la fl~che d'adjonc- 

. Or, par d~finition, d est adjointe de la 

d~finie par l'isomorphisme de changement de 
! 

et la fl~che d'adjonction f~f*Q > Q , en 

f[ Q') - -  > f~f'r'(Q ®s Q' ) 

ch. base _~ I 1 adj 

L ad] ® 1 L 
fY.f~Q ®S Q' ' > Q ®S Q' 

est commutatif. Par suite, on peut aussi d~crire a' comme compos~ de (~) , de la 

flgche d~finie par c , et de celles d~finies par l'isomorphisme de changement de 
L ~ L 

f~(f~Q ®S Q') > f~f~Q ®S Q' et la fl~che d'adjonction f~f~Q > Q base 

Cette d~composition de a' et celle de a donn~e plus haut, jointes ~ la commuta- 

tivit~ du carr~ 
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L L 
RH°m(f~E'f. vfjQ) ~S RHo___mm(P',Q') > RHom(f,E ~S P''f'f~Q ~S Q') 

L L L 
Rtt°m(fr, E'Q) ®S RHom(P',Q') - > RH°m(flE ®S P"Q ®S Q') 

! 
d~fini par 2.2.4 et la fl~che d'adjonction f~f'Q > Q , montrent que, pour 4ta- 

blir la commutativit~ de 2.6.2 , il suffit de prouver la compatibilit~ suivante : 

Lerm~e 2.6.3 - Soient f, f' E, F, P', Q' , comme en 2.6.1 . On a alors un earr~ 

commutatif 

L (1) L L 
f~RHo____~m(E,F) ®S RHom(P',Q') - > fl~RHom(E ®S P',F ~S Q') 

(2) l ~ (4) 
L (3) L L 

RHom(f~E,f,F) ~S RHom(P',Q') > RHom(f~E ~S P''fL F ®S Q') 

o_~ (i) est compos~ de l'isomorphisme de changement de base 
L L 

f~RHo___mm(E,F) ®S - > f~(RHom(E,F) ®S -) e t f~(2.2.4), (2) est d4duit de la 

fl~che canonique f~RHom(E,F) ------> RHom(fvE, f~F) SGA 4 XVIII 3.1.9.5) par applica- 
L 

tion de ®sRHom(P',Q ') , (3) est donn~ par 2.2.4 , enfin (4) est compos~ de la 
L L L L 

fl~che canonique f$ RHom(E ®S P'' F ®S Q~) > RH°m(fi(E ®S P'),f~(F ®S Q')) 

(loc. cit.) et des flgches d4finies par les isomorphismes de chansement de base 
L L L L 

' f,(F ~S Q') > f,F ~S Q' f~(E ~S P') > f~E ®S P' ' 

Revenant ~ la d4finition de la fl~che (SGA 4 XVIII 3.1.9.5), on choisit 

une compactification de f (i), et l'on est ramen4 ~ prouver le lemme s4par4ment 

dans le cas o~ f est une immersion ouverte et celui o~ f est un morphisme propre. 

a) Cas o~ f est une immersion ouverte. Par adjonction (2.2.1), il suffit 
L 

de voir que si l'on tensorise le carr4 de 2.6.3 par fL E ~S P' ~' et que l'on compose 

avec la fl~ehe d'~valuation 2.2.2 

L L L L L 
(f. IE ®S P') ® RH°m(ft. E ®S P' ' f,F ®S Q') > f. wF ®S Q' 

~f] La flgche cit~e est d4finie ~ l'aide d'une telle compactification, mais elle 
n'en d~pend pas : ce point, admis tacitement dans (loc. cit.), se v4rifie facilement. 
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le carr6 que l'on obtient est commutatif. Or les sommets de ce carr6 sont nuls en 

dehors de X' , de sorte qu'il suffit de v6rifier que le carr6 induit sur X' com- 

mute, ce qui est trivial. 

r ! b) Cas oN f est un morphisme propre. On a alors f~ = f~ ' fT = f~ 

On voit ais6ment que le compos~ de f~RHom(E,F) > RHom(f~E, f~F) avec l'isomor- 

phisme de dualit6 triviale RHom(f~E,f~F) ~ > f{~RHom(f~f~,F) (2.1.4) n'est 

autre que la fl~che d6duite de la flgche d'adjonction f~f~ > E par application 

de f~RHo____mm(-,F) . De m~me, le compos6 de (4) avec l'isomorphisme de dualit@ triviale 

L L L L 
RHom(f E ®S P'' f+~F ®S Q' ) ~> f~RHom(f+~f+~E ®S P' , F ~S Q' ) 

L L 
(f~F ~S Q' 4tant identifi4 ~ f~(F ®S Q') par l'isomorphisme canonique) n'est autre 

que la fl~che d~duite de la fl~che d'adjonction f~f~E > E par application de 
L L 

f~RHom(- ~S P~ ' F ®S Q') , On est donc ramen4 ~ v~rifier la commutativit~ du 

carr~ 

L (3)) L 
RHom(f~E,f{~F) ~S RHom(P',Q') RHom(f~E ~S P~,f~F ®S Q') 

L (i ')) f, RHom(f{,~f E L L f~RHom(f~f~E,F) ®S RHom(P',Q') ~ -- ,~ ®S P',F ~sQ') 

o~ les fl~ches verticales sont les isomorphismes de dualit~ triviale et (i') est 

(I) avec E remplac~ par f~f~ . Mais celle-ci est un cas particulier de celle de 

2.6.1.1 dans le cas, d~j~ traitS, o~ (u,v) est de type (2,1) (prendre 

u : f~f~ > f~E donn~ par l'identit~ de f~f ~ , et v : f > f~F donn~ 

par l'identit4 de f F ). Nous avons donc prouv4 2.6.3 . Comme on a vu, la commuta- 

tivit4 de 2.6.2 en r~sulte, ce qui ac,h~ve la d4monstration de 2.6.1 et, finalement, 

de 2.5 
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3. Correspondances cohomoloziques. 

3.L Soient, pour i : 1,2, X. i 

X = X I ×S X2 ' Pi : X > X.I et 

un S-schema, LiC ob Dctf(X i) , 

qi : X.l > S les projections canoniques : 

X 

L 1 X ~  ~ 2  

X 

Avec les notations de 1.3, on a un isomorphisme canonique (2.2.4) 

L L L t 
DLI ®S L2 > RH°m(LI ~S AX 2 ' ql AS ®S L2) 

L ~ ! 
Composant avec l'isomorphisme de KUnneth q~ AS ®S L2 > P~L2 

tient un isomorphisme 

(1.7.3), on ob- 

L T 
(3.1.1) DLI ®S L2 ~ > RH°m(PI'~LI'P~L2) 

Celui-ci jouera un r01e fondamental dans toute la suite. Pour X. = S, 3.1.1 se 
i 

L 
® L 2 ~ > R l t o m ( L 1 , L  2)  , c a s  p a r t i c u l i e r  d ' u n  i s o m o r p h i s m e  v a l a b l e  r ~ d u i t  ~ L 1 

pour des complexes parfaits sur un topos annel~ quelconque (SGA 6 1 7.7). Nous pose- 

rons 

(3.1.2) RHom(pi~Ll,P~L 2) = RHOms(LI,L2) , 

Hom(p~Ll,P~L 2) = HomS(el,e 2) 

Les ~l~ments de HOms(LI,L 2) s'appelleront correspondances cohomologiques de 

L 2 . Au lieu de "correspondance cohomologique de 

ment "correspondance cohomologique de X I ~ X 2 

dans A) . 

L I "a 

AXI 5 AX2 nous dirons simple- 

" ( s o u s - e n t e n d u  : ~ c o e f f i c i e n t s  

Si X 1 est lisse, purement de dimension relative r I , il en est de m~me 

de P2 , et par le th~or~me de dualit~ (SGA 4 XVIII 3.2.5) , on a 
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i N 

P2L2- p~L 2 (rl)E2rl] ,donc 

(3.1.3) RHoms(LI,L 2) = RHom(p~Ll,P~L2)(rl)[2rl] , 

2r I 
HOms(LI,L 2) = H (X,RHom(p~el,P~e2)(rl)) 

En particulier, le groupe des correspondances cohomologiques de X 1 ~ X 2 s'iden- 

tifie dans ce cas ~ H2rI(x,A(rl )) 

3.2 

associ~es ~ des S-morphismes X 2 > X 1 , ou plus g@n~ralement des cycles de 

ou des schemas au-dessus de X . Soit c : C > X un sch@ma au-dessus de 

(on dit parfois que c est une correspondance entre X I et X 2 ), notons 

c i = pi c : C > X i les projections. Nous appellerons correspondances cohomolo- 

giques de L I ~ L 2 ~ support dans c ( ou C , s'il n'y a pas de confusion 

T 
craindre) les ~l~ments du groupe H°(X'c'RH°m(c~el'c~e2 ) ) ~ L  (= H°m(C~Ll'C~e2)±L si c 

est propre). D'apr~s la formule drinduction (SGA 4 XVIII 3.1.12.2), on a un isomor- 

phisme canonique 

Les correspondances cohomologiques qu'on rencontre dans la pratique sont 

X, 

X 

(3.2.1) c: ' ~ RHom(c~Ll, ' RHom(p~LI,P~L 2) > c~L 2) 

d'oN, en appliquant c~ 

des fl~ches canoniques 

i 
et composant avec la flgche d'adjonction c,c" ~- Id 

(3.2.2) 
T 

c~RHom(c1~Ll,C2L2 ) ~ RHom(p~LI,P~L 2) 

(3.2.3) HO(x,cSRHom(c~LI ' v c~L2)) > HOms(LI,L 2) 

Toute correspondance de L 1 ~ L 2 ~ support dans C d@finit donc canoniquement, 

par 3.2.3, une correspondance (sans support) de L 1 ~ L 2 

Exemples : a) Supposons c propre et c 2 de tor-dimension finie et de dimension 

relative ~ N Le morphisme trace (SGA 4 I/2 Cycle 2.3.3) 

c A > AX2(-N)[-2N ~ Trc 2 : 2~ C 

d@finit par adjonction une correspondance cohomologique de AXI g AX2 (-N)[2N] 



91 

support dans C , qu'on appellera classe de (c,N) , et qu~on notera 

-2N r ~. (3 2.4) e~(c,N) ~ H ~C,c'A (-N)) . 
• 2 X 2 

Le cas le plus important est celui o~ N = O , i.e. c 2 

finie), auquel cas c@(c) est une correspondance cohomologique de X 1 

support dans C . Si X 1 est lisse, purement de dimension relative r 1 

d'apr~s 3.1.3 et 3.2.1 , 

(3.2.5) H-2N(c,c2Ax2 ~ (-N)) = H2(rI-N)(c,c~Ax(rI-N)) 

Si de plus c est une immersion ferm~e, le second membre se r~crit 

2(~- N)(X ' (rl_N)) H C A X , et la classe de (c~N) , consid~r~e comme ~l~ment de ce 

groupe, n'est autre que la classe de cohomologie associ~e ~ c au sens de (SGA 

41/2 Cycle 2.3.1) , cormne il r~sulte aussitSt des d~finitions. 

fini ~t de tor-dimension 

X 2 

on a 

b) Soit F : X 2 > X 1 un S-morphisme, notons c(F) : C(F) > X 

son graphe, i.e. l'image de la section de P2 d~finie par F ("ensemble des points 

(fx,x) ") : c 2 est un isomorphisme, et ClC21 = F . On a donc des isomorphismes 

canoniques 

(3.2.6) RHom(cI(F~)~I,C2(F)~L 2) = RHom(F~I,L 2) , 

¢ 

Hom(cI(F)~LI,C2(F)'L2) = Hom(F~-LI,L 2) 

En d'autres termes, les correspondances cohomologiques de L 1 g L 2 

le graphe de F sont les "rel~vements" de F en un homomorphisme 

Voici deux exemples importants de telles correspondances : 

support dans 

F~L 1 > L 2 

(i) X 1 = X 2 , L I = L 2 , F = l'identit~ de X 1 , 

dont le graphe & est la diagonale. La correspondance ~ support dans & 

l'identit~ de L 1 s'appelle correspondances diagonale. C'est l'~l~ment 

i C Hom(LI,L I) = H°(X,&~RHoms(LI,LI )) (groupe qui d'identifie 

d~finie par 
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H~r(X,RHoms(LI,LI)(r)) quand X I est lisse~ purement de dimension relative r). 

(ii) On suppose que S est le spectre d'un corps fini ~ , que q 

X 1 = X 2 , L 1 = L 2 , e t  o n  p r e n d  p o u r  F : X 1 > X 1 l ' e n d o m o r p h i s m e  d e  F r o b e n i u s  

relatif ~ ~ , identit~ sur l'espace sous-jacent et ~l~vation ~ la puissance q 

q-i~me sur ~X 1 (cf. XIV), et pour rel~vement de F ~ L 1 l'isomorphisme canonique 

FeLl N > L1 (loc. cit. §2 prop. i) (plus exactement, le a-i~me it~r4 de l'iso- 

de (loc. cit.), si q = pa) . La correspondance cohomologique de L 1 morphisme 

L 1 ~ support dans le graphe de F ainsi d~finie s'appelle correspondance de Frobenius 

(relative ~ ~ ). q 

c) Certaines correspondances cohomologiques entre faisceaux sur des courbes, 

li~es aux op~rateurs de Hecke, ont ~t~ ~tudi4es par Langlands dans ([13]§7) . 

d) Les correspondances cohomologiques entre faisceaux constants (les plus 

fr4quentes dans la nature) fournissent de fa~on naturelle, par "int4gration", des 

correspondances cohomologiques entre complexes, comme nous allons le voir maintenant. 

3.3 Soient, pour i = 1,2, fi: Xi > Yi un S-morphisme, 

f = fl ×S f2 : X > Y ' fl = fl XS Y2 ' f2 = Y1 XS f2 ' Pl = Xl ×S f2 ' 

P2 = fl ×S X2 : 

(3.3.0) X1 XS Y2 < X 

f ' 

YI XS X2 

Soient L i E ob Dctf(X i) . Ii existe un unique isomorphisme 

(3.3.1) feRHoms(LI,L 2) - ~ > RHomS(fl~Ll,f2eL2) 

dont l'inverse rende commutatif le carr~ 
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D(fI.~LI) ®S f2{~'L2 

(1) i 
L 

fI~DLI ®S f2~:L2 
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3.1.1 

(2) 

> RHoms(fI|LI,f2~L2 ) 

> f~RHo___E S (L I , L 2 ) 

o~ (i) est d~duit de l'inverse de l'isomorphisme de dualit~ (SGA 4 XVIII 3.1.9.6) 
L 

DfI~L I ~ > fI~DLI par application de ®S f2~L2 , et (2) est compos~ de l'iso- 
L L 

morphisme de KUnneth fl~DL1 ®S f2~L2 ~ > f~s(DL1 ®S L2) e t  de f ~ ( 3 . 1 . 1 )  . Par 

a p p l i c a t i o n  de RF(Y,-) on d~dui t  de 3 .3 .1  un isomorphisme 

(3.3.2) f~ : HOms(LI,L 2) ~ > HomS(fl!Ll,f2{~L 2) 

Pour u 6 HOms(LI,L 2) , la correspondance f~ sera dite image directe de u par 

f . Quand YI = Y2 = S , nous ~crirons plutOt u~ que f~ . Si Y1 = Y2 = S 

est le spectre d'un corps s~parablement clos, 3.3.2 s'~crit 

(3.3.3) HOms(LI,L 2) ~ > Hom(RFc(XI,L I) , RF(X2,L2)) 

Ainsi, les correspondances cohomologiques "op~rent" sur la cohomologie. L'~nonc~ 

ci-apr~s va nous permettre d'interpr~ter cette operation de diverses mani~res, et 

notamment de faire le lien avec les d~finitions habituelles dans des situations telles 

que a) ou b) ci-dessus. 

Proposition 3.4 - Avec les notations de 3.3.0~ on a un diagramme commutatif d'iso- 

morphismes de Dctf(Y) : 

(3.4.1) 

RH°ms(fI[LI,f2~L2 ) 

(1) / 

fi~RH°ms(Ll,f2~2 ) 

f{~(3~ 

f2 ~RH°ms ( fl ~LI' L2 ) 

~/~(4) 
f~RHoms(LI,L 2) 

o__~ (5) est l'inverse de 3.3.1 et les fl~ches (I) A (4) sont d~finies par les 

diagrammes commutatifs ci-apr~s, dans lesqueIs "ch. b." d~signe une fl~che d~duite 
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d'un isomorphisme de changement de base ou de KUnneth de l'un des types envisag@s au 

n°l, "dual." une fl~che d@duite d'un isomorphisme de dualit@ de type 2.1.4 o_u_u 

(SGA 4 XVIII 3.1.9.6), "triv." un isomorphisme trivial 

L L ch. b. 
RH°m(fI!LI ®S AY2'KY I ®S f2~L2 ) 

ch. b. I 
L L 

RHom(f{! (L I ®S %2)'KYI ®S f2~L2 ) 

dual. \~ 

L t L 
fl~+RH°m(Ll' ®S AY 2 ' f~'i ~ (K_yl ®S f2~L2 ) ) 

ch. b. -~ 
L L ch. b. 

fl~RH°m(Ll ®S AY2'KX I ®S f2~L2 ) 

> RHomS(fl%Ll,f2~2) 

(i) 

> f{~RHom S (L 1 , f2~L2) 

L L 
RH°m(fl!Ll @S %2'KYI ®S f2~L2 ) ch. b. 

ch.b. ~ 
L L f' RH°m(fl!L1 ®SAY 2' 2e~(Kgl ®S L2)) 

dual. Ir 
L L 

fiz~RHom(f2~(fl!Ll ®S AY2)'KY I ®S L2) 

triv. ~ 
L L 

f2~RH°m(fl!Ll eS Ax2'KY I ®S L2) ch. b. 

> RHomS(fl~L I, f2~L2 ) 

(2) 

> f~RHoms(fI!LI,L 2) 
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L L 
RH°m(LI ®S AY2'Kx I ®S f2 ~ L2) ch. b. 

ch. b~ i 
L 

RH°m(LI ®S AY2'PI~(Kx I ®S L2)) 

dual. I 
L L 

PI~ RH°m(PI~(LI ®S AY2)'Kx I ®S L2) 

triv. ~ 
L L 

PI~RH°m(LI ®S Ax2'Kx I ®S L2) ch. b. 

> RHoms(LI,f2~L 2) 

(3) 

> p' RHom (L.,L_) I~--S i 2 

L L 
RH°m(fl!Ll ®S Ax2'KY 1 ®S L2) 

ch. b. I 

L L 
RH°m(P2'(LI-- . ®S AX2)'KY I ®S L2) 

ch. b. 

dual. 

L L 
' m ' !  P2eRH°m(L1 ®S Ax2'P2'(KY 1 ®S L2)) 

ch. b.~L L 

P2~Rtt°m(L1 ~S Ax2'Kx 1 ®S L2) ch. b. 

> RHoms(fI!LI,L 2) 

(4) 

> p' RHom (L ,L ) 2~--S i 2 

Ce n'est qu'une explication de 2.5 dans le cas particulier oh 

(fl!Ll, ) est donn~ par l'identit~ de fliLl et l'iso- (Ul,V I) : (LI,KXI) --------> KY1 

morphisme canonique fIKYl ~ > KXI , (u2,v 2) : (Ax2,L 2) > (AY2,f2~e 2) par 

> f~A~ et l'identit~ de f2~2 l'isomorphisme caninique AX2 ZY2 

Corollaire 3.5 - On suppose que 

directe f~,~u E tlom(fllLl,f2,,L 2) 
lentes suivantes : 

Y1 = Y2 = S . Soit u E HOms(LI,L 2) . L'image 

(3.3.2) peut s'obtenir des deux manigres ~uiva- 
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a) On s'identifie u , par dualit~ triviale , A une fl~che 
! 

L 1 > p lu raL2  ; on compose avec  l ' i s o m o r p h i s m e  de c h a n s e m e n t  de base  

pl~P~L2 > f~f2~L2 ; f~u est l'adjointe de cette fl~che compos~e. 

b) On identifie u , par ad]onction~ ~ une flAche 

on compose avec l'isomorphisme de changement de base f~fl~Ll 

est l'ad~ointe de cette flgche compos6e. 

P2 ' P~I > L2 ; 

> p2~P~Ll ; f~u 

La description a) (resp. b)) correspond en effet au trajet 

(fl~(3) o (i)) -I (resp. f2~(4) o (2)) de 3.4.1 

3.6 Dans la pratique, c'est surtout la description 3.5 b) qui est utilis~e. 

Explicitons-la au niveau des classes de cohomologie, en supposant, pour all~ger 

l'~criture, que S est le spectre d'un corps s~parablement clos. Soit 

, ~ i u E HOms(L1,L2) ~ Hom(p~LI,P~L 2) . Pour x E H (X1,L 1) , u~(x)  ~ H (X2,L 2) e s t  

d~fini comme suit : on consid~re l'~l~ment p~ E HI(X2,P2!P~L I) d~duit de x par 

image inverse, on lui applique u , i.e. on forme le produit u.p~ E H (X2,P2~P2L 2) 

i 
puis l'on applique la fl~che ! : Hi(X2,P2!P~L2 ) ) H (X2,L 2) d~finie par la fl~che 

d'adjonction p2!p 2 > Id ; en r~sum~ : 

(3.6.1) u (x) = ~(u.p~x) 

Soient c : C > X un morphisme propre, et u E Hom(c~Ll,C½L 2) . No- 

tons u~ E Hom(R~c(XI,LI), RF(X2,L2)) l'image de u par le compos~ de 3.2.3 et 

3.3.3 . II d~coule de 3.6.1 que, pour x E H~(XI,L I) , on a 

(3.6.2) u~(x) = ~(u.c~) , 

i 
o~ c~ est l'image inverse de x dans H (X2,c2!C~Ll) et 

i ! i 
: H (X2,e2!c2L 2) > H (X2,L 2) est la fl~che d~duite de l'adjonction 

! 
c2!c2L 2 > Id .Dans la situation de l'exemple 3.2 a) , on trouve ainsi que 

(3.6.3) c£(c,N)e(x) = Trc2(C~) , 



g7 

Hi-2N(x2 o~ Trc2 : Hi(X2,Rc2!A C) > ,A(-N)) est la flgche induite par le morphis- 

me trace relatif ~ c 2 . Cette formule concorde, pour N = O , avec (SGA 41/2 

Cycle 3.6) : c~(c)~ est l'homomorphisme not~ ~X2XI dans (loc. cit.). Si X 1 

est lisse, purement de dimension relative r I , et c une immersion ferm~e, il 

d~coule de 3.6.1 et de la remarque faite ~ la fin de 3.2 a) que l'on a aussi 

(3.6.4) c~(c,N)~(x) = Trp2(C£(C)p~) , 

oN c@(C) E H~(rI-N)(x,A(rI-N)) est la elasse de cohomologie de C et 

Trp2 : H~(X2,RP2!Ax2 ) > H~-2rI(x2,A(-rl )) la fl~che d~finie par le morphisme 

trace relatif ~ P2 . On retrouve la d~finition habituelle de l'homomorphisme 

induit sur la cohomologie par une correspondanee ([1211.3) , (SGA 4 I/2 Cycle 3.2). 

3.6.5. Dans la situation de 3.2 b), il d~coule de 3.6.2 que, pour u E Hom(F~LI,L 2) , 

u~ : H~(XI,L I) > Hi(X2,L2 ) est le compos~ de l'homomorphisme "image inverse" 

• i 
H~(XI,L I) > H (X2,F~¢L I) et de l'homomorphisme induit par u (plus g~n~ralement 

f~u : RfI!L 1 > Rf2~2 est compos~ de l'homomorphisme canonique 

RfI!L 1 > Rf2~F~+L 1 et de Rf2 u ). En particulier, la correspondance diagonale 

induit la fl~che canonique RfI!L 1 > Rfl~l (l'identit~ si X 1 est propre sur 

S) 

3.7 Revenons g la situation du d~but de 3.3 , en supposant donn~ en outre un 

carr~ commuta ti f 

(3.7.1) 

e 
X( C 

Y <  D 

avec c propre. Posons c i = pi c , d i = qi d , oR Pi : X > Xi ' qi : Y > Yi 

sont les projections• On d~duit de 3.7.1 un diagramme commutatif oR le carr~ int~- 

rieur est cart~sien : 
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(3.7.2) 

Y< D 

Pour K 6 ob Dctf(X) , on a une flgche canonique 

! ! 
(3.7.3) f~c c K > d d f~K 

compos~e de la fl~che 

l ! l l !  
f~c c'K = f c~,(i~i')c K ' '! d 'c '! > f~c~fc K = ~g~ K 

.! 
d4finie par la fl~che d'adjonction i~l > Id , et de l'isomorphisme 

d g~_c''K > d d'f~K 

d4fini par l'isomorphisme canonique g~d' ~ d" f (SGA 4 XVIII 3.1.12.3). Prenant 

K = RHoms(LI,L 2) , et composant 3.7.3 avec l'isomorphisme d4duit de 3.3.1, on trouve 

une fl~che canonique 

! 
(3.7.4) f~c~c ° RHom s (LI, L 2 ) > d fdIRHom S(fl !LI' f2~L2 ) 

qui, grSce ~ 3.2.1, peut se r4crire 

! 
(3.7.5) f~c~RHom(c~Ll, c)L 2 ) > d~RH°m(dl-(fl !LI )'d~ (f2~L2)) 

On en d4duit 

! 
(3.7.6) f~ : Hom(c~q~l,C2L 2) > Hom(d~(fl!Ll),d~(f2~L2)) 

La fl~che 3.7.5 (resp. 3.7.6) g4n4ralise 3.3.1 (resp. 3.3.2), avec laquelle elle 

coThcide quand c et d sont l'identit4. Notons aussi que, pour c propre, 3.2.2 

(resp. 3.23 ) n'est autre que 3.7.5 (resp. 3.7.6) quand fl' f2 et d sont les 

fl~ches identiques. Quand YI = Y2 = S = D , nous abr4gerons f~u en u , comme 

plus haut. 
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4. Accouplements de correspondances. Formule de Lefschetz. 

4.1 Soient, pour i = 1,2, X i un S-sch6ma, X = X 1 ×S X2 ' Pi : X )-X i 

les projections, 

canoniques 

L i E ob Dctf(X i) , KXi le complexe dualisant (1.3). Les fl~ches 

L 
(4.1.1) p~RHo__~m(Li,Kxi) ® p~L i > p~Kxi , 

compos~es de 2.1.1 et de la fl~che d'~valuation 2.2.2, donnent, par produit tensoriel 

sur X et composition avec l'isomorphisme de K~nneth 1.7.6, un accouplement 

L L L 
(4.1.2) (DLI ®S L2) ® (el ®S DE2) > KX ' 

qu'on peut r~crire, grace ~ 3.1.1, 3.1.2, 

L 
(4.1.3) RHoms(LI,L 2) ® RHoms(L2,LI) >K x 

On en d~duit un accouplement, dit cup-produit, 

(4.1.4) < , > : HOms(LI,L 2) ~ HOms(L2,L I) > H°(X,Kx ) 

On peut encore consid~rer 4.1.2 comme le produit tensoriel externe des fl~- 
L 

ches d'~valuation DL i ® L i > KX. Compte tenu de l'isomorphisme de KUnneth 

2.2.4, on voit ainsi que 4.1.2 est une "dualit~ parfaite", i.e. identifie par l'iso- 
L L 

morphisme d 'ad jonct ion  2.2.1 chacun des complexes DL1 ~S L2 ' L1 ®S DL2 au dual 

de l'autre (~ valeurs dans K X) 

Quand X 1 = X 2 = S , 4.1.3 est cas particulier d'un accouplement valable 

pour des complexes parfaits sur un topos an~el@ quelconque (SGA 6 I 7.8), et, avec 

les notations de (SGA 6 I 8.3), o~ a 

(4.1.5) < u,v > = Tr(vu) = Tr (uv) 

4.2 Soient c : C > X , d : D > X , e = c ×X d : E = C ×X D > X 

Pour P, Q E ob Dctf(X) , on dispose d'une flgche canonique (qui n'est pas un iso- 

morphisme en g~n~ral) 
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! L ! ! L 

(4.2.1) c P ~X d'Q > e'(P ~ Q) 

d~finie, de la m~me mani~re que 1.7.3, comme adjointe de la fl~che compos~e 

L (i) , L ' (2)> L 
ev(c!P ®X d!Q) ~ > cvc P ® d!d'Q P ® Q 

oN (i) est l'isomorphisme de KUnneth (SGA 4 XVII 5.4.2.2) et (2) le produit te~so- 

riLl des fl~ches d'adjonction. Appliquant ey g 4.2.1 et composant avec l'isomor- 

phisme de KUnneth qu'on vient de citer, on obtient une fl~che canonique 

! L v v L 
(4.2.2) cvc P ® dvd" Q > eve (P ® Q) 

! L f v L 
De m~me, composant la fl~che de KUnneth c c P ® d d'Q > e~(c P ®X d!Q) avec 

la flgche d~duite de 4.2.1 par application de e ~ , on obtient une flgche canonique 

! L ! 
(4.2.3) c c'P ® d~d'Q 

L L 
Pour P = DLI ®S L2 ' Q = L1 ~S DL2 

! 
avec 4.1.2 et l'isomorphisme 

3.2.1, des aceouplements 

L ! 
> eCe (P @ Q) 

, on d4duit de 4.2.2, 4.2.3, par composition 

e K X = K E , et avec les identifications 3.1.1 , 

(4.2.4) cvRH°m(C~Ll ! L ,c2e 2) ® d!RHom (d~ 2 v - ,diL 1 ) > e!~ , 

L 
(4.2.4)' c~RHo____mm(c~Ll v l ,c2L 2) ~ d~RHom(d~e2,diL I) > e~ , 

! ! 
(4.2.5) < , > : Hom(c{-Ll,C2L 2) ~ Hom(d~L2,dlLl) . > H°(E,~) 

Ces accouplements sont compatibles g la localisation ~tale : ~tant donn~ 

un carr~ commutatif (non n~cessairement cart~sien) 

E' E 

¢' ~tale au-dessus de C J 

X 

si l'on note c', d', e' les compos~s C' > C 

E' > E > X , on a un carr~ commutatif 

>X , D' >D >X , 
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Hom(c~Ll ' ! ! c2L 2) ® Hom(d~L2,diL I) 

! 1 i! 
,~, ,- Hom(d~2,dl'Ll ) Hom(c I ~i,c2 L 2) ® 

4.2.5 
> H° (E,KE) 

1 
> H°(E',KE ,) 

oN les fl~ches verticales sont les restrictions, et la flgche horizontale inf~rieure 

est compos~e de la fl~che analogue ~ 4.2.5 et de la restriction H°(E",KE .) > H°(E',KE ), 

avec E" = C' ×x,D' ( on a des carr~s commutatifs analogues avec des flgches du type 

4.2.4, 4.2.4', qu'on laisse au lecteur le soin d'~erire). Si Z est ~tale sur E , 

on notera, pour u E Hom(c~el,e~L 2) , v E Hom(d~ 2,diL 1 )' , 

(4.2.7) < u,v >Z E H°(Z,Kz ) 

l'image de < u,v > dans H°(Z,Kz ) par restriction (dans la pratique, Z sera une 

composante connexe de E) . Si z est un point ferm~ isol~ de E, z un point g~o- 

m~trique au-dessus de z , il d~coule de 4.2.6 que < u,v >z E H°(Z,Kz ) = A ne 

d~pend que de la situation d~duite par localisation stricte aux images de z dans 

C,D,X 

Exemple 4.3 - On suppose que 

et que c et d 

L I = AXI 

et 4.1.2 

X. est lisse, purement de dimension relative r. 
i i 

sont des immersions ferm~es, avec c 2 (resp. d 1 

, L 2 = AX2 , on a, d'apr~s 3.1.3 , 

L L 
DLI ®S L2 = Ax(rl)[2rl] ' L1 ~S DL2 = Ax(r2)[2r2] 

s'identifie au produit 

L 
Ax(rl)[2r I] ~ Ax(r2)[2r 2] > Ax(r)[2r] 

) fini. Pour 

(o~ r = r I + r 2) 

produit habituel 

, et par suite, compte tenu de 3.2.1, 4.2.5 s'identifie au cup- 

2r 2r 2 2r X A 
H C I(X,A(rl)) ® H D (X,A(r2)) > HC~D( , (r)) 

Prenons comme correspondance cohomologique de X 1 ~ X 2 (resp. X 2 

de c (resp. d) (3.2.a)). II r~sulte de (SGA 41/2 

X I ) la classe 

Cycle 2.3.8) qu'en un point isol~ 
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z de C @ D , < cg(c), c~(d) > n'est autre que l'image dans 
z 

cit~ d'intersection de C et D en z 

A de la multipli- 

Voici maintenant le r4sultat principal de l'expos4. 

Th4or~me 4.4 - Soient, pour i = i, 2, fi : Xi > Yi 

f = fl XS f2 : X > Y ' Pi : X > Xi ' qi : Y 

d'autre part 

u_~nS-morphisme propre, 

> Yi les projections. Soit 

(4.4.o) 

C'£ C 

X ~ C '[ g 

f D'< D 

un cube conm~utatif A faces horizontales cart~siennes, avec c' , c", d', d" 

On pose c~ = c'7 = c" , d[ = d'] = d" Enfin~ soient 1 Pi c' ' i Pi i qi d' ' i qi " 

L i E ob Dctf(X i) . On a alors un carr4 conmlutatif 

propres. 

(4.4.1) 

f'~'c ~RH°m ( cL ¢~L 1 ' '  i , c2.L2 ) f~,c,,RHom(c~ ~L2, c~ ! LI ) (I) 

(2) 

L 
d t ~ , , . ,, ~ ,, ! ~RHom(dl,Ml,d2! M2 ) ® d~RHom(d2 ~M2,d I M1 ) (3) 

> f¢~c¢~K C 

(4) 

> d~,~K D 

o__~_~ M i = fi~Li , (3) est donn4 par 4.2.4, (i) d4duit de 4.2.4 par application de 
L L 

r f~ __et c~osition avec la fl~che canoniq_ue - f~c ® f~+c"¢~ > f¢~(c~ ~ c"~) , (2) 

est produit tensoriel des fl&ches 3.7.5 relatives aux faces contenant f , e_!t (4) 

! 

est d6fini par Is fl~che d'adjonction g~,~K C = g!g'K D > K D 

L L L 
D4monstration - Posons DLI ®S L2 = P ' LI ~S DL2 = Q , D~ ®S M2 = E , 

L 
MI ®S DM2 = F . Consid~rons le diagrarmne 
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(4.4.2) 
! L t (i) f L v 

f~c~c' P ~ f~ -~ Q > f c c'(P,¢ ~ ® Q) (2) > f~c C,Kx 

(8 (A) (9) (B) (I0) 

L dt L (4) ~ L ! 
d~d,!f~,~p @ d~,d,,!f~Q (3) > d~ (f~p ® f~Q) > d d,f~/p ® Q) (5) > d~d.f~Kx 

(Ii)~ (C) (12) $ (D) ~ (13) 

L !F (6) d! L (7) ! _d'd'~ 'IE ® d"d"~ > d~ (E ® F) ---- > d~d'Ky 

o~ les fl~ches sont les suivantes : (i) est d~duit de 4.2.2 par application de 

f~ , (2) est d~fini par 4.1.2 , (3) est donn~ par 4.2.2, (4) par la fl&che 
L L 

canonique f~P ® f~Q > f~(P ® Q) , (5) par 4.1.2, (6) par 4.2.2, (7) par 

4.1.2, (8) est produit tensoriel de fl&ches 3.7.3, (9) et (I0) sont d~finis 

par 3.7.3, (II) et (12) par les isomorphismes f~P > E , f~Q ~ F (3.3.1), 

(13) par la fl~che d'adjonction f~K X > Ky . Par d6finition, 4~4.1 s'identifie, 

par 3.1.1 et 3.2.1, au bord ext6rieur de 4.4.2 . Ii suffit donc de prouver que les 

carr6s (A), (B), (C), (D) sont commutatifs. La commutativit6 de (B) et (C) est 6vi- 

dente, par fonctorialit6. II reste & d6montrer celle de (A) et (D). 

a) Commutativit~ de (D). Ii suffit de prouver que le carr~ 

(4.4.3) 

L 
f{~P ~ f{~Q > f,,K X 

! ; 
E®F >Ky 

(correspondant A (D) pour 
L L 

P ® Q )- K~ (resp. E ® 
L 

d'~valuation DL i ® L i > K X 
L i L I 

phismes de KUnneth fI~'DLI~ ®S f2~L2 ~ > f~,~ P ' fl ~"LI ~S f2~,~DL2 

4.4°3 s'identifie donc au produit tensoriel externe des carr~s 

(4.4.4) 

d = Id ) commute. Rappelons que l'accouplement 

F > Ky ) est produit tensoriel externe des fl~ches 
L 

(resp. DM i ® M i > Ky. ) . Par les isomor- 

> f~Q , 

L 
(1) 

fi~DLi ~ Ii~Li > fi_xKx. 

(3) (4) 
L (2) t 

DM i ® M. >Ky 
I i 

oN (2) est la fl~che d'~valuation, (I) le compos~ de la flgche canonique 
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i 
j onction fi¢~Kx. 

l 

L L 
fi~DLi ® fi¢~i > fi¢~(DLi ~ Li) et de la fl6che d6finie par la fl6che d'6valua- 

tion, (3) est produit tensoriel de l~isomorphisme de dualit@ fi¢~DLi > DM i 

et de la flgche identique de M i , (4) est la fl6che d'adjonction. Ii suffit done 

de v~rifier la commutativit~ des carr6s 4.4.4 . Comme l'isomorphisme de dualit6 

ci-dessus est compos~ de la fl6che canonique (SGA 4 XVIII 3.1.9.5) 

fi~RHom(Li,Kx__ .) ------> RHom(fi~Li,fi~Kx ) et de la fl&che d~duite de la fl~che d'ad- 
1 

> Ky. , il suffit de voir que le carr~ suivant commute 

(4.4.5) 

1 

L ( 1 )  
fi¢,RHom(Li,K X ) ® fi~,Li > fi,~KX. 

"(3) i ~ ~ Id x 

L (2) 
RH°m(fi¢~L i, fi{.Kx. ) ~ fi¢~Li > fi¢~Kx. , 

l l 

oN (I) est la fl~che (I) de 4.4.4, (2) la fl~che d'@valuation, et (3) le 

produit tensoriel par fi¢~Li de la fl~che canonique qu'on vient de mentionner. Or, 

plus g~n~ralement, pour toute fl~che N i > f~,L i de Dctf(X i) , i.e. toute 

u 
fl&che L i > N i de type 1 au-dessus de f. le triangle 

fi¢~RHom(Li~Kxl) ~ N. 

L 

RHo___~m(Ni,fi¢~K X ) ® N i > fi¢~Kx. 
i l 

d4duit de 4.4.5 commute : on peut en effet, par fonctorialit4, supposer que 

L i = f~N.l l , u ~tant donn4 par l'identit4 de L i ", la fl~che 

fi'~H°m(Li'Kx" i ) > RHom(Ni,ficKxi) est alors l'inverse de l'isomorphisme de dua- 

lit4 triviale, et la commutativit4 du triangle se v4rifie imm4diatement au niveau 

des complexes, en r4solvant N i platement et KX. injectivement. 
i 

b) Commutativit4 de (A). Se reportant & la d4finition de 3.7.3, on voit 

qu'il suffit de v4rifier cette commutativit4 dans chacun des cas suivants : 

(i) X i = Yi ' f'l = fl~che identique de X i ; (ii) les faces lat~rales de 4.4.0 

sont cart~siennes. Plagons-nous dans le cas (i). Le carr~ (A) est le bord ext~rieur 

du diagramme 
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L L L 
~, ''P c"!Q) > c~c' (P ® Q) 

(8) A 1 A 2 (9) 
L L 

d~ed'Up ® d~',~d"UQ ~ > d (a ' L ! ''P ®X d''!Q) > d~d'(P ® Q) 

dans lequel les isomorphismes horizontaux de A 1 sont des isomorphismes de Kunneth, 

les fl~ches horizontales de A 2 sont donn@es par 4.2.1, et la fl&che verticale m@- 

,! L Up L UQ 
diane est d@duite par application de d~ de la fl&che gu (c "P ~X c''UQ) --> d' ®X d" 

d@finie, via KUnneth, par le produit tensoriel externe des fl~ches d'adjonction 
! ! ! ! 

f!'c''P > d''P , f~c"'Q, > d"'Q . Or ces fl&ches d'adjonction et les fl~ches 
! ! 

'd''P , d~d"'Q d@finissent des triangles commutatifs de flgches identiques de d U 

de type 3 (1.4) 

c' Up c,,UQ 

, ,U tp dud P ~ d ' d '~d"'Q < 

au-dessus de 

X < D' X ~ D" 

Par produit tensoriel externe (sur X), ces triangles fournissent un triangle commu- 

tatif L 
f t 

, ,U ~ L i 
dud P ~ ' 'P ~X d" Q 

au-dessus de 

C Ig 
X< D 

La cormnutativit~ de ce triangle ~quivaut & celle du carr~ d~duit de A 1 en inver- 

sant les fl~ches horizontales. On a d'autre part des triangles commutatifs de fl~ches 

de type 3 
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c' !P c"?Q 

P < d' 'P , Q ~ d" Q 

d6finis par les fl&ches identiques de d'!P , !P , d"!Q 
! 

c' , c"'Q . Par produit 

tensoriel externe, on en d~duit un triangle commutatif 

! L 

c' P ®X c''fQ 

P ® Q < d''P ~X d"'Q 

qu'on peut interpreter comme un morpbisme de fl&ches de type 3 au-dessus de 

g : C >D : 

L " ! L 
c"!Q > c'(p ~ Q) c"P,~ x 

L 
d'!P ®X d"!Q > d~(P ® Q) 

ou encore comme un carr~ commutatif au-dessus de D : 

! L ! L 

g~(c''P~x c"!Q) > g c'(P ~ Q) 

L L 
d'!P ®X d"!Q > d (P ® Q) 

Mais le carr~ d~duit de ce dernier par application de d~ n'est autre que A 2 , 

d'o~ la commutativit~ de (A) dans le cas (i). Ii reste & traiter le cas (ii). 

Les faces de 4.4.0 contenant f ~tant cart~siennes, les fl&ches 

f~c'!P > d'!f P , f~'~c"VQ > d" f~Q (3.7.3) sont des isomorphismes. Leurs 
! ! ! ! 

inverses d~finissent des fl&ches de type i c''P > d''f~P , c"'Q > d"'f~Q 

au-dessus de f' , f" , d'e~ , par image directe, des carr~s commutatifs de fl~ches 

de type i 
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! ! 

c$c~' p < c 'iP 

, ,! d ,! d~d P < "f~,~P 

! ! 
c"c" 'Q ~ c"'Q 

d;;d"!Q ~ d"f Q 

au-dessus des faces de 4.4.0 contenant 

carr~ commutatif de Dctf(Y) 

L 
' ' ! d'~'~d" ! f~Q d~d f~p ® 

(4.4.6) *~ 
! L ! 

f~c~'c''P ® f c"c"'Q 

f . Par produit tensoriel, on en d~duit un 

! L 
> d,~(d''f¢~P ~y d"!f.Q) 

!pL ! 
> d g~(c' ®X c"'Q) 

o~ la fl~che verticale de gauche est l'inverse de (8), les fl~ches horizontales sont 

donn@es par KUnneth, et la flgche verticale de droite par produit tensoriel externe 

sur Y des fl~ches f~c'*P > d''f~P , f"c"'O~ ~ > d"'f~Q . Le m@me produit 

tensoriel d~finit la fl~che verticale de gauche du carrE 

(4.4.7) 

L r L 
d'!f.P ~y d"!f.Q > d'f ~(P ® Q) 

g~(c '! c"!Q) > g~c'(P ® Q) 

o~ la fl&che verticale de droite est 3.7.3, et les fl&ches horizontales sont dEfinies 

par 4.2.1 . Le bord extErieur du diagramme compose de 4.4.6 et de d~(4.4.7) est 

le carr~ d@duit de (A) en inversant les fl~ches verticales. II suffit donc de 

prouver que 4.4.7 commute, en d'autres termes que les fl&ches 4.2.1 
! L ! L I L L 

e' P ~X c"'Q ~ c!(P ® Q) , d"f~P ~y d"' ! "f~Q > d' f¢~(P @ Q) d@finissent un 
! L L L L 

morphisme de c''P ®X c''!Q > d'!f.P ~y d ''! f ! f.Q dans c'(P ® Q) > d'f (P ® Q) , 

considErEes comme fl~ches de type 1 au-dessus de g , Par adjonction, on est ramenE 

v~rifier que les produits tensoriels de fl~ches d'adjonction 

,! L "c"!Q L , L d"d" ! L 
------>p ® Q d~d '! c~c P ® c~ , 'f~P ® ~ "f Q ------> f~P ~ f~Q dEfinissent un 

morphisme, entre fl~ches de type 1 au-dessus de f , du produit tensoriel des fl~- 

, ,! ! C~C,, !Q ches c c P ---> d~d''f~P et 

des fl~ches P > f~P et Q > f~Q 
! 

'c"P > p fl~ches d'adjonction c~ 

! r v ! me de c~c''P > d~d f~P dans P 

> d~d"!f Q dans le produit tensoriel 

. Ii suffit pour cela de verifier que les 

f 
'd'f~P > f~P dEfinissent un morphis- d~ 

> f P , ainsi que l'assertion analogue 
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avec (c",d") . On peut se borner au cas de (c',d') , l'4nonc4 4tant le m~me dans 

les deux cas. II s'agit de voir que le triangle 

! 
clc ~ f~ ~ "p 

o~ les flgches horizontale et oblique sont donn4es par les flgches d'adjonction et 

la fl~che verticale par l'isomorphisme 3.7.3, est commutatif. Compte tenu de la d4- 

finition de 3.7.3 (SGA 4 XVIII 3.1.12.3) comme transpos~e d'un isomorphisme de chan- 

gement de base, on est ramen4, en appliquant le foncteur Hom(R,-) 

(R 6 ob Dctf(Y)) , g v4rifier la commutativit4 du carr4 

' ~f ~R i 
c ~c I d > c ~ f ~d ' "~'R 

f R b f~"d'd'~R 

o~ la fl~che verticale de gauche (resp. horizontale inf4rieure) est d4finie par la 

fl~che d'adjonction 1 > c~c '~ (resp. 1 > d~d '~) , et la fl~che verticale de 

c'f '~ . Or ce carr4 droite par l'isomorphisme de changement de base f~d~ > ~ 

commute par d4finition m~me de la flgche de changement de base. La commutativit4 de 

(A) est donc 4tablie, ce qui achgve la d4monstration du th4or~me. 

Corollaire 4.5 - Sous les hypotheses de 4.4, on a un carr~ commutatif 

Hom(c{~-Ll,C~.L2 ) ® Hom(c~{~2,c~Ll ) 4.2.5 > HO(C,Kc ) 

3.7.6 ~ 3.7.6 \I! i g~ 

v~ ! 42 -- Hom(di4~f I L.,d''f^ L_) ~ Hom(d"~f_ L_,d" f_ L-) " .5> HO(D,~) 

oj g~ 

on a 

! 
est d~fini par la fl~che d'adjonction g~K C = g~g'K D > K D 

En d'autres termes, pour u E Hom(ci~Ll,C~L 2) , v E Hom(c 2''~L2,c I''!L I) 
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(4,5.1) < f~u,f~v > = g~ < u,v > 

Pour tout S-schgma propre t : T > S , notons 

(4.6) ~T : H°(T'KT) > H°(S'Ks) = H°(S'A) 

la fl~che d~finie par la fl~che d'adjonction t!K T > A 

Corollaire 4.7 - (Formule de Lefschetz-Verdier). 

posons ~ue Y1 = Y2 = S = D' = D" 

v E Hom(c~%2,c~!L I) , on a 

(4.7.1) < u~,v~ > = 

o__~ u~ E Hom(fl~Ll,f2~L 2) , 

Sous les hypotheses de 4.4, sup- 

. Pour u E Hom(c{~L I, c2"L 2)'! , 

"•C < u,v > 

v~ E Hom(f2~L 2 , f l o ~ l  ) sont les homomorphismes d4- 

duits de u, v par image directe sur S (3.7.6) , et < u~,v~ > = Tr(uwvw) = Tr(v~u~) 

est le cup-produit, au sens de (SGA 6 1 8.3), des homomorphismes de complexes par- 

faits u~ , v~ (4.1.5) 

Compte tenu de 3.6.5, on a en particulier : 

Corollaire 4.8 - Soient t : T > S u___n S-sch4ma propre, A c T ×S T la diagonale, 

F : T > T u n S-endomorphisme de T, T F = (graphe de F) X(T XS T)~ le sch4ma des 

points fixes de F , L E ob Dctf(T) , u E Hom(F~L,L) une correspondance de L ~_ 

L & support dans le graphe de F , I E Hom(L,L) la correspondance identique, ~_ 

support dans g (3.2 b)). Alors on a 

Tr(u~) =IT F < u,l > 

o~_~ u~ est l'endomorphisme de t~L c0mpos4 de t~L > t~F°~L (image inverse) et 

de t~u : t~F0~L > t~L 

Des remarques de 3.2 a) et 3.6 on d4duit d'autre part : 

Corollaire 4.9 - Sous les hypotheses de 4.7, on suppose £ue 

purement de dimension relative r i , et que C' (resp. C") 

X. est lisse sur S 
1 

est un sous-sch~ma 
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ferm~ de X fini et de tot-dimension finie sur X 2 (resp. X I) . Soient 
2r 2r 

c~(C') ~ HC,I(x,A(rl )) , c6(C") E HC,,2(X,A(r2 )) les classes de cohomologie de 

C' __et C" , c ~ ( C ' ) ~  E Hom(Rfl~A,Rf2~A)~ s , c~ (C" )~  E H o m ( R f ~ , R f l ~ A )  l e s  homo- 

morph i smes  c o r r e s p o n d a n t s  (3 .2  a)  , 3 . 7 . 6 ) .  On a a l o r s  : 

< cZ~(C')~ , cZ(C")~>  =JC e~fC)cg(D)  , 
' N C" 

o~ 
2(rl+r 2) 

c~(C) c~(D) E HC,NC, (X,A(rl+r2)) = H°( C' n C",K(c~ N C") ) 

est le cup-produit habituel. 

Compte tenu de 4.3, on a en particulier : 

Corollaire 4.10 - Sous les hypoth&ses de 4.9, supposons que C' n c" soit fini. 

Pour z E C' n c" notons (c'.c") l'image dans A de la multiplicitfi d'in- 
Z 

tersection de C' et C" en z . Alors on a 

< e Z ( C ' ) ~ , c ~ ( C " ) ~ .  > = E C' N C" ( C ' . C " )  z 

4.11 Sous les hypoth&ses de 4.9, on a en g~n~ral 

(4.11.1) < c Z ( C ' ) ~ , c Z ( c " ) ~  > =  z > E  ~ ( c '  fl c ' i ) ( c Z ( C ' ) c Z ( c " ) ) z  ' 
O 

o5 ~o(C' N C") d~signe l'ensemble des composantes connexes de C' n C" , et 

la restriction de c£(C')c£(C") & H°(Z,Kz ) . Lorsque Z est une ( c Z ( C ' ) e ~ ( C " ) )  z 

composan te  de d i m e n s i o n  ~ 1 , le  c a l c u l  de ( c ~ ( C ' ) c £ ( C " ) )  z pose  des  probl&mes ,  

du f a i t  q u ' o n  e s t  dans  une s i t u a t i o n  " e x c g d e n t a i r e " .  Si  Z e s t  l i s s e ,  pu r eme n t  de 

d i m e n s i o n  d , s i  C' e t  C" s o n t  l i s s e s  au v o i s i n a g e  de Z , e t  s i  X e s t  p r o -  

j e c t i f ,  on p e u t  m o n t r e r  q u ' o n  a 

(4.11.2) ~z(C~(C')c~(C"))Z = ~(Nz) , 

oN N Z est le faisceau localement libre de rang d d4fini par la suite exacte de 

fibr4s normaux 
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0 > NZ/C, ~ NZ/C, > NZ/X > N Z > 0 , 

et Cd(N Z) E H2d(z,A(d)) d~signe sa d-i~me classe de Chern (SGA 5 VII) (utiliser 

(SGA 6 XIV 6.3) pour se ramener gun calcul de nombre d'intersection en K-th~orie, 

et appliquer (SGA 6 VII 2.5), cf. ([I0] 4.1) ; l'hypoth~se de projectivit~ est sans 

doute inutile). 

Soient T un S-schema projectif lisse, prenons comme correspondance C' 

(resp. C") le graphe d'un S-endomorphisme F (resp. de la diagonale), et supposons 

que le schema des points fixes T F = C ~ ~ C" soit lisse. Le faisceau N(TF ) 

ci-dessus n'est autre que le faisceau tangent ~ T F , de sorte que 4.11.2 impli- 

que, par la formule de Gauss-Bonnet (SGA 5 VII 4.9), l'analogue d'une formule bien 

connue des topologues : 

(4.11.3) 

o~ EP(T F) 

g~om~trique au-dessus de 

Tr(F,Rr(T,A)) = EP(T F) , 

d~signe la caract~ristique d'Euler-Poincar~ de 

s (loc.cit). 

T F pour s un point 
s 

Le calcul de (c4(C')c~(C")) Z pour une composante Z de dimension ~ I , 

non lisse, n'a pas ~t~ abord~ en g~n~ral, du moins ~ la connaissance du r~dacteur. 

4.12 Dans la situation de 4.7 , soit z un point isol~ de C , de projection 

z. sur X. , a' (resp. a") sur C ~ (resp. C"), et soit z un point g~om~trique 
i i 

au-dessus de z , d'image ~i au-dessus de z.l " On suppose que c 2' (resp. c'~) 

est quasi-fini et plat en a' (resp. a") que L. est parfait au voisinage de z. 
i i 

et que u (resp. v) est donn~ au voisinage de a' (resp. a") par 

, v~ ,~ ,~ ,, ,,~ > LI Trc~ : c2!c2 ~2 ---->L2 et s E Hom(c I LI,C 2 ~2 ) (resp. Tr¢~ : Cl!C 1 L I 

et t E Hom(c 2 L2,e ILI)) . Notons s~ E Hom(LI~I,L2~ 2) (resp. t~ E Hom(L2~2,LI~I)) 

l'homomorphisme d~duit de s (resp. t) par passage aux fibres. Notons encore, comme 

en 3.2 a) , c6(c') (resp. c6(c")) la correspondance de X I ~ X 2 (resp. X 2 

X I ) d~finie, au voisinage de a' (resp a") par c 2 (resp• c I) et (C'.C") 

le terme local < c$(c'),e6(c") >z correspondant (~gal ~ l'image dans A de la 
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multiplicit~ d'intersection de C' et C" en z quand C' et C" sont des 

sous-sch4mas ferm4s de X , avec X 1 et X 2 lisses). On a alors 

(4.12.1) < u,v >z = (C'.C")z < s~,t~ > 

Cela r4sulte en effet facilement de 4.2.6 . 

4.13 Si T est un schema sur S , notons DF(T) la cat~gorie d~riv~e filtr~e 

des complexes de AT-MOdules ~ filtration finie ([9] V i) , DFctf(T) la sous- 

cat~gorie pleine form~e des L tels que gr(L) E ob Dctf(T) . La sorite de com- 

patibilit~ des foncteurs d~riv~s filtr~s au passage aux gradu~s associ~s entralne 
L ! 

que DFct f est stable par les six operations f~, f~ , f!, f', ~ , RHom . Les 

d~finitions et r~sultats des num~ros precedents sont valables, mutatis mutandis, 

dans DFct f . L'accouplement 4.1.2 est compatible au passage aux gradu~s associ4s 

(K X ~tant considgr~ comme muni de la filtration triviale), et il en r~sulte qu'avec 

les notations de 4.2.5, on a, pour L i E ob DFctf(X i) , u E HOmDF(C~ l,c2L 2)! , 
! 

V E HOmDF(d~ 2 diL 1 ) , l'~galit~ suivante dans H°(E,KE ) : 

i i 
(4.13.1) < u,v > = F < gr u,gr v > 

i 

Comme Deligne le fait observer, cette remarque s'applique notamment ~ la 

situation envisag4e par Langlands darts ([13]§7). Les correspondances qu'il consi- 

d~re dans (loc. cit. 7.11) pr4servent en effet, pros des points fixes, des filtra- 

tions finies sur les faisceaux avec gradu4s associ4s induisant sur le localis4 

strict en l'image d'un point fixe soit un faisceau constant soit un faisceau cons- 

tant sur le compl~ment du point ferm4 prolong4 par z4ro. Le calcul des termes lo- 

caux se ram~ne facilement, par 4.13, g 4.12.1 et au cas de faisceaux concentr4s sur 

les points ferm4s images des points fixes, cas qu'on traite directement. Appliquant 

4.7, on obtient la formule de lefschetz requise dans ([13] 7.11). Signalons que 

l'4nonc4 g4n4ral (loc. cit. 7.12) est vrai, la d4monstration, plus d41icate, sera 

donn4e dans III B . 
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5. Compl~ments. 

5.1. Duale d'une correspondance. 

Soient, pour i = 1,2, X i un S-schema, X = X I ×S X2 ' Pi : X ----> Xi 

les projections, L i E ob Dctf(X i) . Toute correspondance cohomologique u de L 1 

T 
L 2 donne, par application de D X et identification de DP2 ~ p~ , 

! 
Dp{ ~ piD , une correspondance Du de DL 2 ~ DL 1 , dite dnale de u . En 

d'autres termes, D d~finit un homomorphisme 

(5.1.i) D : Hom(P~l,P~L 2)._ -----> Hom(p~L 2,piDLl)' 

On v~rifie que 5.1.1 provient, par application de H°(X,-) , de l'isomorphisme 

(5.1.2) ' R_Hom(p~L2,PiDLl) D : RHom(P~l,P2L 2) ------> 

rendant commutatif le carr~ 

(5.1.3) 
L ! 

p~DLI ~ P~L2L 3.1.1 > RHom(p{LI,P2L2 ) 

p~DDL2 ® p~DL I 3.1.1 > RHom(p~DL2__ ,piDLl' 

o~ la fl~che verticale de gauche est compos~e de l'isomorphisme de sym~trie et de 

celui d~fini par l'isomorphisme de bidualit~ L 2 > DDL 2 . Ii d~coule ais~ment des 

d~finitions que le carr~ ci-apr~s est commut~tif 

(5.1.4) 
L 

RHoms(LI,L2) ® RHoms(L2,LI) 4.1.3 > KX 

D®D Id 

L 
RHoms(DL2,DLI) ~ RHOms(DLI,DL2) 4.1.3 >K X 

Soit c : C 

application de 

> X un S-morphisme, posons c i = pi c 
! 

e.c" (3.2.1), un isomorphisme 

; on d~duit de 5.1.2, par 

(5.1.5) D : Hom(c{L I ! N ! • c2L I ) > Hom(c~L2,ciDL I) , 

dont on v~rifie qu'il s'identifie ~ celui donn~ par application du foncteur D X at 
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! ! 
les identifications de Dc~ g ciD et Dc2 ~ c~D . Si c' : C' > X , 

c" : C" > X sont des S-morphismes, il d~coule de 5.1.4 que l'on a, pour 

u E Hom(c~L I '! ~ • ,c2'L 2) , v ~ Hom(~2,~L2,c ~ L I) , 

(5.1.6) < u,v > = < Du,Dv > , 

avecla notation de 4.2.5 . 

On v6rifie d'autre part que, dans la situation de 3.3, le carr6 suivant 

est commutatif 

(5.1.7) f ~RHo__~m S (L I , L2 ) 3.3. i > RH°ms ( fl ! LI ' f2 ~'L2 ) 

f~RHom S (DL 2 , DL I ) 3.3.1 > RHom$ ( f2 ! DL2 ' f I~DLI ) 

et par suite que, dans la situation de 3.7.6, on a 

(5.1.8) f~Du = Df u 

5.2 Composition de correspondances. 

Soient, pour i = 1,2,3, X iun S-schema, Xij = X i XS Xj , 

X = X 1 ×S X2 XS X3 ' Pi : X > Xi ' Pij : X--> Xij les projections, 

L i E ob Dctf(X i) . On a X = XI2 XX2 X23 , et 

L L 

(DLI ~S L2) ®X 2 
L L L L 

(DL2 ®S L3) = P~'DLI ® P~L2 ® P~DL2 ® P~L3 

L 
La fl~che d'~valuation L 2 ® DL 2 -----> KX2 d~finit donc un accouplement 

L L L v L 
(5.2.1) (DLI ®S L2) ®X 2 (DL2 ®S L3) > PiB(DLI ®S L3) ' 

L L 
le second membre ~tant identifi~ ~ (DL1 ®S L3) ®S KX 2 par KUnneth (1.7.3). Compte 

tenu de 3.1.1, 3.1.2, on peut r~crire 5.2.1 sous la forme 

L 
(5.2.2) RHoms(LI,L 2) ®X2 

! 

RHoms(L2,L 3 ) ---->PI3RHoms(LI,L3 ) = RHo (p  l,p L 3) 
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l'identification au second membre ~tant donn~e par l'isomorphisme d'induction (SGA 

4 XVIII 3.1.12.2)), d'o~ un accouplement, dit composition des correspondances, 

! 

(5.2.3) HOms(LI,L 2) ~ Homs(L2,L 3) > Hom(p~Ll,P3L 3) , 

que l'on notera (u,v) I > vu . On v~rifie que, si Pij,i : Xij --> Xi et 

Pij,j : Xij > Xj d~signent les projections, 5.2.2 peut aussi s'obtenir par com- 

position de la fl~che 

L ! 
RH°ms(LI'L 2) ®X2 RH°ms(L2,L 3) > RHom(pI~LI,P~2Pi2,2L2 ) _  

! ! 

RHom(P23P~3 ' 2L2 , P3L3 

! 

(produit tensoriel des fl~ches canoniques PJ~^RH°ms(LI'L2)zL -- > RH°m(p~LI'P~2PI2,2L2 ) 
! , t 

et P~BRHOmS(e2,e3 ) > RHom(P23P~3,2L2,P3L3)) , de la flgche d~finie par la fl~ehe 
! ! 

de changement de base p~2P12,2L2 > P23P~3,2L2 , et d'une flgche de composition 

habituelle sur les RHom. 

Soient c' : C' -> XI2 , c" : C" ---> X23 des correspondances, et 

c : C = C' ×X2 C" > X la correspondance "compos~e". On d~duit de 5.2.2 (on l'on 

d~finit directement, par une composition analogue ~ celle qu'on vient de d~crire) 

un accouplement 

L t 
(5.2.4) RHom(c]~eL4,ci'L~)i i z 2 ~X 2 RH°m(c~2'c~'L3) -----> RH°m(ci~Ll'C3L3)-- ' 

d'o~ un accouplement " composition" (u,v) ~vu : 

(5.2.5) Hom(c~L I '' "~' " ! Hom(c~L I ,c 2 L 2) ~ Hom(c 2 ~2,c3 L 3) > ,c~L 3) 

On v~rifie que la composition des correspondances est compatible aux images 

directes, dans le sens suivant. Soient, pour i < i < 3 , f. : X. ~ Y. un I i i 

S-morphisme, f2 ~tant propre, c', e", c des morphismes co,he ci-dessns, avee c' 

et c" propres, d' : D' > YI2 , d" : D". ~ Y23 des morphismes propres, 

d : D = D' ~X~" 2 D" ----->Y , et des carr~s commutatifs 
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--" C" X12 C X23~ 

YI2 < D ' Y23-. ~ D" 

On a alors un carr4 commutatif 

(5.2.6) Hom(c{~LI,C~!L2 ) ~ Hom(c~L2,c~!L3 ) 5.2.5 > Hom(c{LI,C3L3) 

f12~ ® f23~+ ~ [ fI3~ 

Hom(d{~,d~!~) ® Hom(d~:~,d3 ,~) 5.2.5 > Hom(d{~,d3M3 ) 

ON ~ = fl!Ll , ~ = f2~L2 ' ~ = f3~ , et un carr~ co~nutatif analogue avec 

des RHom, que le lecteur ~crira. 

Enfin, supposons que X 1 = X 3 , L 1 = L 3 . L'accouplement fondamental 

4.1.2 peut s'interpr~ter comme le compos~ de l'accouplement 

L L L L L 
(5.2.7) q{DLI ~ q~L2 ® q~DL2 ® q~Ll > q~DLI ® q~x 2 ® q~l 

L 
d~fini par L 2 ® DL 2 > KX2 , ou, ce qui revient au m~me, induit par 5.2.1 sur 

XI2 via la diagonale XI2 > X1 ×S X2 ×S X1 (qi : XI2 > X i d~signant la 

projection), et de l'accouplement 

(5.2.8) 
L L 

q{DLI ~ q';2Kx2 ~ ql~L1 > ~12 

d~fini par DL I ® L I > KXI . II en r4sulte que, pour u C HOms(LI,L2) , 

v E HOms(L2,L I) , on a, dans H°(XI XS X2, KXI XS X ) , 

(5.2.9) < u,v > = < vu,l > , 

o~ i d~signe la correspondance identique de L 1 ~ L I sur XI ×S XI ' ~ 

support dans la diagonale (3.2 b)), et le cup-produit au second membre est pris au 

sens de 4.2.5 , compte tenu du fait que le produit fibr~ X ×(XI ×S XI)× X1 (par 

PI3 : X > XI3 = X1 ×S X1 et la diagonale X I > XI ×S XI) s'identifie 

X 1 X S X 2) . On voit de m~me, plus g~n4ralement, que, si c' : C' > XI2 , 

c" : C" -------> X21 sont des correspondances, c : C = C ×X2 C" ~ X 1 ×S X2 XS X1 la 
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correspondance compos~e, et d : C' ×X C" = D > XI2 la correspondance inter- 
f12 

'~ '~ , Hom(c~L2, ~L I) , l'~galit~ section, on a, pour u E Hom(c I ~i,c2 L 2) v E c 

suivante dans H°(D,KD ) 

(5.2.10) < u,v > = < vu,l > , 

o~ 1 d~signe comme ci-dessus la correspondance diagonale, et D est identifi~ au 

produit fibr~ de C > XI ×S XI et la diagonale X I > XI ×S XI . Les for- 

mules 5.2.9 et 5.2.10 g~n~ralisent une formule bien comme dans le cas des coeffi- 

cients constants ([12] 1.3.6 (ii) c)). 

5.3. Produit tensoriel externe de correspondances. 

Soient, pour I < i < 4 , X i un S-schema, X = X I ×S X2 XS X3 XS X4 

Xij = X i X S Xj , L i E ob Dctf(X i) . L'isomorphisme de KUnneth (1.7.6, 2.2.4) 

L L 
DLI ®S DL3 ~ > D(LI ®S L3) 

d~finit un isomorphisme sur X 

(5.3.1) 
L L L L L L 

(DLI ®S L2) ~S (DL3 ®S L4) ~ > D(LI ~S L3) ®S (L2 ®S L4) ' 

qu'on peut, d'apr~s 3.1.1, r~crire sous la forme 

L 
(5.3.2) RH°---~ms(LI'L2) ®S RH°ms(L3'L4 ) 

L L 
> RH°--ms(LI ®S L3'L2 ®S L4) 

D'o~ un accouplement, dit produit tensoriel externe, 

L L 
(5.3.3) H°ms(LI'L2) ~ H°ms(L3'L4) > H°ms(LI ®S L3'L2 ®S L4) ' 

L 
qu'on notera (u,v) I > u ®S v . L'accouplement 5.3.2 peut aussi s'interpr~ter comme 

compos~ du produit tensoriel externe 

L L L 
RH°m(EI'E2) ®S RH°m(E3'E4) ~ > RH°m(EI ®S E3'E2 ®S E4) 

(o~ E 1 ~ = Pl2,1Ll , etc., avec des notations ~videntes) et de 1 isomorphisme d~fini 
L L 

par KUnneth E2 ~S E4 > P24(L2 ®S L4) (1.7.3) 
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$oient 

c : C = C' ×S C" 

ou l'on d4finit de mani~re analogue, un accouplement 

(5.3.4) RH°~(c~LI ,! L ! ' c2'L2) ®S RH°m(c~L3'c~ L4) 

, c" C" c' : C' > XI2 : > X34 des correspondances, 

> X = XI3 X S X24 la correspondance produit. On d4duit de 5.3.2, 

d'o5 un accouplement produit tensoriel externe, (u,v) ! 

(5.3.5) 

L L ! 

-----> RH°m(c~3(Ll ®S L3)' c24(L2 ®S L4)) ' 

L 
> u ®S v 

r ! f . ~  H°m(cl~Ll' c2 L2) @ H°m'c3 ~3' c~!L4) 

L L ! 
> H°m(c~3(LI ®S L3)' c24(L2 ®S L4)) 

On v4rifie que ces accouplements sont compatibles aux images directes, dans 

le sens suivant. Soient, pour i < i < 4 , f. : X. > Y. un S-morphisme, 
i l l 

c r , c" c' c" d r D r , c comme ci-dessus, avec et propres, : > YI2 ' 

d" : D" > Y34 des morphismes propres, d : D = D' ×S D" > Y = YI2 ×S Y34 

et des carr~s commutatifs 

X12< C ' X34 < --C" 

Y12 ~ Dr Y~4 < D" 

On a alors un carr4 cor~nutatif 

(5.3.6) Hom(e I Ll,C 2 L 2) ® Hom(c~L3,c~tL 4) 

I 

f12 ~ f34 

r! ! Hom(d~Ml,d2"M2 ) ®Hom(d~M3,d~'M 4) 

o~ M i = fi!Li si i = 1,3 et fi~i sinon, 

(On a aussi un carr4 analogue avec des RHom). 

5.3.5 

5.3.5 

! 

> Hom(c~3L13,c24L24 ) 

f13,24~ 

! 

> Hom(d~3~3, d24M24) , 

L L 
Lij = Li ®S Lj , Mij = M i ®S M.3 
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Supposons que X 3 = X 2 , X 4 = X I , L 3 = L 2 , L 4 = L I . Un raisonnement 

analogue g celui du dernier alin~a de 5.2 montre que, pour u E HOms(LI,L 2) , 

v E Homs(L2,L I) , on a 

L 
(5.3.7) < u,v > = < u ®S v , i > , 

o~ 1 d4signe la correspondance diagonale de LI2 ~ LI2 sur XI2 , et le 

cup-produit au second membre est pris au sens de 4.2.5 . Plus g4n4ralement, si 

o' : C ~ > X12 , c" : C" > X21 sont des correspondances, leur "intersection" 

C = C' ×XI 2 C" sridentifie au produit fibr~ de 

de la diagonale XI2 ------>X , et l'on a, pour 

v E Hom(o~2,c~wL I) , l'~galit~ suivante dans 

L 
(5.3.8) < u,v > = < u ®S v , I > , 

C' ×S C" >X = XI2 ×S X21 
! 

n ~ Hom(c~l,C~'L 2) , 

H°(C,Kc ) 

et 

o~ I d~signe comme ci,dessus la correspondance diagonale. On a donc deux proc~d~s 

"diagonaux" (5.2.10, 5.3.8) pour le calcul du "terme local de Verdier" < u,v > 
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6. Appendice. Formule de Lefschetz pour les faisceaux coh~rents. 

Dans ce num@ro, S d~signe un shc~ma noeth~rien. Les S-schemas consid~r~s 

seront supposes s~par~s et de type fini. Rappelons que, d'apr~s Nagata, tout 

S-morphisme entre de tels schemas est compactifiable, i.e. se factorise en une im- 

mersion ouverte suivie d'un morphisme propre. Pour tout S-sch6ma X 

D(X) la cat6gorie d~riv6e de celle des O__x-MOdules. 

6.1 Rappelons ([8] App.)que pour tout S-morphisme f : X > Y , on dispose 

d'un foncteur fT : D+(Y) > D+(X) (et d'isomorphismes de transitivit6 

l I y 
(gf)' = f g pour un compos£ gf , avec condition de cocycle). Pour f propre, 

! D+(X)coh D+(Y)coh f est "adjoint" ~ droite du foncteur f~ : > (l'indice 

"coh" d6signant la sous-cat6gorie pleine form6e de complexes ~ cohomologie coh~- 

rente), cette adjontion se pr~cisant en un isomorphisme 

(6.1.1) f{~RHo___mm(E,f!F) ~ > RHom(f~,E,F) 

pourEEob D(X)coh,F EobD+(y) , d6fini de mani~re analogue A l'isomorphisme (SGA 4 

XVIII 3.1.9.6) . Les consid6rations de ([8] App.5), jointes au th6or~me de dualit6 

pour l'espace projectif, montrent que, si 

on a un isomorphisme canonique 

(6.1.2) f L ~ ~ f~-L (9 y[d] ; 

si de plus f est propre, la flgche 

d d (6.1.3) Trf : f~}(f~L ~ f~X/y[ ]) 

d~duite, par 6.1.2, de la flhche d'adjonction 

phisme trace ([8] VI). 

, nous noterons 

f est lisse, purement de dimension d , 

> I , cogncide avec le mor- 

>L 

! 
f~f" 

6.2 Contrairement ~ ce qui se passe dans le cas des coefficients discrets, il 

n'y a pas ici de sous-cat~gorie raisonnable de D stable par "les six operations" 
L 

(f~,f~,f',f!,(9 , RHo___mm) . La notion de finitude la plus naturelle semble ~tre celle 

de perfection relative (SGA 6 III 4). Si X est un S-schema, et L E ob D(X) , 
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rappelons qu'on dit que L est parfait rel. ~ S si L est de tor-dimension finie 

rel. ~ S et ~ cohomologie coh4rente. Nous noterons D(X)parf/S la sous-cat4gorie 

pleine de D(X) form4e des complexes parfaits rel. ~ S . Elle n'est stable en 
L 

g4n4ral ni par ® ni par RHom . Cependant, si E est parfait (au sens absolu), 

et F parfait rel. ~ S, RHom(E,F) est parfait rel. g S (SGA 6 III 4.9). D'autre part, 

soient, pour i = 1,2, X i un S-sch4ma~ L i E ob D (Xi) " Nous poserons, comme 1.5, 

L L 

LI ®S L2 = Lp~LI ® LP2~2 ' 

o~ Pi : XI ×S X2 > X i est la projection. La consid4ration de cet objet n'est 

raisonnable que si X 1 et X 2 sont tor-ind~pendants sur S , i.e. (SGA 6 III 1.5) 

S si Tori(O_x,O_y) = 0 pour i # 0 . Supposons qu'il en soit ainsi : alors, si L 1 
L 

et L 2 sont parfaits rel. g S , il enest de m~me de L1 ®S L2 (SGA 6 III 4.7). 

Soit f : X > Y un S-morphisme. Si f est propre, on a 

f~D(X)parf/SC D(Y)parf/S (SGA 6 III 4.8). Si f est de tor-dimension finie, on a 

I 
f~D(Y)parf/S C D(X)parf/S (SGA 6 I I I  4 .5 ) ,  e t  f 'D(Y)par f /S  c D(X)parf/S (SGA 6 

I I I  4 .9 ) .  

Pour tout S-sch4ma a : X > S , nous poserons 

! 
(6.2.1) K X = a'O S , 

et noterons D X (ou simplement D ) le foncteur RHom(-,K X) . Si X est de tor- 

dimension finie sur S , K X est parfait rel. ~ 8 et, pour tout 

L E ob D(X)parf/S , on a DL E ob D(X)parf/S , et la fl~che canonique L > DDL 

est un isomorphisme (SGA 6 III 4.9). 

Soient f : X > Y un S-morphisme, L E ob D(X) , M E ob D(Y) . Si 

f~M est d4fini (par exemple si M E ob D-(Y) , ou si f est de tor-dimension finie), 

on posera 

Hom~I)(L,M) = Hom(f~M,L) , Hom~2)(L,M) = Hom(L,f~M) 

Si f'M est d~fini (par exemple si M E ob D+(Y) , ou si f est lisse, ou fini 
! 

et de tor-dimension finie, ou compos~ de tels morphismes, car dans ces cas f" se 
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prolonge, par 6.1.1, 6.1.2 en un foncteur d~fini sur la cat~gorie D(Y) toute en- 

tigre), on posera 

Hom~3)(L,M) = Hom(L,f!M) , Hom~4)(L,M) = Hom(f!M,L) 

Lea ~l~ments de Hom$i)(L,M) s'appelleront, comme en 1.4, fl~ches de type i 

de L dana M au-dessus de f (ou f-fl~ches de type i de L dana M). On 

laisse au lecteur le soin d'expliciter la composition des fl~ches de type i , 

pour i fix~, et lea categories fibr~es et cofibr~es correspondantes. Rappelons 

seulement lea formules d'adjonction partielle Hom$1)(L,M) = Hom(M,f~L) ( pour 

• (3) 
M E ob D-(Y) , L E ob D+(X)) , uomf (L,M) = Hom(f~L,M) (pour f propre, 

L E ob D(X)co h , M E ob D+(Y)) 

6.3 Dana la situation de 1.6, supposons X 1 et X 2 

ainsi que Y1 et Y2 . Alors, pour L i E ob D(Xi)parf/S 

1.6.4 eat d~finie (utiliser le fait que la tor-dimension finie relative se conserve 

par image directe (SGA 6 III 3.7.1)) et eat un isomorphisme (pour le v~rifier, on 

peut supposer S et Yi affines, et, pour un calcul ~ la ~ech, on se ram~ne 

supposer aussi X 1 et X 2 affines, la conclusion eat alors consequence triviale 

des hypotheses de tor-ind~pendance). D'autre part, pour M i E ob D(Yi)parf/S , 

T v Db 
avec fl~ ou f2M 2 dams , la fl~che de KUnneth 1.7.3 eat d~finie (~) , 

et eat un isomorphisme quand fl et f2 sont de tor-dimension finie, comme on le 

v~rifie facilement ~ l'aide de l'isomorphisme de KUnneth de type 1.6.4 qu'on vient 

d'indiquer, conjugu~ ~ 6.1.2, et 6.1.1 dana le cas o0 f. eat une immersion ferm~e. 
l 

En particulier, si X 1 et X 2 sont de tor-dimension finie sur S et tor-ind~pen- 

dants, 1.7.6 eat un isomorphisme. 

On d~finit comme en 2.1 RHom(u,v) pour (u,v) 

avec f propre afin d'~viter lea pro-objets dQs ~ un f 

tor-ind~pendants sur S , 

, la fl~che de KUnneth 

de degr~ comvenables (voir par exemple ([9] V 2.3)), lea fl~ches d'~valuation 

(2.2.2) et de produit tensoriel (2.2.3, 2.2.4) sont d~finies, et lea fl~ches 

(~) 
Dana le cas propre ou lissifiable, la d~finition de la fl~che eat immediate ; 

on peut ramener le cas g~n~ral au cas lissifiable par descente cohomologique. 

de type (2,1) (reap. (3,4), 

! ) . Avec des hypotheses 



123 

2.2.3, 2.2.4 (sous r@serve qu'elles soient d@finies) sont des isomorphismes d~s que 

E 1 et E 2 sont parfaits (au sens absolu). 

Dans la situation de 2.4, supposons les couples (XI,X 2) , (XI,Y 2) , 

(YI,X2) , (YI,Y2) tor-ind@pendants sur S ' fl propre, E i , F i , 

Pi,Qi , RHom(Ei,F i) 
! L 

KUnneth fiQl @S Q2 

, RHom(Pi,Qi) parfaits rel. ~ S , et les flgches de 
I L ! L ! L 

> (fl XS Y2)(QI ®S Q2 ) ' fiQ1 ®s F2 > (fl ×S Y2)(QI @S F2) 

des isomorphismes. Alors 2.4.1 et le diagramme de 2.5 sont d@finis, et ce dernier 

est commutatif (toutefois les fl~ches horizontales ne sont pas n@cessairement des 

isomorphismes). La v@rification est la m~me que pour 2.5 

6.4 Soient, pour i = 1,2, X i un S-sch@ma, X = X I ×S X2 ' Pi : X----> Xi 

qi : Xi > S les projections canoniques. On suppose X I et X 2 tor-ind@pen- 

dants, et ql de tor-dimension finie. Soient d'autre part L i E ob D(Xi)parf/S 

Par l'analogue de 2.2.4 , on a une flgche canonique 

L L ! L 

(6.4.1) DLI ®S L2 >RH°m(el ~S ~Xe'qi~s ®S e2) ' 

! L ! 
d'oN, en composant avec l'isomorphisme de KUnneth (6.3) qi~s ®S L2 ~--> P2L2 

fl~che 

une 

L ! 
(6.4.2) DLI ®S L2 > RH°m(pI~LI'P2L2) 

La fl~che 6.4.1 (donc aussi 6.4.2) est un isomorphisme, comme on le volt en se ra- 

menant au cas o~ ql est une immersion ferm~e. 

Comme en 3.1.2, nous poserons 

! ! 
(6.4.3) RHom(p~Ll,P2L 2) = RHoms(LI,L2), Hom(p~Ll,P2L2 ) = HOms(LI,L 2) , 

et appellerons les ~l~ments de Hom$(LI,L 2) correspondances cohomologi~ues de 

L I ~ L 2 . Si c : C > X est une correspondance (propre, en pratique), on a 

(~) 
par la formule d'induction ([8] III 8.8) 

(~) vr H L'hypoth~se de lissifiabilit~ de (loc. cit.) est inutile. 
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! I ! 
(6.4.4) c'RHom(p~Ll,P2L 2) = RHom(c~Ll,C2L 2) , 

! l I 
H (X,c~c c2L2 ) o et les ~l~ments de Hom(c~Ll, = RHom(p~Ll,P2L2)) 

respondances (cohomologiques) de L 1 ~ L 2 ~ support dans C 

loin des exemples, analogues ~ eeux de 3.2. 

s'appelleront cor- 

. Nous verrons plus 

6.5 Soient, pour i = 1,2, f. : X. > Y. 
i i i 

f = fl ×S f2 ~ X ---->Y . On suppose X i et Yi 

et les carr~s de 2.4.0 tor-ind~pendants. Soient 

com~e en 3.3.1 un isomorphisme 

un S-morphisme propre, 

de tor-dimension finie sur S , 

L i E ob D(Xi)parf/S . On d~finit 

(6.5.1) f~RHoms(LI,L2) ~ > RHoms(fI~LI,f2~L2) 

d'o~, par application de R~(Y,-) , un isomorphisme 

(6.5.2) f~ : HOms(LI,L 2) ~ > HomS(fl~Ll,f2~L 2) 

qu'on notera simplement u t > u~ quand YI = Y2 = S . On a un diagramme commu- 

tatif analogue ~ 3.4.1, comme il d~coule de l'analogue de 2.5 signal~ en 6.3. On 

en d~duit un corollaire analogue ~ 6.5, et, dans le cas o0 Y1 = Y2 = S est le 

spectre d'un corps, une description, analogue ~ celle de 3.6, des operations u~ 

sur la cohomologie. 

Etant donn~ un carr~ commutatif 3.7.1, avec c propre, on a, pour 

K E ob D+(C) une fl~che canonique 

! ! 
(6.5.3) f~c c'K > d~d'f~K 

! ! 
'c'' ~ est valable d~finie de la m~me mani~re que 3.7.3 (l'isomorphisme g~ > d f 

aussi dans le pr4sent contexte : d4finition de la fl~che par transposition d'une 

flgche de changement de base, et v4rification du fait que c'est un isomorphisme par 

r4duction au~cas o0 d est lisse et est une immersion ferm4e). Prenant 

K = RHoms(LI,L 2) , on d4duit de 6.5.3 et 6.5.1 des fl~ches canoniques 



! 
(6.5.4) f~c~RHom(c~l,C~L 2) 

! 

(6.5.5) f~ : Hom(c~el,C2L 2) 

a n a l o g u e s  ~ 3 . 7 . 5 ,  3 . 7 . 6 .  
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! 

> d~RHom( d~( f i ~LI ), d2 ( f2 ~L2 ) ) 

! 

> Hom(d~( fl ~LI )' d2 ( f2 ~L2 ) ) 

6.6 Soient, pour i = 1,2 , X. des S-sch4mas de tor-dimension finie et 
1 

t o r - i n d g p e n d a n t s ,  e t  L i E ob D ( X i ) p a r f / S  . Le p r o d u i t  t e n s o r i e l  e x t e r n e  d e s  f l ~ c h e s  
L 

d'~valuation DL i ~ L i > KX. d~finit, comme en 4.1, des accouplements "cup- 
i 

p r o d u i t s "  a n a l o g u e s  ~ 4 . 1 . 2 ,  4 . 1 . 3 ,  4 . 1 . 4  

Soient c : C > X , d : D > X des morphismes propres, 

= ×X D'apr~s 6.1.1, on a e c d : E > X, P, Q E ob D(X)parf/S . 

! 
c~c P : RHom(Rc~OOc, P) 

(et un isomorphisme analogue avec d ). Supposant c et d de tor-dimension finie 

aux points au-dessus de e(E) , on en d~duit, par produit tensoriel, une fl~che 

canonique 

v L v L L 
(6.6.1) c~c'P ® d~d'Q > RHom(Rc~ C ® Rd~O D , P ® Q ) 

Quand c et d sont tor-ind~pendants, le second membre se r~crit, par KUnneth et 
! L L 

6.1.1, e~e'(p ® Q) , et 6.6.1 prend la forme 4.2.3 . Pour P = DLI ~S L2 ' 
L 

Q = LI ~S DL2 , on d~duit de 6.6.1 et des accouplements indiqu~s ci-dessus des 

accouplements analogues ~ 4.2.4 , 4.2.5 : 

L L 
(6.6.2) c~RHom(c~Ll,C~L 2) ® d~RHom(d~L2,d~Ll) > RHom(Rc~ C ~ Rd OD,Kx) 

v v L 
(6.6.3) < , > : Hom(c~Ll,C2L 2) ® Hom(d~,~L2,die I) > Hom(Rc~O C ® Rd~OD,K X) 

Tout comme les accouplements de 4.2, ceux-ci sont compatibles ~ la localisation ~tale. 

Quand c et d sont tor-ind~pendants, le second membre de 6.6.2 (resp. 6.6.3) 

s'identifie canoniquement ~ e~K E (resp. H°(E,KE )) 
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Le th~or~me 4.4 a l'analogue suivant : 

Th~or~me 6.7 - Soient, pour i = 1,2, f.1 : Xi > Y'z --un S-morphisme propre, 

f = fl ×S f2 : X > Y ' Pi : X > X.z ' qi : Y > Y'z les proiections. Soit 

d'antre part un cube 4.4.0 ~ faces horizontales cart~siennes, avec c' , c", d', 

d" propres, e t c', c" (resp. d', d") de tor-dimension finie aux points au-dessus 

__de c(C) (resp. d(D)) . On pose c~z = pi c' , c'fz = PiC" , dlz = qi d' , 

d?~ = pi d'' . Soient enfin L.z E ob D(Xi)parf/S . On suppose les couples (XI,X 2) 

~I,Y2),(YI,X2~,Y2 ) tor-ind~pendants sur S , e t X i e t Yi de tor-dimension finie 

sur S . On a alors un carr~ commutatif 

(6.7.1) 
! L I 

f. c'.RHom(c'*L~ ,c"l~) i " "'~: LI) ~ -  z • z ~ f*c*RH°m(c2 L2'Cl' 

(2) 
, ,* , ! L I, 

d.RHom(d I Ml,d 2 M 2) ® d~RHom(d 2 M2,dl M I) 

(i)> f.RHom(RC~c, i Rc"(4)~C,. ' KX) 

(3)> RHom(Rd$~D ' ~ Rd~OD.,Ky) 

o_~ M i = fi.Li , (3) est donn~ par 6.6.2, (i) est d~duit de 6.6.2 par application 
L L 

' f c" > f (c' ® c" , (2) de f. et composition avec la fl~che canonique f.c. ® * -~ * . ~) 

est produit tensoriel des fl~ches 6.5.4 relatives aux faces contenant f , e t (4) 

est compos~ de l'isomorphisme de dualit~ 6.1.1 et de la fl~che d~finie par la fl~che 
L L 

canonique Rd~OD, ® RH'~D. , > f~(Rc'0~. ~ Rc",~C, ,), (ad~ointe du produit tensoriel 

des fl~ches "de chan~ement de base" f~'Rd~D , ----> Rc~c , , f*Rd'.'O~,,~__~ > RC~c, , ) 

La d~monstration est essentiellement la m~me que celle de 4.4, nous laissons 

au lecteur les menues modifications ~ apporter. 

Lorsque c' , c" sont tor-ind~pendants, ainsi que d', d" , la fl~che 

(4) de 6.7.1 se r~crit sous la forme f.c.K C -------> d.K D , elle est simplement d~- 

I 
finie par la fl~che d'adjonction g.K C = g.g K D > K D (comme la fl~che (4) de 

4.4.1). II ne serait cependant pas naturel de ne consid~rer que ce cas, car on ex- 

clurait ainsi les correspondances g intersection exc~dentaire. 

On d~duit de 6.7 des formules analogues ~ 4.5.1, 4.7.1 : sous les hypotheses 

de 6.7, on a, pour u E H°m(c~*Ll'C~!L2)~L ' 
,t ! 

v E Hom(c 2''*L2,c I L I) , 
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(6.7.2) < f.u,f.v > = f. < u,v > , 

o9 f.u (resp. f.v ) d4signe la correspondance image directe de u (resp. v) 

au sens de 6.5.5, et f. au second membre est l'homomorphisme 

L L 
(6.7.3) Hom(Rc~c, ® Rc'~Oc,,,K X) -----> Hom(Rdj~OOD, ® Rd~D,,,Ky) 

compos~ de l'isomorphisme de dualit~ 6.1.1 et de la fl&che induite par la fl&che 
L L 

canonique RH~OOD, ~ Rd'~D, , > f,(Rc~Oc, ® Rc'~c, ,) cit~e Hans 6.7 . Quand 

YI = Y2 = S = D' = D" , 6.7.2 est la formule de Lefschetz-Verdier. 

A titre d'illustration, nous allons montrer que cette formule implique la 

formule de Woods Hole [i] 

6.8 Nous aurons besoin pour cela de quelques rappels sur la classe de cohomo- 

logie "de Hodge" associ~e & un sous-sch~ma r@guli~rement plong~ d'un schema lisse 

et les r~sidus de Grothendieck ([8] III 9). Soient f = X > S un morphisme lisse 

purement de dimension relative N , i : Y r > X une immersion r4guli&re de co- 

dimension d (i.e. ((SGA IV 16.9.2),(SGA 6 VII i)) un sous-sch4ma ferm4 d4fini lo- 

calement par une suite r4guli&re de d 4quations, ou, dans une terminologie 4quiva- 

lente ((8 III i), (SGA 6 VIII i)) une immersion ferm4e (localement) d'interseetion 

eompl&te de codimension d ). Posons g = fi 

d d 
(6.8.1) e£X/s(Y) E EXtOx(OY, QX/S ) 

appel~ classe de cohomolo~ie assoei~e & Y , 

le th~or&me "de puret~" ([8] III 7.2), on a 

(6.8.2) ' ~/S ) f 0 si i # d 

o~ Ny/X= I/I 2- 

(6.8.3) 

. On associe alors & Y un glement 

d~fini de la mani~re suivante. D'apr&s 

i 
E x____tt OX ( O_y 

H°m(AdNy/x ' ~/S ® O y) si i = d 

est le faisceau conormal (I = Ker ~X > O__y) 

d d o d 
EXt~x(~Y,~X/S) = H (Y,Hom(A Ny/X , ~/S ® O y)) 

• Par suite, 
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La diff~rentielle dX/S : ~X > ~/S induit une application O__y-lin~aire 

dE/S ® i : Ny/X >~/S ~ ~Y . La puissance ext~rieure d-i~me de eette applica- 

dV 
tion est une section globale, sur Y , de ANy/ S ~ /S , dont l'image dans 

Ext~x(O~,~/S)_ par l'isomorphisme 6.8.3 est par d~finition la classe 6.8.1 . 

Supposons g fini et plat (done d = N) . Soit w E H°(y,Ad~/s ® ~/S) • 

D'apr~s 6.8.2 et 6.1, on peut voir ~ comme un homomorphisme 

, d~ ~y > g ~S (= ANy/ S ® /S ) , done, par adjonction, comme un homomorphisme 

g~Oy > ~S " On d~finit le r~sidu (relatif g g) de w comme la sect£on d~ ~S image 

de i par cet homomorphisme, et on le note Resy/$(~) (cf.([8] III 9)). Notons d'autre 

N 
part i~ E HN(x,~/S ) l'image de w par le compos~ de l'isomorphisme 6.83 et de la fl~che 

N N N N 
canonique EXtox(~¥,~/S) > H (X,~/S) . Quand f est propre, il d~coule de la transiti- 

I 
vit~ pour les morphismes trace (ou fl~ches d'adjonction) i~i > i , 

! 
f~f' > i , que l'on a 

46.8.4) Resy/s(W) = Trf(i~) , 

N N 
oN Trf : H (X,~/S) > H°(S,~s ) est d~fini par la fl~che d'adjonction 

f~f'~ = Rf~ /sIN] >~S (6.1) . D'autre part, sans hypoth~se de propret~, on 

a la compatibilit~ importante ([8] III 9 R6) 

(6.8.5) ReSy/s(YC6x/s(y)) = Try/s(y ) , 

o 
pour Y E H (Y,Oy) , o~ Try/S : g~Oy > O S d~signe la trace au sens classique, 

i.e. Try/s(y) = trace de l'endomorphisme de g~_Oy d~fini par la multiplication 

par y (cette compatibilit~ n'est pas d~montr~e dans (loc. cit.) ; le cas N = I 

est trait~ dans [Raynaud, Anneaux locaux hens~liens, VII i , Lecture Notes in Math. 

n°169 , Springer Verlag, 1970 ]) . En d'autres termes, Try/S correspond, par 

I 
adjonction, ~ l'homomorphisme Oy > g O S d~fini par la multiplication par 

C~X/s(Y) . II en r~sulte que, pour F E ob D(S)co h , la fl~che 

L 

(6.8.6) g~F > g'F = g~F ® g'O S 

donn~e par le produit par C~X/s~Y) correspond par adjonction ~ la fl~che 
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L 
(6.8.7) g~g~< = F ~ g#:O..~_l > F 

d~finie par Try/S : g#~Oy 

Soient X (resp. 6.9 

m (resp. n ), Z = X ×S Y 

telles que a 2 :~ A ~- Y , b I : B > X soient finis et plats (on note 

Pl : Z > X , P2 : Z >Y les projections, et a i = pi a , b i = pi b ) , 

c : C = A ×Z B > Z , L E ob D(X)parf , M E ob D(Y)parf (l'indice part si- 

gnifie "parfait au sens absolu" , ce qui ~quivaut aussi ~ parfait rel. ~ S , 

X et Y ~tant lisses). On suppose C fini et plat sur S . Les hypothgses faites 

entraSnent donc que c est une immersion r~guligre et que a et b sont tor-ind~- 

pendants. 

+i s 

Y) un S-schema propre et lisse de dimension relative 

, a : A ¢ > Z , b : B C > Z des immersions r~guli~res 

i •  = ~ ~i 1 
On a p /S /Y ' P2~/S = ~Z/X 

/S = /Y ~ ~Z/X , d'o~, pour tout entier r 

(6.9.0) ~ZIS ~ i j r = "OZ/Y ® ~Z/X 
i+j=r 

, et une d~composition 

, une d~composition 

(6.9.1) Hom(aTL,a2M) = o __ 4" m H (A,RHom(aI~L,aTM) ~ Am~A/Z ® ~Z/y) 

On a de m~me un isomorphisme 

(6.9.2) Hom(b~M,b~L) o __ ~ ~ n v n = H (B,RHom(D~M,D~L) ® A NB/Z ® ~Z/X ) 

~c g< g~ Soient u E Hom(a L,a~M) , v E Hom(b~M, blL) , notons 

(6.9.3) < u,v > E H°(C,~c ) 

d'o~, par 6.4.4 et 6.8.2 , un isomorphisme 

m 
H°(Z,a~a!RHom(Pl~L, P!2M)) = EXtoz(a~'~L,a~M_ ® ~ Z / y  ) 

! m 
D'autre part, d'apr~s 6.1.2 , on a p2 M = p~M ~ ~Z/y[m] ,donc 
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La section Tr(ucV C) = Tr(vcU C) , o~ u C E Hom(c~L,c~M) et v C E Hom(c2M, c[L) 

sont induits par u et v . Consid6rons la correspondance cohomologique 
I I I , ,  ! 

u E Hom(a[~,a~M) (resp. v E Hom(b~M,biL) ) d6duite de u (resp. v ) par compo- 

sition avec l'homomorphisme trace 6.8.7 a2~a~M > M (resp. bl b~ > L ) , 

ou, ce qui revient au m~me (6.8.6), par produit avec Cgz/y(A) (resp. C£Z/x(B)) . 

Notons en passant que Cgz/y(A) (resp. CgZ/x(B)) est la composante dans 

H°(A,Am~A/Z ~ ~Z/y) (resp. o nV n m H (B,A NB/Z ~ ~Z/X ) ) de C~Z/s(A) (resp. C£Z/s(B) ) 

d~finie par la projection ~z/sm > ~/ym (resp. ~z/sn > QZ/X )n de 6.9.0 . On 

v6rifie ais6ment que le cup-produit 

~ m+n. m+n. HO(c .m+n~ m+n. 
< u ,v > ~ Exto_ Z ~C,~Z/S ) = ,A C/Z ® ~Z/S ) 

d~fini en 6.6.3 est donn~ par 

(6.9.4) < u ,v" > = < u,v > C6Z/y(A)C~/x(B) 

On v~rifie d'autre part que l'homomorphisme 6.7.3 

Ext_~zn(~c,~z~ S) 

est compos~ de la fl~che canonique 

: Hm+n.z m+n. phisme trace Trz/S / ,l~Z/S) 
6.7.2 fournit donc la relation 

> H°(S,Os ) 

> H°(S,O s) 

> Hm+n(z m+n- ,~Z/S ) et du mor- 

. La formule de Lefschetz-Verdier 

I I 
(6.9.5) < (u)~,(v )~> = Trz/s(< u,v > C£z/y(A) C£Z/x(B)) 

Grace ~ 6.8.4 on peut r~crire le second membre comme un r~sidu, de sorte qu'en r~sum~ 

on a obtenu : 

Th~or~me 6.10 - Sous les hypothgses du premier alin~a de 6.9, soient 

u E Hom(a~L,a~ ~M) , v E Hom(b~M,b~'L) , et consid~rons la correspondance cohomolo$ique 

u (resp. v ) de L ~_ M (resp. M "_a L ) ~ support dans A (resp. B) d~duite de 

u (resp. v) par composition avec la trace a2~a2M-------> M (resp. bl~L > L ) 

(6.8.7), et l'homomorphisme (u!)~ : f~L > g~M (resp. (v!)~ : g~M > f~L) 
I 

d~duit de u (resp. v !) par image directe (6.5.5) (f : X > S , g : Y ----> S 
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dEsignant les pro~ections). Alors, avec les notations de 6.8, 6.9.3, on a 

! 
(6.10.1) < (u!)~,(v)e> = ReSC/s(< u,v > C£z/y(A) C~Z/x(B)) 

Remarques 6.11. - a) On vErifie comme en 3.6, ~ l'aide de la description 3.5 b) de 

l'image directe d'une correspondance, que, si h : Z > S est la projection, 

I I 
(u')~ (resp. (v)~) est compose des fl~ches 

f~ (1)7 (ha) ~a~ (ha) ~ ~ > (ha)~a~M g~a2~a~M (2)7 = g ~M 

(i)> (hb)~b~M (hb)~v (resp. geM > (hb)~{~L = f~bl~b{e (2)> f~) , o~ (I) est 

la fl~che de fonctorialitE usuelle (dEfinie par la flgche d'adjonction i > alea ~ 

(resp. I ----> b2eb~)) et (2) est donng par la trace a2~a~M > M (resp. 

b ~ ble ~ > L) (6.8 7) . 

b) Supposons que S soit le spectre d'un corps. L'intersection 

C = A X(X ×sy)B est donc formEe de points isolEs. En chaque point z de C , choi- 

sissons, pros des images de z , des suites rEguli~res (s I ..... s m) , (t I ..... t n) 

d'Equations de A,B . Alors 6.10.1 s'Ecrit, avec la notation des symboles rEsiduels 

de ([8] IIl 9), 

(6.11.1) < (u)~,(v')~> = ReSz(< u,v > 
zEC 

T - ~  (d _ s / s  ) T - - ~  (d _ t / t . ) )  
i < i < m Z/Y i il ~ j ~ n Z/X j J 

o~ dz/yS i (resp. dz/xt j) dEsigne la composante de type (i,0) (resp. (0,I)) de 

dz/sS i (resp. dz/st.) dans la decomposition 6.9.0 . 
J 

Corollaire 6.12 - (formule de Woods-Hole [I]). On suppose que S est le spectre 

d'un corps. Soient X u n S-schEma propre et lisse, F u___~n S-endomorphisme de X , 

L un objet de D(X)parf (i.e. un complexe parfait sur X ) u E Hom(F L,L) . On 

suppose que le schema des points fixes X F est fini et formE de points transversaux 

(i.e. o~ le graphe de F coupe transversalement la diagonale). Alors on a 

o~  (r,u) 

~(-I)iTr((F,u),Hi(X,L)) = x>~X~ Tr(Ux)/det(l-dFx) , 

est l'endomorphisme de Hi(X,L) compose de Hi(X,L) > Hi(X,F~) 
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(..image inverse) et de Hi(X,u) , Tr(u x) d~signe la valeur en x de l'endomorphisme 

induit par u sur la fibre de L e n x , e__t det(l-dF x) la valeur en x du d~- 

terminant de'l'application (i - application induite par F sur 4,x ) 

D~monstration. On applique 6.10 en tenant compte de 6.11 a), b). Posons Z = X X S X . 

Soit x E X F . PrOs de x , choisissons un syst~me de coordonn~es locales 

(x I ..... x n) (d~finissant un morphisme ~tale dans ~ ), posons F i = x. Fl , notons 

(Xl ..... Xn ' Yl ..... Yn ) les coordonn~es locales correspondantes sur Z pros de 

z = (x,x) (x i = x i ® 1 ' Yi = i @ x.) . Alors prgs de z , 

(Xl - Yl ..... x n -yn ) (resp. (Yl - F1 ..... Yn - Fn)) est un syst~me r~gulier d'~qua- 

tions de la diagonale A (resp. du graphe B de F ). La contribution du second 

membre de 6.11.1 en z est 

dXl...dx n dYl...dY n 

< u,l >z = ReSz(Tr(u) (x I - yl)...(x n - yn)(Yl - Fl)...(y n - Fn)) " 

Notons qu'au num~rateur on peut remplacer dy i par 

- > ~i (dFi/dxj)dx j . Appliquant alors la formule ([8] III 9 dYi - dFi = dYi 1 _< j < n 

R3) g la situation (B ~ > Z > S , (s I ..... Sp) = (Yl - F1 ..... Yn - Fn) ' 

(tl ..... tn) = (Xl - Yl ..... x n - yn ) , ~ =(Tr(u) dx I... dXn ) ' on obtient 

dXl.., dx n 

(~) < u,l >z = ReSx(Tr(u) (x I Fl)...(x n - Fn )) 

Cormne x est transversal, les x. - F. forment un systgme r~gulier de paramgtres 
i 1 

de ~ X , x  , d o n c  o n  p e u t  ~ c r i r e ,  p r o s  de  x , 

x .  = 2 ( x .  - F . ) c . .  
z j j j z 3 

oN (cij) est une matrice de sections de iX inversible en x , son d~terminant 

ayant pour valenr en x det(l-dFx )-I . Grace ~ ([8] III 9 RI) on daduit donc de (~) 

< u,l >Z = ReSx(Tr(u)det(cij) 

d'o~, par ([8] Ill 9 R6) , 

dx I . . . .  dx n) 
x I • . .x n 
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< u,l >z = Tr(u(x))det(cij(x)) = Tr(u(x))det(l-dFx )-I 

Le corollaire r@sulte donc de 6.11.1 . 

Remarque 6.12.1 - Si X F est suppos@ seulement fini, le calcul pr4c@dent montre que 

l'on a 

• ~ dXl'''dXn 
~(-i) iTr ((F,u) ,HI(X,L) ) 

=x/E X F ReSx(Tr(u) (Xl - Fl)'''(Xn - Fn ) 
) , 

o~ (x.) est un syst&me de coordonn@es locales en x , et les F. sont les coor- 
i 1 

donn~es de F (prOs de x )dans ce syst&me. 

Le lecteur se convaincra, d'autre part, que la formule pr6c@dente est en- 

core valable si X est propre et suppos4 seulement lisse aux points de X F 

6.13 Supposons que S soit le spectre d'une clSture alg4brique du corps fini 

F et que X/S provienne par extension des scalaires d'un schema propre et lisse q 

XJFq . Prenons pour F l'endomorphisme de Frobenius de X/S "d~fini par l'~l~- 

vation & la puissance q-i~me sur les coordonn~es". On a X F = Xo(~ q) et X F est 

form~ de points transversaux puisque dF = 0 . Si L est un faisceau localement 

libre de type fini sur X et u 6 Hom(F~,L), la formule de Woods-Hole s'~crit donc 

(6.13.1) Z(-I)iTr((F,u),Hi(X,L)) = ~ / Tr(ux,L x) 
x 6 x (~) 

o q 

En particulier, pour L = ~X , u l'isomorphisme canonique F%X ~ >~X 

trouve : 

on 

i i 
(6.13.2) ~(-I) Tr(F,H (X,O_x)) = Card(Xo(IFq)) (mod p) 

La th~orie d'Artin-Schreier permet de r~crire le premier membre sous la forme 

~(-l)iTr(F,Hi(X,~p)) , oN H*(X,Vp) d4signe la cohomologie 4tale de X & valeurs 

dans le faisceau constant ~ . Par un raffinement de cet argument, Deligne, dans 
P 

(SGA 41/2 Fonctions L), a d4duit de 6.13.1 la g@n4ralisation suivante de 6.13.2 : 
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Th~or~me 6.13. 3 (Deligne) - Soient X un schema s~par~ et de type fini sur 
o 

X le s c h e m a  d ~ d u i t  de  X p a r  e x t e n s i o n  d e s  s c a l a i r e s  ~ une  c l S t u r e  a l g ~ b r i q u e  
o 

de ~ , F l'endomorphisme de Frobenius d___e X/k . Alors, pour tout 
-- q 

L o E ob D c t f ( X o , ~  p)  , on  a ,  n o t a n t  L l ' i m a g e  i n v e r s e  de. Lo s u r  X , 

Z(-I)iTr(F,Hic(X,L) ) = x ~  F Tr(F'Lx) 

q 

Signalons que le cas particulier de 6.13.3 correspondant ~ L = ~ a ~t~ 
o p 

~tabli par Katz dans (SGA 7 XXII) par une m~thode toute diff~rente, fondle sur le 

calcul g la Dwork de la fonction z~ta d'une hypersurface. Par ailleurs, 6.13.2 dans 

le cas propre et lisse est aussi consequence immediate de la formule de Lefschetz en 

cohomologie cristalline ([5] VII 3.1.9). En fair, la cohomologie cristalline donne 

d i l'information plus precise que chaque facteur et(l-Ft,H (X /W)) E W[t] de la fonc- 
O 

i 
tion z~ta est congru mod p g det(l-Ft,H (Xo,~X)) (du moins si H~(~o/W) est sans 

O 

torsion). Katz a montr~ [II~ qu'on pouvait obtenir, ~ l'aide des estimations de 

i j 
B. Mazur [14], des congruences sup~rieures (faisant intervenir les H (Xo, ~ ) et 

O 

l'op~ration de Cartier) pour des hypersurfaces (ou intersections compl~tes) lisses 

dont on suppose les hombres de Hodge (dans la dimension int~ressante) nuls jusqu'~ 

un certain cran. 

D'autre part, si X est un schema propre sur ~ , g@om~triquement 
o q 

i 
int~gre, et tel que H (Xo,~X) = O pour i > 0 , la formule de Lefschetz-Verdier 

O 

6.7.2, appliqu~e g X =X ° ® k et l'endomorphisme de Frobenius de X , entraSne 

aussitSt que X poss~de au moins un point rationnel sur ~ (puisque o q 

Tr(F,RF(X,O_x)) = 1 ) . Serre demande si cette conclusion est encore vraie lorsqu'on 

remplace ~q par un corps v~rifiant (C I) ([17] II 3), parexemple ~(t) (Tsen), 

ou ~((t)) (Lang) (voir loc. cit. pour d'autre exemples) ; il fait observer en 

effet que, si Xo est une intersection compl~te de multi-degr~ (ml,...,m r) dans 

n , la condition de trivialit~ de la cohomologie ~quivaut ([16] n ° 78) ~ la con- 

dition m I + ...+ m r < n+l , qui est aussi celle qui intervient quand on ~crit la 

condition (C 1 ) 
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6.14 La formule de Woods Hole a de nombreuses autres applications, pour lesquel- 

les nous renvoyons ~ [2] et ~ l'expos~ de Beauville [4]. 

6.15 Le r~dacteur n'a pas examin~ le cas des composantes de points fixes de 

dimension > 1 , mais il n'est pas exclu que l'on puisse d~duire de 6.7.2 (conju- 

gu~ probablement ~ Riemann-Roch) des formules de Lefschetz-Riemann-Roch dans le style 

de celles de Donovan [7], Iversen [iO], Nielsen [15] (du moins g valeurs dans le 

corps de base). Ii n'est pas exclu d'autre part que la formule 6.7.2, appliqu~e 

au-dessus des nombres duaux, fournisse des formules de r~sidus pour les champs de 

vecteurs analogues g celles de Bott [6~, [3] . 
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Expos~ III B 

CALCULS DE TERMES LOCAUX 

par Luc lllusie 

Cet expose, r~dig~ en janvier 1977, ne correspond ~ aucun expos~ oral du 

s~minaire. Ii comprend deux parties ind~pendantes. Dans la premiere, nous calculons 

les termes locaux de Lefschetz-Verdier pour des correspondances cohomologiques entre 

courbes lisses sur un corps alg~briquement clos, ~ support dans des correspondances 

v~rifiant certaines hypotheses de position g~n~rale. La formule que nous obtenons 

fournit comme corollaires la formule de Verdict [6] pour les endomorphismes trans- 

versaux (qui s'applique notamment au cas de l'endomorphisme de Frobenius), et la 

formule ~nonc~e par Langlands dans ([4] 7.12). La m~thode de d~monstration est pa- 

rall~le ~ celle suivie par Artin-Verdier dans [6]. On se ram~ne ~ prouver la nullit~ 

du terme local lorsque les complexes de faisceaux dorm, s ont une fibre nulle aux 

images du point fixe considerS, et l'on d~montre en fait une propri~t~ plus forte, 

savoir qu'une certaine fl~che de restriction est nulle (2.5). Pour ~tablir cette 

proprietY, on commence par se ramener au cas d'une ramification mod~r~e par des re- 

v@tements de m~me degr~ des deux courbes donn~es (afin de ne pas d~truire les hypo- 

theses de position g~n~rale), puis l'on traite directement ce cas ~ l'aide du lemme 

d'Ab~ankar et du th~or~me de puret~ relatif. La deuxi~me partie de cet expose, de 

nature beaucoup plus technique, est inspir~e de la m~thode utilis~e par Grothendieck 

pour ~tablir la formule de Lefschetz pour certaines correspondances cohomologiques 

sur les courbes (voir XII et (SGA 41/2 Rapport)). Au n ° 5, nous d~veloppons, pour 

les complexes de modules sur un topos, une th~orie de traces non commutatives qui 

g~n~ralise la th~orie commutative de (SGA 6 I) et redonne, dans le cas d'un topos 

ponctuel, la th~orie non commutative d~velopp~e par Grothendieck dans le s~minaire 

oral (celle-ci ~tait r~dig~e dans l'expos~ XI, malheureusement disparu). Nous appli- 

quons les techniques dun ° 5 pour d~finir, au n ° 6, des termes locaux de Lefschetz- 

Verdier pour des correspondances cohomologiques entre complexes de modules sur des 
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anneaux non n~cessairement commutatifs. Ces termes locaux se comportent comme des 

traces non commutatives, et permettent notamment, dans le cas o~ l'on prend comme 

anneau de base l'alg~bre d'un groupe, de diviser canoniquement les termes locaux 

ordinaires attaches ~ des correspondances Equivariantes. A titre d'application, nous 

d~montron~ la conjecture de divisibilitE de Grothendieck de (XII 4.5), sous une for- 

me plus gEn~rale. Nous montrons ~galement que les termes locaux dEfinis par 

Grothendieck dans la formule de Lefschetz de XII sont bien les termes locaux de 

Lefschetz-Verdier, et nous gEnEralisons la formule de (loc.cit.). 

Je remercie P. Deligne pour les utiles suggestions qu'il m'a faites au 

cours de nombreux entretiens ; je lui suis particuli~rement reconnaissant de m'avoir 

signalE et aide ~ corriger une erreur dans une demonstration primitive du thEor~me 

1.2 . 

Sommaire. 

I Correspondances en position g~nErale entre courbes ...................... 3 
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3. REduction au cas modErE ................................................. 15 

4. Fin de la d~monstration de 1.2 .......................................... 20 

II Correspondances Equivariantes ........................................... 25 

5. Traces non con~nutatives ................................................. 25 

6. Correspondances ~quivariantes et divisibilit~ de termes locaux .......... 46 
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I. - Correspondances en position g~n~rale entre courbes. 

Dans cette partie, S d~signe le spectre d'un corps alg~briquement clos 

k de car. p , A un anneau commutatif noeth~rien annul~ par un entier premier ~ p . 

Pour tout schema X sur S on notera D(X) la cat~gorie d~riv~e des faisceaux de 

A-modules sur X , Dctf(X) la sous-cat~gorie pleine de D(X) form~e des complexes 

de tor-dimension finie et ~ cohomologie constructible. 

I. - Enoncg du thgor~me et corollaires. 

i.i. 

S-courbe lisse et s~par~e, A (resp. B) un S-schema strictement local, 

a : A > X X S Y , b : B > X x S Y des S-morphismes. On note 

Pl : X ×S Y > X , P2 : X X S Y > Y les projections, a i = pi a 

b i = pi b , x (resp. y) le point ferm~ de X (resp. Y ) . On suppose 

finis et surjectifs, et AX(x XS y)B r~duit au point ferm6 z d'image 

X XS Y 

Soient X (resp. Y) un S-sch6ma localis~ strict en un point ferm~ d'une 

a 2 et b 1 

(x,y) dans 

Soient L E ob Dctf(X) , M E ob Dctf(Y) , u E Hom(a~L,a~M) 
! 

v E Hom(b~M,bie) . Notons 

u z E Hom(Lx,My) (resp. v z E Hom(My,L x) ) 

l'homomorphisme compos~ 

L RF(X,L) > RF(A,a~L) Rr(A~u)> RF(A,a~M) a2~ x : - > RF(Y,M) : M 
Y 

i 
oh a2. est dCfini par la fl~che d'adjonction a2.a2M > M (resp. l'homomorphis- 

me compos~ analogue d~fini h l'aide de (b,v)). Comme L x et M sont des complexes 
Y 

parfaits de A-modules, on peut former le cup-produit (SGA 6 I 8 3) 

( I . i . I )  < Uz,V z > = Tr(uz zV ) = Tr(vzU z) E A 

Posons AX(1)[2 ] = K X , Ay(1)[2] = Ky D'apr~s (I 5) (ou (SGA 41/2 Dualit~ l, ou 

Finitude 4.1)) le fonctenr D X = RHom(-,Kx~ (resp. Dy = RHom(-,Ky)) sur 
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Dctf(X) (resp. Dctf(Y)) est dualisant, i.e. pour tout E E ob Dctf(X) (resp. 

Dctf(Y)) , on a E > DxDxE (resp. E > DyDyE) . On ~crira parfois D au 
! 

lieu de D E , Dy . Notons d'autre part pl le foncteur p~(-)(1)[2] . On a tri- 
L V L ~ 

vialement KX ~ S M ~ > p2 M , L ~S Ky > pl L , et il d~coule de (III 2.3) , 

par passage & la limite, que les flgches de KUnneth analogues & (III 3.1.1) 

L L ! ! 

p2 M) L > DL ~S M > RHom(p{~L, ' ®S DM RHom(p~M, piL) 

sont desisomorphismes. Comme a 2 est fini, a est fini, donc le foncteur a est 

d~fini, et l'on v~rifie facilement que l'on a l'isomorphisme de transitivit~ 

a P2 = a2 . GrSce & la formule d'induction pour a (SGA 4 XVIII 3.1.12.2), on a 

donc un isomorphisme canonique analogue & (III 3.2.1) 

a!RHom(p~L,p~M) ~ > RHom(a~L,a~M) 

d'o~ un isomorphisme 

v L 
(~) Hom(a~iL,a!2M) > H°(X X s Y , a~a (DL ®S M)) 

On a de m~me un isomorphisme 

L .~ ! ~ I 
(~) Hom(b2M, blL) > H°(X X S Y, b~b (L ®S DM)) 

On d4finit, comme en (III 4.1.2), un accouplement naturel 

L L L L 
(DE ®S M) ~ (L ®S DM) > KX ®SKy = ~X XS y(2) [4] dfn KX ×S Y 

Par composition avec l'accouplement analogue & (III 4.2.3) 

! L v ! L 
a~a~P ® b~b'Q > c~c" (P ® Q) , 

L L 
o0 P = DL ®S M , Q = L ®S DM , et c : z = AX(x XS y)B 

tion canonique, et compte tenu des isomorphismes (~), (~), on en d~duit un accou- 

plement analogue & (III 4.2.5) 

> X X S Y est la projec- 

i ! ! 
< , > : HomCa{~L,a2M) ® Hom(b}~M, blL) > H°(X X S Y, c~c'K X XS Y) 
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! 

On vgrifie ais~ment, par passage ~ la limite, que c'Kx ×S Y = Az 
! 

H°(X X S Y, c ~ c ' K  X XS y)  = A . On d i s p o s e  donc d ' u n  " c u p - p r o d u i t "  

(1.1.2) < u,v > E A 

, de sorte que 

1.1.3 Soient X' (resp. Y') une S-courbe lisse, A' (resp. B') une S-courbe 

s~par~e, a' : A' > X' ×S Y' , b' : B' > X' XS Y' des S-morphismes finis, 

x' (resp. y') un point ferm~ de X' (resp. Y') , z' un point ferm~ isol~ de 

d'image s (resp. t )dans A' (resp. B'), et tel que A'X(x , XS y,)B' , ' ' 

a~ (= p2 a') (resp. bl (= pl b') ) soit quasi-fini en s' (resp. t') , 

L' E ob Dctf(X') , M' E ob Dctf(Y') , u' C Hom(ai~L',a~ "M') , v' E Hom(b 2 M ,bl!L') 

On peut alors consid~rer le terme local (III 4.2.7) < u',v' >z' E A . D'autre part, 

si X , Y , A , B sont les localis~s stricts de X' Y' A' B' , , , en 

x' , y' , s' , t' , a : A > X XS Y , b : B > X XS Y les morphismes d~duits 

de a' , b' , e L'IX , M M'IY u E Hom(a~e, ! = = , a2M) , v E Hom(b~M, bie) les 

fl~ches d~duites de u' v' les donn~es (X Y , a , b u , v ) v~rifient les 

hypotheses du d@but de i.I, donc un cup-produit 1.1.2 < u,v > E h est d~fini. II 

d~eoule de la compatibilitg de la formation des termes locaux (III 4.2.7) ~ la lo- 

calisation (III 4.2.6) que l'on a < u',v' >z' = < u,v > . II est facile de voir, 

par ailleurs, que route donn~e (X , Y , a , b , u , v ) v~rifiant les hypotheses 

du d~but de I Iest induite par une donn~e (X' , Y' a' b' x' y' z' s' 

t' , u' , v' ) comme ci-dessus, o~ l'on peut supposer de plus, si on le d~sire, que 

A'X(x , XS y,)B' est r~duit ~ z' 

En g~n~ral, les cup-produits i.i.I et 1.1.2 sont in~gaux. On a cependant 

le th~or~me suivant, qui est le r~sultat principal de cette premiere partie : 

Th~or~me 1.2 - Sous les hypotheses du d~but de i.I, on suppose de plus que A e t B 

sont en position g~n~rale, i.e. que l'intersection des cones tangents en (x,y) aux 

images de A e t B dans X ×S Y est r~duite ~ (x,y) , et que de m~me A e t 

X × [y} sont en position g~n~rale, ainsi que Ix} × Yet B . Alors on a : 

(1.2.1) < Uz,V z > = < u,v > 
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Par la formule de Lefschetz-Verdier (III 4.7), compte tenu de 1.1.3, on 

en d~duit : 

Corollaire 1.3 - Soit F un endomorphisme d'une courbe propre et lisse X/S tel 

que le schema des points fixes X F soit fini et form~ de points o~ le $raphe de 

F est transverse & la diagonale. Soient L E ob Dctf(X) , e_~t u E Hom(F~L,L) 

Alors on a 

Tr((F,u), RF(X,L)) = ~--~JF Tr(ux'Lx) 
x E X 

o~ la trace, aux deux membres, est prise au sets de (SGA 6 I 8). 

Pour L concentr~ en degr~ O , 1.3 est le r~sultat d'Artin-Verdier 

([6] 4.1). Par un passage & la limite expliqu~ dans XV, on dgduit de 1.3 un rgsultat 

analogue en eohomologie 6-adique ([6] I.i), (XV §2 n ° 3 prop. 2) : 

Corollaire 1.3.1 - Avec X e t F comme en 1.3, soient L u_~n ~g-faisceau construce 

tible sur X (6 premier ~ p) , et u ~ Hom(F@L,L) . Alors on a : 

E(-I)iTr((F,u),Hi(X,L)) =x E~IF Tr(ux'Lx) 

Les hypoth&ses de 1.3, 1.3.1 s'appliquent notamment au cas o~ (F,u) est 

une correspondance de Frobenius (XV 2), d'o~ la formule des traces de Grothendieck 

([2] 5.1), (SGA 41/2 Rapport 3.2) . 

1.4 Avec les notations de i.i, supposons b 2 et a I finis et surjectifs 

(au lieu de a 2 et b I ), et consid~rons les correspondances duales (III 5.1) 
! ! 

Du E Hom(a~DM,a~DL) , Dv E Hom(b~DL,b2DM) , et les homomorphismes 

(Du) z E Hom((DM)y,(DM) x) (mv) E Hom((DL)x,(DM) ) Supposons (A,[x} × Y) ' z y 

position ggn~rale, ainsi que (X X [y},B) , (A,B) . Appliquant 1.2 & Du , Dv 

en 

on obtient : 

< Du,Dv > = < (DU)z,(Dv) z > , 
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d'oS, par (III 5.1.6) et (III 4.2.6), 

(1.4.1) < u,v > = < (DU)z,(Dv) z > 

De cette remarque et de 1.2 on d4duit, par la formule de Lefschetz-Verdier 

(III 4.7) : 

Corollaire 1.5 - Soient X , Y des courbes propres et lisses sur S , 

a : A > X ×S Y , b : B > X ×S Y des correspondances o~ A e t B sont 

des courbes propres sur S , L 6 ob Dctf(X) , M E ob Dctf(Y) , 

i ! 
u E Hom(a~L,a2M) , v E Hom(b~M,blL) . On suppose que C = AX(x ×S y)B eat fini 

su___ir S et de la forme C = CIJ-[C 2 , avec lea propri4t~s suivantes : pour 

z E C 1 , lea morphismes d4duits de a 2 , b I par localisation stricte aux images 

d__ee z sont finis, e t , s__~i (x,y) d~signe l'image de z dana X ×S Y , chacun 

des couples (A,B) , (A, X × [y}) , ([y} × Y,B) eat en position g~n4rale en 

(x,y) ; pour z E C 2 , lea morphismes d~duits de a I , b 2 par localisation stricte 

aux images de z sont finis, et chacun des couples (A,B) , (A,[x} × Y) , 

(B,X X {y}) eat en position g~n~rale en (x,y) ("position g~n~rale" signifiant 

que l'intersection des cones tangents en (x,y) aux images des courbes du couple 

consider@ eat r~duite ~ (x,y)). Alors, s i u~ E Hom(RF(X,L) , RF(Y,M)) , 

v# E Hom(RF(Y,M) , RF(X,L)) sont lea morphismes d~finis par u,v (III 3.7.6), on 

i, avec lea notations de I.i.i , (III 5.1.5) , 

(1.5.1) < u~,v~ > = z ~E CI: < Uz'Vz > + z ~E d 2 < (DU)z'(DV)z > 

1.6 Admettant le formalisme de la cohomologie g-adique, on d~duit de 1.5, par 

la technique de passage g la limite de XIV, que, sous lea hypotheses de 1.5 sur 

X , Y , a , b , on a, pour L E ob Db(x,~g) (6 premier ~ p) , M 6 ob Db(y,~6) 

u E Hom(alL,a2M) , v E Hom(b~M,biL) , l'~galit~ analogue ~ 1.5.1 dana ~£ . Cette 

formule contient comme cas particulier la proposition 7.12 de Langlands [4] : ap- 

pliquer la formule avec X = Y, M le faisceau F consid~r~ par Langlands, L = CUM 

(6 6 ~),A = la diagonale de X × X ~ b = la correspondance ~ de (loc. cit.) 
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-1 
u = la correspondance & support darts A donn~e par ~ : L > M 

v = la correspondance ~ de (loc. cit.) ; avec les notations de (loc. cir.), C I 

(resp. C 2) est l'ensemble des points fixes o~ a < d (resp. a > d ). 

1.7 Sous les hypoth&ses de 1.2, prenons pour u (resp. v) 

c6(A) (resp. c£(B) ) d~finie par Tra2 : a2~ ~ A > A (resp. 

La formule 1.2.1 s'~crit 

(1.7.1) deg(a2)deg(b I) = < e6(A) , c6(B) > , 

oN deg(a 2) (resp. deg(b I) ) d~signe le degr~ g~n~rique de a 2 (resp. b I) 

Compte tenu des hypoth&ses de position g~n~rale, le premier membre de 1.7.1 n'est 

autre que la multiplicit~ d'intersection en (x,y) des cycles a~A , b~B , 

images directes de A et B . Ii n'est pas difficile de d~duire directement 1.7.1 

de la compatibilit~ de la formation de la classe de cohomologie associ~e & un cycle 

avec les intersections (SGA 41/2 Cycle 2.3.8). 

la corre spondance 

Trbl : bl~A ---> A). 
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2. - R~duction ~ un th~or~me d'annulation. 

2.1 Sous les hypotheses de i.I, notons s (resp. t) l'image de z dans A 

(resp. B) , i : U = X - [x} c > X et j : V = Y - [y} r > Y les inclusions 

canoniques. Comme a 2 et b I sont finis, on a a21(y) = s , bll(x) = t ,donc 

I i 
a I (U)~ a 2 (V) , b21(V)c bll(U) , et l'on a des diagrammes commutatifs 

a{ m 

U < a?l(u) a2 > V 

a I a 2 
X ~ A >Y 

b{ 
U < b21(V) 

i I (3) I (4) 

b I b 2 
X < B 

o~ les carr~s (i) et (4) sont cart~siens. 

>V 

~Y 

Lemme 2.2 - Pour prouver 1.2, on peut se borner ~ consid~rer les deux cas suivants : 

a) L x = O, M = 0 ; b) LNu = 0 MIU = 0 y 

Consid~rons les filtrations d~croissantes sur L , M d~finies par les 

sous-complexes 

FnL =~i!i~L si n = 1 , FnM = vJ si n = 1 

kO si n > 1 n > 1 

n ~ ~ n Le complexe a2~a~L (resp. bl~b~M) est alors filtr~ par F a2~a~L = a2~a~F L 

n 
On a F a2~a~-L = a^z~a~Ll pour n _< 0 , et 0 pour n > 1 ; de plus, comme a 2 

est fini et le carr~ (i) cart~sien, on a 

a v  v ~  -'3~ 
Fla2~a~L = j!( 2!al i L) 
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On a de m~me 

bl~b~M si n < 0 

n 
=Ji (b b M) F bl~b2M " ' ' ~'~ " ! i! 2 j st 
I 
~O si n>l 

n=l 

On peut supposer u (resp. v) d~fini par un homomorphisme de complexes 

~ : a2~a~ > M (resp. ~ : bl~M > L) . Les formules ci-dessus montrent 

Fla2~ a Flbl u que le compos~ ~'L ~ ae~a~L u > M (resp. ~b~M > bl~M -- > L ) 

se factorise (de mani~re unique) g travers FIM (resp. FIL), en d'autrestermes 

que ~ (resp. ~) est un homomorphisme de complexes filtr~s. Ainsi u (resp. v) 

est sous-jacent ~ une correspondance filtr~e (au sens de (III 4.13)), que nous 
! ! 

noterons encore ~ E HOmDF(a~L,a2M) (resp. ~ C HOmDF(b~M, biL)) . par l'additi- 

vit~ des cup-produits ([3] V 3.8.7), (llI 4.13.1), on a 

o o i I 
< u z,v z > = < gr Uz,gr v z > + < gr Uz,gr v z > 

o o <gr I ~ > < u,v > = < gr ~,gr ~ > + ~,gr I 

Le lemme en r4sulte, car grlL = i!i~L (resp. griM = j!j~eM) a une fibre nulle en 

x (resp. y) , tandis que gr°L (resp. griM) est concentr4 en x (resp. y) 

Lemme 2.3 - Sous les hypotheses de i.i, supposons 

< Uz,V z > = < u,v > 

L'id4e de la d4monstration est qu'alors 

LIU = O , MIV = O . Alors on 

u et v sont images directes 

de correspondances entre complexes concentr~s au points ferm~s et que la formule 

~tablir ne fait qu'exprimer la formule de Lefschetz pour les projections s > S , 

y > S . Compte tenu de 1.1.3, on peut remplacer les donn~es de i.i par les 

suivantes : X (resp. Y) est une S-courbe lisse munie d'un point ferm~ x (resp. y), 

A (resp. B) est une S-courbe s~par~e, a : A > X ×S Y , b : B > X X S Y 

sont des S-morphismes finis tels que AX(x ×S y)B soit r~duit ~ un point ferm~ z 

au-dessus de (x,y) , u E Hom(a~,a2M) , v 6 Hom(b~M,b~L) , avec 

L = hl~e' , m = h2wM' , L' E ob Dctf([x }) , M' 6 ob Dctf({y }) , 
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h I : [x] > X et h 2 : {y} > Y d~signant les inclusions canoniques. Zl s'agit 

de montrer que < Uz,V z > -- < u,v >z , o~ u z E Hom(RF(X,L),RF(Y,M)) , 

v z E Hom(RF(Y,M),RF(X,L)) sont d~finis comme en I.i, et < u,v >z est la valeur 

en z du cup-produit (III 4.2.7). On a R~(X;L) = RFc(X,L) = L X , RF(Y,M) = 

Rrc(Y,M) = M et u (resp. v z) n'est autre que l'image directe u. (resp. v~) 
y ' z 

de u (resp. v) sur S au sens de (III 3.7.6), comme le montre le proc~d~ de 

calcul (III 3.5 b)). D'autre part, si h = h I X S h 2 : (x,y) > X X S Y est l'in- 

clusion, et si 

a , ben (x,y) 

et les fl~ches 

a' : A' > (x,y) , b' : B' > (x,y) d4signent les fibres de 

(r4duites chacune ~ un point), on a des isomorphismes canoniques 

! L ! L 

h.a~a''(DL x ~S M ) ~ > a.a(DL ®S M) , 
Y 

! L ! L 

h.b~b''(L x ®S DM ) ~ > b~b'(L ®S DM) y 

! ! 

'~" ' Hom(a~L,a2M) , h. : Hom(a I ~Lx,a2"M ) > 
Y 

! 

h~ : H ° m ( b i ~ M y ' b i ' L x  ) 

correspondances u et 

* ! 
> Hom(b2M,biL) (III 3.7.6) sont des isomorphismes. Les 

v s'4crivent donc (de mani~re unique) 

(1) u = h.u' , v = h.v' , 

I 
u' E Hom(ai*Lx,ai'My) , v' E Hom(bi~My,b I' avec ' L  x )  

(III 4.5.1) pour (hl,h2,A' > A, B' > B) , on a 

. Par la formule de Lefsehetz 

(2) < u,v >z = < u',v' >z 

= ' , v. = v~ d'o~, par la formule de D'autre part, on a, d'apr~s (I) , u. u~ 

eefschetz pour {x} > S , [y] > S , 

(3) < UwjVw > = < Ut,V p >z 

Compte tenu de la remarque faite plus haut, la conclusion d~coule de la conjugaison 

de (2) et (3) . 

Lemme 2.4 - Pour prouver 1.2, on peut supposer que a e__~t b 

= = ferm~es, et il suffit de d~montrer que, si L X 0 , M 0 -- y 

tion 

sont des immersions 

, la fl~che de restric- 
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L L 
(2.4.1) HA(X X S Y,DL ~S M) > H°(B'b~(DL ®S M)) 

est nulle. 

Posons X XS Y = g . Les sous-sch~mas ferm~s a' : A' > Z , 

b' : B' > Z , images de a et b v~rifient les m~mes hypotheses que a et 

b . Soit u' (resp. v') la eorrespondance ~ support dans A' (resp. B') image 

directe de u (resp. v) (par la fl~che d~duite de la fl~che d'adjonction 

I ! 
f~f" > I (resp. g~g' > i) oO f : A > A' (resp. g : B > B') est 

la projection). Ii est imm~diat que Uz = U'z ' Vz = V'z " D'autre part, il d~coule 

ais~ment de la d~finition du cup-produit 1.1.2 que < u,v > = < u',v' > , d'oO 

la premigre assertion. D'apr~s 2.2 et 2°3, on peut supposer que L x = 0 , My = 0 

et la conclusion de 1.2 s'~crit alors < u,v > = O . Soient P, Q E ob Dctf(Z) 

Le cup-produit 

L 
HA(Z,P) ® HB(Z,Q) > H°(Z,'P ® Q) 

se d~compose en 

o H~(Z,P) ® H~(Z,Q) b~ ® i> H~(B,B~P) ~ HB(Z,Q) 
L 

> H°(Z,P ® Q) g 

o0 b ~ est la restriction et la seconde flgche, variante du produit consid~r~ dans 

(SGA 41/2 Cycle 1.2.1), d~rive du produit ~vident au niveau des sections de fais- 

ceaux (cette assertion se v~rifie ais~ment, par exemple g l'aide des r~solutions 

flasquesde (SGA 4 XVII 4.2) ; si a' : [z] > B , b' : [z} > A , c : [z} ) Z 

sont les inclusions, on peut aussi invoquer la d~composition standard de la fl~che 
v L v  v L 

de KUnneth (III 4.2.1) a'P ®Z b'Q > c (P ® Q) en une "fl~che de changement de 

t L v  I L 
base" a P ®Z b'Q > a' b~P ® a'~b Q , suivie de "fl~chesde projection" 

! L v v L ! v v L L 
a''b~P ® a'~b Q > a' (b~P @ b Q) > a' b (P ® Q)) . Prenant P = DL ®S M , 

L 
Q = L ~S DM , et revenant ~ la d~finition de <u, v>(III 4.2.5), on voit qu'il 

suffit de prouver que b~u = 0 , d'o0 la conclusion. 
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Compte tenu de 2.4, 1.2 va donc d4couler du r~sultat plus pr4cis suivant : 

Proposition 2.5 - Sous les hypotheses de 1.2, on suppose que a e t b sont des 

immersions ferm~es et que L x = O, M = 0 . D@sisnons par T le localis~ strict 
Y 

de X ×S Y e__nn z = (x,y) , et identifions A , B & des sous-sch~mas ferm~s de 

T . Alors les fl~ches de restriction 

L L 
b* : RFA(T,(DL ®S M) IT) > RFz(B,b~(DL ®S M)) 

L L 
a* : R~B(T,(L ~S DM) IT) > R~z(A'a*(L ®S DM)) 

sont nulles. 

2.6 La d@monstration de 2.5 va occuper le reste dun ° 2 et les n°s 3 et 4 . 

Compte tenu de la sym@trie de l'@nonc@, on peut se borner & prouver l'assertion 

relative & b* . Nous allons la r~exprimer sous une forme qui nous sera plus commo- 

de. Notons d'abord que 

L L L 
R~(T,(DL ®S M) IT) = (DL ®S M)z = (DL)x ® M = 0 y ' 

car M = 0 , et que de m~me 
Y 

L L 
RF(B,b*(DL ®S M)) = (DL ®S M)z = 0 

Par suite, les triangles de cohomologie relative donnent des isomorphismes 

L L 
RF(T-A,(DL ®S M)[T-A) ~ > RFA(T,(DL ®S M)T)[I] 

L L 
RF(B-z,(DL ®S M) IB-z) ~ > RFz(B'b*(DL ®S M))[l] , 

par lesquels la fl~che b* de 2.5, d@cal4e de i, s'identifie & la restriction 

L L 
(2.6.1) b* : RF(T-A,(DL ®S M)[T-A) > RF(B-z,(DL ®S M) IB-z) 

Comme L = O , M = 0 , on peut @crire 
x y 

(2.6.2) L = i,DP , M = j!Q , 
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oN i : X-x > X , j : Y-y > Y d~signent les inclusions, et P E ob Detf(X-x) , 

Q E ob Dctf(Y-y) . Par l'isomorphisme de dualit~ (SGA 4 XVIII 3.19.6) (plus un 

passage ~ la limite), on a DL = Ri DDP = Ri~P ,donc 

L L 

DL ~S M = Ri~P ®S J!Q 

Posons X x S Y = Z , et identifions X × [y] , [x} X Y ~ des sous-sch~mas ferm~s 

de Z (resp. T), que nous noterons slmplement X , Y . Notons 

f' : Z - Y ~- > Z , g' : Z - (X U Y) # > Z - Y , 

f : T - Z r > T , g : T - (X Y Y) " > T - Y , 

les inclusions. La formule de KUnneth (III 1.6.4) donne, par passage g la limite , 

L L 
De ®S M = Rf~gi(P @S Q) 

d'o~ 
L L 

(2.6.3) (DL ®S M) IT = Rf~g!((P ®S Q) IT-(X U Y)) 

Avec cette identification, 2.6.1 s'~crit 

(2.6.4) b~ : RF(T~YU A),g,(E)IT-(Y U A)) > RF(B-z,g!(E)IB-z) 

L 
o~ E = (P ®S Q) IT-(X U Y) 

Dans les deux num~ros qui suivent, nous allons montrer que la fl~che 2.6.4 

est nulle : nous nous ramgnerons d'abord au cas o~ les faisceaux de cohomologie de 

E ont une ramification mod~r~e (l'action de l'inertie se faisant plus pr~cis~ment 

travers un 6-groupe, pour un nombre premier ~ ~ p) , puis traiterons directement 

ce cas ~ l'aide d'un th~or~me de puret~. 
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3.- R~duction au cas modern. 

3.1 Rappelons que l'anneau de base A est annul6 par un entier premier A p , 

donc est produit direct d'anneaux noeth6riens h i , chaque A i ~tant annul4 par 

une puissance d'un hombre premier 6 i # p . Pour tout schema S' sur S , la 

cat4gorie d4riv4e D(S',A) est produit des cat4gories D(S',A i) , de sorte que, 

pour prouver la nullit4 de 2.6.4, on peut supposer que A est annul6 par une puis- 

sance d'un hombre premier ~ @ p . On peut supposer, d'autre part, que P (resp. Q) 

est born4 et~ composantes localement libres de type fini. 

3.2 Posons X-x = U , Y-y = V . Soient U"/U un rev~tement galoisien fini 

de groupe G qui trivialise les composantes de P , H un £-sous-groupe de Sylow 

de G , U' = U"/H le rev@tement quotient, X' le trait strictement local normalis~ 

de X dans U' : X'/X est un rev~tement fini s connexe, de degr4 d I premier 

% , et la representation de nl(U') d6finie par les composantes de P' = PIU' 

se factorise A travers un %-groupe fini. Proc4dant de m@me avec Q , on trouve un 

rev@tement fini, connexe, Y'/Y de degr4 d 2 premier A 6 , induisant sur V un 

rev@tement 4tale V' tel que la repr6sentation de ~I(V') d6finie par les compo- 

santes de Q' = QIV' se factorise A travers un %-groupe fini. Soit 

d = dle I = d2e 2 = ppcm(dl,d 2) . Quitte g extraire une racine el-i6me (resp. e 2- 

iAme) d'une uniformisante de X' (resp. Y') , on peut supposer que X' (resp. Y') 

ales m~mes propri6t4s que pr4c4demment, avec de plus d I = d 2 = d 

Soient x' (resp. y') le point ferm4 de X' (resp. Y'), 

strict de 

T' le localis~ 

X' X S Y' en (x',y') , z' le point ferm~ de T' , A' (resp. B') l'image 

inverse de A (resp. B) dans T' , 

E' = (P ®S Q) IT' - (X' U Y') = (P' ®S Q')IT' 

commutatif de fl&ches de restriction 

RF(T-(Y U A),g!(E)IT-(Y U A)) b~ 

I I RF(T'-(Y' U A'),g!(E )IT'-(y' U A')) 

(X' U Y') . On a alors un carr~ 

> RF(B-z,g,(E)IB-z) 

I (1) 
b'~ f 

> Rr(B'-z',gi(E')IB'-z ,) 
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oO b' : B' > T' , g' : T'-(X' U Y') > T'-Y' sont les inclusions. Le re- 

v~tement T'/T est fini, de degr~ d 2 , et ~tale en dehors de X U Y ,donc 

induit un rav@tement ~tale de degr~ d 2 de B'-z' sur B-z . Le compos~ de (i) 

et du morphisme trace R~(B'-z',g;(E')IB'-z') > R~(B-z,g!(E)IB-z) est donc la 

multiplication par d 2 , qui est un isomorphisme, puisque ~ ne divise pas d 

Pour prouver que la flgche 2.6.4 est nulle, il suffit donc de prouver que 

b '~ = O . On sera donc ramen~ au cas oO la representation de ~I(U) (resp. ~I(V)) 

d~finie par les composantes de P (resp. Q) se factorise ~ travers un C-groupe 

fini, pourvu que l'on s'assure que A', B' v~rifient les hyptohgses de position 

g~n~rale de 1.2 . Cela va r~sulter du lemme suivant : 

Lemme 3.3 - Sous les hypotheses de 1.2, a et b ~tant des immersions ferm~es, 

soient X'/X , Y'/Y des rev~tements finis de S-traits strictement locaux, de 

m~me degr~ d , notons A' (resp. B') l'image inverse de A (resp. B) dans 

X' X S Y' . Alors les couples (A',B') , (A',X') , (Y',B') sont chacun en po- 

sition g~n~rale (au sens de 1.2) (~). 

La d~monstration de 3.3 sera donn~e apr~s quelques pr~liminaires. 

~I s2 
Lemme 3.4 - Soient X ~ W > Y des morphismes finis de S-traits, 

s = (Sl,S 2) : W > X ×S Y , u, v, w des uniformisantes de X, Y, W respecti- 

vement, de sorte que 

m m+l 
s~ = aw mod w , s~v = bw n mod w n+l , 

ave_~c a,b E k~ . Alors : (i) Si m < n , s(W) est tangent ~ X en z = (x,y). 

(ii) __Si m = n , s(W) est tangent au sous-sch~ma de X X S Y d'~quation 

ap~(v) - bp~(u) = 0 

(~) avec l'abus de notation habituel X' = X' X [y'} , etc.. (oN x' (rasp. y') 

est le point ferm~ de X' (resp. Y')). 
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Soient Z = X ×S Y , W' le sous-sch~ma ferm~ r~duit image de s .Dans 

l'espace tangent en z ~ Z , la pente, par rapport & la tangente & X , de la 

tangente & W ~ est la valeur & l'origine de la fonction induite sur W' par 

p~(v)/p~(u) ; c'est aussi la valeur ~ l'origine de la fonction induite par 

p~(v)/p~(u) sur W , c'est donc 0 (resp. b/a) dans le cas (i) (resp. (ii)). 

Dans la situation de 3.4, nous d~finirons la pente de W par rapport 

((X,u), (Y,v)) comme l'~l~ment de k U ~} ~gal & 0 si m < n , ~ si m > n , 

b/a si m = n . Cet ~l~ment ne d~pend pas du choix de w 

Lemme 3.5 - Soient f : X' > X , g : Y' ~ Y des morphismes finis de S-traits 

de m~me indice de ramification d , u , v , u' , v' des uniformisantes de X , Y , 

X' , Y' respectivement. Ii existe alors C E k ~ tel que, pour tout diasramme com- 

mutatif de morphismes finis de S-traits 

X' < W' > Y' 

f~ s I s 2 
g 

X ~ W >Y 

on ait k = C k 'd , o_~ k (resp. k') est la pente de W 

((X,u),(Y,v)) (resp. ((X',u'),(Y',v'))) 

(resp. W') par rapport 

Par hypoth&se, on a 

f~u ~ u 'd mod u 'd+l = , g~ = B v'd mod v 'd+l 

avec ~ , ~ E k ~ . Montrons que C = $/~ a &es propri~t~s voulues. Soit 

w') une uniformisante de W (resp. W'). On a 

avec 

s~ = aw m mod w m+l 

si@u' = a'w 'm' mod w 'm'+l 

h~w = y w 'r mod w 'r+l 

a, b, a', b', y E k ~ 

w (resp. 

s~v = bw n mod w n+l , 

, slav ' = b'w 'n' mod w 'n'+l , 

• La commutativit~ des carr~s du diagramme entraSne 
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m'd = rm , n'd = rn , d'oN m'/n' = m/n . Supposons d'abord m = n . On a 

= b/a , ~' = b'/a'. Si l'on pose N = m'd = rm = n'd = rn , les congruences 

ci-dessus fournissent 

, ymw'N w ,N+I (fs{)~u = ~a'dw 'N mod w 'N+I (Slh)eu = a mod 

d'o~ ~a 'd = ay m . On obtient de m~me 8b 'd = by m , d'oN X = C x,d , pour 

~ 0 , = . Mais, comme m'/n' = m/n , X = 0 (resp. =) ~quivaut g ~' = 0 

(resp. =) , ce qui ach~ve la d~monstration. 

Prouvons maintenant 3.3 . Soient Z = X X S Y , Z' = X' X S Y' , ~ (resp. 

~) le normalis~ de A (resp. B) , ~' (resp. ~') le normalis4 de A' (resp. B') . 

Comme ~' (resp. ~') est aussi le normalis4 de A ×Z Z' (resp. ~ ×Z Z') , on a 

des carr4s commutatifs 

(~) 

~' > z' < ~' 

Soient (Xi)l < i < m (resp. (Yj)I < i < m ) les points de ~ (resp. ~) au-dessus 

de x (resp. y) , (x~) 1 < i < m' (resp. (Yj)I ! J ! n') les points de ~' (resp. 

~') au-dessus de x ~ (resp. y') . Comme A et B sont strictement locaux, on 

I J ~=i i 4 I a des d~compositions ~ = I < i < mAi ' I ! J J nBj ' = 1 ! i J ,A~ , 

~' = I I ] Bj A[ B[ 1 < j < n 'B , oh A i , , , sont des traits strictement locaux de _ _ 1 j 

points ferm4s respectifs x i , yj , x~1 ' Yj' . Choisissons des uniformisantes u , 

v , u' , v" , de X , Y , X' , Y' respectivement, notons k.l (resp. ~j ) la 

pente de A.l (resp. Bj) par rapport & ((X,u),(Y,v)) , ~11 (resp. ~j') eelle de A!I 

(resp. B!) par rapport & ((X',u'),(Y',v')) 
J 

sur A et B s'expriment par 

• Les hypothgses de position g~n~rale 

(I) %i # O pour tout i , ~j ~ = pour tout j , k i ~ ~j pour tous 

i , j , et il s'agit de montrer que l'on a 

(2) %i' # 0 pour tout i , ~j' ~ 0= pour tout j , ~'.] ~ ~ij' pour tous i , 

J 
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v soient i' 6 [l,m'] , j' 6 [l,n'] , x i (resp. yj) l'image de xi,(res p. yj,) . Le 

diagramme (~)  f o u r n i t  des ca r r f i s  c o m m u t a t i f s  de morph i smes  f i n i s  de S - t r a i t s  

X' < A'., > Y' X' < B[ > Y' v 

X< A. > Y , X< B. >Y 
I 3 

D'apr~s 3.5, il existe C 6 k ~'~ tel que k i = C~,. , ~j = C~]. 

(2) , ce qui ach~ve la d~monstration de 3.3 . 

,donc (I) entralne 
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4. - Fin de la d~monstration de 1.2. 

4.1 Pour achever la d~monstration de 2.5, donc de 1.2, il reste & ~tablir la 

nullit~ de 2.6.4 sous les hypotheses additionnelles suivantes : A est annul~ 

par une puissance d'un nombre premier ~ ~ p , P et Q sont born~s, & composantes 

localement libres de type fini, telles que les representations correspondantes des 

groupes fondamentaux se factorisent ~ travers des £-groupes finis. On a 

g,(E)IT-(Y U A) = gl!(El) 

o~ gl : T-(X U Y U A) r ~ T-(Y U A) est l'inclusion, et E1 = (P ®S Q) IT-(X U Y UA) . 

Or E 1 est un complexe & cohomologie born~e, constructible, localement constante, 

telle que la representation correspondante de ~I(T-(X U Y U A)) se factorise 

travers un 6-groupe. L'assertion g d~montrer va donc r~sulter de l'~nonc~ plus g~- 

n~ral suivant : 

Proposition 4.2 - Soient T le localis~ strict en un point ferm~ d'un S-schema 

lisse de dimension 2 , t le point ferm~ de T , A , B, X des sous-sch~mas ferm~s 

de dimension i de T , i : T-(A U X) r > T-A l'inclusion. On suppose que X est 

r~gulier, et que A est en position g~n~rale par rapport ~ B e t X (i.e. que 

l'intersection des cones tangents en t ~ A e t B U X est r~duite & t). Soit 

d'autre part E E ob Db(T-(A U X)) , tel que H~(E) soit constructible, localement 

constant, et que la representation correspondante de ~I(T-(A U X)) se factorise 

travers un 6-$roupe. Alors la flgche de restriction 

Rr(T-A,i!(E)) > Rr(B-t,iT(E)IB-t) 

est nulle. 

La d~monstration va s'appuyer sur le 

Lemme 4.3 - Soient Z un schema noeth~rien r~gulier connexe de dimension 2, de 

caract~risti~ues r~siduelle~premi~res & ~ , X, Y des diviseurs r~guliers se cou- 

pant transversalement en un point z , d'o~ un diasramme d'inclusions 
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Z-(X UY) ~ i' > Z-Y 

Z-X c > Z 

Y-z r > y 

On fait l'hypoth~se de puret~ : 

(P) Rqj~(~/6) = 0 pour q > i 

Soit d'autre part L ~ ob Db(z-(X U Y),A) , ~ cohomolo$ie constructible localement 

constante, telle que la representation correspondante de ~I(Z-(X U Y)) se facto- 

rise ~ travers un £~groupe. Alors : 

a) On a un isomorphisme canonique 

il!m'~Rj~e > m~Rj~(ilL) , 

et le complexe m'~Rj~ est ~ cohomolo$ie constructible, localement constante. 

b) Supposons Y connexe, et soit s un point $~om~trique de Y loca- 

lis~ en un point ferm~ s ~ z . Alors la fl~che de restriction 

(4.3.1) Rr(Y,m~Rj~(i IL) ) > (Rj~(ile)) ~ 

est nulle. 

c) Sous les hypotheses de b), soit C un sous-schgma ferm~ de dimension 

i d__ee Z tel ~ue Y n c = s , notons ~ le localis~ strict de C e__nn s . Alors 

la fl~che de restriction 

(4.3.2) RF(Z-Y,ilL) > RF(~ - ~ , ii(L) l~ - ~) 

est nulle. 

L'isomorphisme (trivial) i~Rj~ilL ~ > Rj~(i'~ilL) = Rj~L donne un 
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isomorphisme m'~RjSL > i~hn~Rj~ilL , d'oO, par adjonction, une fl&che 

il.m'~R"L > m~Rj~(ilL) , 

qui induit un isomorphisme hors de z . Montrons qu'elle est un isomorphisme, i.e. 

que, si z est un point g~om~trique au-dessus de z , 

Rj~(ilL) ~ = 0 

On peut pour cela remplacer A par ~/gv , o0 gv annule A , et l'on se ram&- 

ne, par d~vissage et passage & la limite, au cas o0 L est un ~/g~ Module lo- 

calement constant de type fini, correspondant ~ une representation du ~I & tra- 

vers un g-groupe. Comme le seul groupe ab~lien fini de L-torsion qui est simple 

sous-l'action d'un g-groupe est ~/g avec action triviale, on se ram~ne, par un 

nouveau d~vissage, au cas o0 L est le faisceau constant ~/£ . Soient ~ le 

localis~ strict de Z en z , ~ = X ×Z ~ ' ~ = Y ×Z ~ ' i' : ~ -(~U~)~->~-~ 

l'inclusion. On a 

Rj~(i!' (2Z/g))z- = RI~(Z-~'i; (m/L) , 

de sorte qu'on est ramen~ ~ prouver que la fl~che de restriction 

HN~ H (Z-Y,2Z/£) > Hn(~-z,ZZ/£) 

est un isomorphisme pour tout n . Or, pour n ~ 1 , c'est une consequence du 

lemme d'Abhyankar, et pour n > i les deux membres sont nuls par l'hypoth~se de 

puret~. La premigre assertion de a) est donc ~tablie. Prouvons la seconde. Par 

d~vissage, on peut supposer L concentr~ en degr~ 0 . L'hypoth~se (P) entra~ne, 

par d~vissage, Rqj~L = 0 pour p > 2 . Reste & prouver la constructibilit~ et 

constance de m'~Rqj~L pour q J 1 , ce qui est standard. Pour la la locale 

constructibilit~, r~solvant L & droite par des faisceaux dn type p~p~L o0 

p : Z' > Z est un rev~tement fini mod~r~ment ramifi~ le long de Y , on se 

ram~ne & L constant, de valeur Lo : on a alors m'~j~L = (Lo)y_ z , et 

m'~RIj~L = (Lo)y_z(-l) par Abhyankar. Pour la locale constance, il s'agit de voir 

que les fl~ches de sp~cialisation sont des isomorphismes. On peut, pour cela, 



remplacer, comme plus haut, A par 

cas o~ Lest le faisceau constant 

On a donc d~montr~ a). Prouvons b). Soit 

Choisissons. des fl~ches de sp~cialisation a : 

(o~ Y(z) (resp. Y(s) est le localis~ strict de 

M = m~Rj~(ilL) . Le carr~ commutatif 

Y < Y(s) 

l lb 
Y(z)< a 
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~/£v , et l'on se ram~ne par d~vissage au 

~/g : on conclut & l'aide du lemme d'Abhyankar. 

Y un point g~n~rique g~om~trique de 

> Y(~) , b : ~ > Y(s) 

Y en z (resp. s)). Posons 

induit un carr~ commutatif 

4.3.1 
RF(Y,M) > M- 

s 

a ~  
M- >M- 
z 

Comme MIY-z 

D'autre part, comme M = ilwi~M , on a M-z = 0 

Reste & prouver c). On a ~ = C ×Z ~ , oN 

lis~ strict de Z en z . Posons ~ = Y XZ ~ 

tatif de fl~ches de restriction 

est ~ cohomologie localement constante, b ~ est un isomorphisme. 

, donc la fl&che 4.3.1 est nulle. 

d~signe, comme plus haut, le loca- 

. On a alors un diagramme commu- 

Rr(Z_y, ilL) = Rr(Z,Rj~(ilL)) 4.3.2 > Rr~_s,ii(L) l~_s) 

RF(Y,m~Rj~(ilL) ) 4.3.1> (Rj~(ilL)) s = Rl~(~_~,(ilL) ig_~) , 

la nullit~ de 4.3.2 d~coule donc de b), ce qui ach&ve la d~monstration de 4.3 

Prouvons 4.2 . Soient f : T' > T l'~clatement de l'id~al maximal de 

T , D = f-l(z) (~ pl) le diviseur exceptionnel, A' , B', X' les transform~s 
-- s 

purs respectifs de A, B, X . T' est donc r~gulier, connexe, de dimension 2 , X' 

est un diviseur r~gulier coupant transversalement D en un point z' , et les 

hypoth&ses de position g~n~rale sur A, B , X signifient que A' est disjoint de 
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B' U X' . Notons E' l'image inverse de E sur T'-(A' U D U X') et 

i' : T'-(A' U D U X') c > T'-(A f U D) l'inclusion. Ii s'agit de prouver que la 

fl~che de restriction 

(4) RF(T'-(A' U D),iI(E')) > Rr(B' U D),iI(E')IB'-(B' U D)) 

est nulle. Mais B' est r~union disjointe de schemas strictement locaux 

B~(I < j < n) , de dimension I, tels que, pour chaque j , B! N D soit r~duit 
J J 

un point b. . Appliquant 4.3 c) ~ (Z = T'-A' , X = X' , Y = D-(D N A') , 
J 

L = E' , C = B!) (l'hypoth~se (P) est v~rifi~e en vertu du th~or~me de puret~ 
J 

relatif (SGA 4 XVI 3) car (Z,Y) est limite projective filtrante de couples lisses 

de codimension i sur S , ~ morphismes de transition affines ~tales), on trouve 

que la fl~che de restriction 

R~(T'-(A'U D), i I (E ' ) )  > Rr(Bj-bD,iI(E')IBj-b j) 

est nulle. Donc (4) est nulle, ce qui ach~ve la d~monstration de 4.2, donc de 2.5 

et 1.2 . 
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II. Correspondances ~uivariantes. 

5. - Traces non commutatives. 

On fixe dans ce num~ro un topos T et un anneau commutatif unitaire K 

de T . Les anneaux consid~r~s seront supposes associatifs et unitaires, mais pas 

n~cessairement commutatifs. On appellera K-alg~bre tout anneau A (associatif, 

unitaire) de T muni d'un homomorphisme (unitaire) K ) A d'image conterme 

dans le centre. 

5.0. - Introduction. 

Soit E un K-module localement facteur direct d'un module libre de type 

fini. On dispose alors d'un homomorphisme trace (de nature locale) 

(5.0.1) Tr K : Ho~K(E,E) > K , 

d~fini par composition de la "fl&che d'~valuation" 

(5°0.2) HomI{(E,K) ~K E > K , f ® x ~ > f(x) , 

avec l'inverse de l'isomorphisme canonique "produit tensoriel" 

(5.0.3) HomK(E,K) ~KE > HomK(E,E ) , f ® y ~ > (x i > f(x)y) 

Les fl~ches 5.0.2 et 5.0.3 sont d~finies plus g~n~ralement pour tout K-module E , 

et l'on en d~duit, pour tout complexe de K-modules E , des homomorphismes de com- 

plexes 

(5.0.4) Hom~(E,K) ®K E > K 

(5.0.5) Hom~(E,K) ®~ > Ho~'((E,E) 

Par d~rivation, 5.0.4, 5.0.5 donnent, pour 

L 
(5.0.6) RHOmK(E,K) ~ > K , 

L 
(5.0.7) RHOmK(E;K) ®K E "' > RHo___~(E,E) 

f ® x D > f(x) , 

, f ® y Z > (xl > f(x)y) 

E 6 ob D (K) , des fl~ches de D(K) : 
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Si E est parfait (SGA 6 I), 5.0.7 est un isomorphisme (comme on le v~rifie facile- 

ment par r~duction au cas o~ E = K) , et, en composant l'inverse de 5.0.7 avec 

5°O.6, on obtient un homomorphisme trace, de nature globale, 

(5.0.8) Tr K : RHo~((E,E) > K , 

qui g4n~ralise 5.O.1 (pour plus de d4tails, voir (SGA 6 I 7, 8)). 

Nous nous proposons ici d'examiner dans qeulle mesure on peut, dans les 

constructions pr~c~dentes, remplacer K par une K-alggbre A (on s'int4ressera 

surtout au cas o5 A est la K-alg~bre d'un groupe fini ordinaire), et d4finir no- 

tamment une fl~che trace analogue ~ 5.0.8, g4n4ralisant la notion de trace "non 

commutative" introduite par Stallings dans [5] et d~velopp4e par Grothendieck dans 

l'expos4 XI de ce s4minaire (comme on ~a dit dans l'introduction, cet expos4, r4- 

dig4 par I. Bucur, a malheureusement 4t4 perdu ; le lecteur pourra toutefois se re- 

porter g l'expos~ de Deligne (SGA 41/2 

tiels). Si le remplacement de K par 

il n'en va pas de m@me dan~ 5.0.2 : si 

valuation 

Rapport), o5 sont indiqu4s les points essen- 

A dans 5°0,3 de pr4sente pas de difficult4 , 

E est un A-module A gauche, la fl~che d'4- 

HomA(E,A) ®K E > A , f ® x ~ 

ne~factorise pas en g4n4ral ~ travers HomA(E,A) ®A E 

quotient, une fl~che 

> f(x) 

, mais donne, par passage au 

(5.0.9) HomA(E,A) ~A E > A~ , 

oN A~ est le K-module quotient de A par le sous-K-module engendr4 localement 

par les sections locales de la forme ab - ba . Si E est localement facteur direct 

d'un A-module ~ gauche libre de type fini, la fl~che produit tensoriel, analogue 

5;0.3, 

(5.0.10) HomA(E,A ) ®A E > HomA(E,E ) 

est un isomorphisme, et l'on obtient, en composant l'inverse de 5.O.10 avec 5.0.9, 

un homomorphisme trace 



(5.0.11) Tr A : HomA(E,E) 

qui se r~duit ~ 5.O.1 quand A = K 

~A 

o On v~rifie facilement par ailleurs (voir 5.7) 

que, pour T ponctuel, 5.O.11 coTncide avec l'homomorphisme trace de Stallings et 

Grothendieck. Dans ce num~ro, nous examinerons l'extension aux complexes et la d~- 

rivation des fl~ches 5.0.9, 5.O.10, 5o0.ii~ et le comportement des fl~ches obtenues 

vis-a-vis de l'extension et de la restriction des scalaires et de certains produits 

tensoriels externes. En fait, nous d~riverons des fl~ches un peu plus g~n~rales que 

5.0.9 et 5.0.10, afin que les constructions puissent s'appliquer ~ la d~finition, 

au n ° 6, de termes locaux de Lefschetz-Verdier "non commutatifs". 

5.1o- Notations. 

Si A est une K-alg~bre, on notera A ° l'alg~bre oppos~e g A , et 

A e = A ®KA° l'alggbre enveloppante de A . Ii revient au m~me de se donner un 

A-bimodule, un Ae-module ~ gauche, ou un Ae-module ~ droite. En particulier, A est 

un A-bimodule, donc un Ae-module g gauche et un Ae-module g droiteoSi E est un 

bimodule rappelons ([i] IX 4) que 

Ho(A,E) = A %eE = E %eA 

est le K-module quotient de E par le sous K-module engendr~ localement par les 

sections locales de la forme ax - xa , pour x E E , a E A (i) . On ~crira par- 

fois EN au lieu de Ho(A,E) o En particulier, A~ est le K-module d~fini en 

5.0°9 . Si A = K[G] , oN G est un groupe fini ordinaire, A~ n'est autre que 

le K-module libre sur l'ensemble G~ des classes de conjugaison de G 

Si A, B sont des K-alg~bres, on utilisera la notation de Cartan-Eilenberg 

A E , E B , AEB pour d~signer respectivement un A-module ~ gauche, un B-module 

droite, un module ~ gauche sur A et ~ droite sur B . Enfin, on notera D(A) 

(resp. D(A,B)) la cat~gorie d~riv~e de la cat~gorie des A-modules ~ gauche (resp. 

des A-B-bimodules, ~ gauche sur A , ~ droit~ s~ B 

(i) 
Si M est un faisceau, la notation x E M signifie que x est une section 

locale de M 



165 

5.2 Soient A , B des K-alg~breso Rappelons que, dans la situation 

(A E , BFA , B G) , on a un isomorphisme canonique 

(5.2.1) HomA(E,HOmB(F,G)) > HomB(F ®AE,G) , f i 

Celui-ci se d~rive en un isomorphisme 

L 
(5.2.2) RHOmA(E,RHOmB(F,G)) ~ > RHOmB(F ®AE,G) 

> (y  ® x I, > f ( x ) ( y ) )  

pour E E ob D-(A) , F E ob D(B,A) , G E ob D+(B) . Onpeuteneffet supposer E born6 

sup6rieurement et ~ composantes plates, G born~ inf~rieurement et g composantes 
L 

injectives, on a alors RHOmB(F ®AE,G) = Hom~(F ®AE,G) , RHom~(F,G) = Hom~(F,G) , 

et RHOmA(E,Hom~(F,G)) = Hom~(m,Hom~(F,G)) car, si E est acyclique, F ®A E est 

acyclique, donc Homi(E,Ho~(F,G)) ~ Ho~(F ®AE,G) est acyclique ; pour E et G 

comme ci-dessus, 5.2.2 est donn6 par l'isomorphisme de complexes 

Homi(E,Hom~(F,G)) N > Ho~(F ®AE,G) d6fini par 5.2.1 . Noter que, si A et B 

sont plats sur K , 5.2.2 vaut encore sous les conditions E E ob D(A) , 

F E ob D-(B,A) , G E ob D+(B) , comme on le voit en r~solvant F par des 

(B ®KA°)-modules plats. On d~duit de 5.2.2 un isomorphisme 

L 
(5.2.3) HomA(E,RHomB(F,G)) ~ > HOmB(F ®AE,G) 

une K-alg~bre. Dans la situation (E A , A F) , on a un isomor- 5.3. Soit A 

phisme canonique 

(5.3.1) E ®A F N > (E ®K F) %e A , x ~ y ~ > (x ® y) ~ i 

D'autre part, dans la situation (A E , AFA ) , la fl~che d'~valuation 

ulle 

(5.3.2) HomA(E,F) ®K E ) F , f ® x > f(x) 

est Ae-lin4aire, donc induit, via 5.3.1 , par application de - ~ A 
A e 

fl~che 

(5.3.3) HomA(E,F) ®A E > F ® AeA (= F~ ) 
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En d'autres termes, la fl~che compos~e de 5.3.2 et de la fl~che canonique 

F -----> F~ , x I > x ® I , se factorise (de mani&re unique) & travers 5.3.3 . 

Supposons A plat sur K . Alors 5.3.1 se d~rive en un isomorphisme 

L L L 

(5.3.4) E ®A F > (E ®K F) ®AeA , 

pour E E ob D-(A °) , F E ob D-(A) (r~soudre E 

D'autre part, 5.3°3 se d~rive en une fl&che de 

L L 
(5.3.5) RHOmA(E,F) ~A E > F %e A , 

pour E E ob D-(A) , F E ob Db(A e) tel que 

d'abord 5.3.2 en une fl&che de D-((Ae) °) 

et F par des modules plats). 

D(K) ,dite fl&che d'~valuation, 

RHOmA(E,F) E ob Db(A °) : on d~rive 

L 
(5.3.6) RHOmA(E, F) ®K E >F 

en rgsolvant E par des modules plats et F par des Ae-modules injectifs, puis 
L 

l'on applique le foncteur - ® A & 5.3.6, en tenant compte de 5.3.4 
A e 

5.4. Soit A une K-alg~bre. Darts la situation (A E , AFA , A G) , on a une 

fl~che canonique 

(5.4.1) HomA(E,F) ®A g 9 HomA(E,F NAG) , u ® y L > (x ~---> u(x) ® y) , 

qui correspond par adjonction (5.2.1) & la fl~che A-lin@aire 

E ®KHOmA(E,F) NAG > F ®A G 

dgfinie par la fl~che d'~valuation E ®KHOmA(E,F) 

La fl~che 5.4.1 se d~rive en une flgche de 

duit tensoriel, 

L L 
(5.4°2) RHOmA(E,F) ®A G > RHOmA(E,F ®A G) , 

F 

D(K) , dite flgche de pro- 
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L 
pour E E ob D-(A) , F E ob D+(A e) , G E ob D-(A) , avec F ®AG E ob D+(A) 

Si E et G sont born~s sup~rieurement et ~ composantes plates, F born@ inf~rieure- 

ment et & composantes injectives, le premier membre de 5.4.2 s'identifie en effet 

Homi(E,F) ®A G , et on l'envoie dans le second membre par le compos~ de 5.4.1 et de 
L 

la fl~che naturelle Hom~(E,F ®A G) > RHom~(E,F ®A G) = RHOmA(E,F ~AG) 

La fl~che 5.4.2 n'est pas en g~n~ral un isomorphisme. Elle l'est cepen- 

dant certains cas importants, par exemple si E est parfait (cormme on le v~rifie 

en se ramenant & E = A). Nous verrons plus loin un autre exemple int~ressant 

(6.2.3). 

Les fl~ches 5.3.5 et 5°4.2 joueront un r~le essentiel dans toute la suite 

de l'expos~. Les exemples d'objets F que nous avons en vue sont : a) F = A , 

ou F = A con~id~r@ comme A-module ~ droite de la mani~re naturelle et comme 

A-module & gauche par un homomorphisme de K-alg&bres ~ : A > A (cf. 5.13) ; 
L 

M E ob D+(K) (au n ° 6, M sera un complexe dualisant, voir b) F = M ®K A , avec 

notamment 6.3.2 , 6.4.1, 6.5.6). 

5.5. Notons DF(A) la c~t~gorie d~riv~e des complexes de A-modules ~ gauche 

munis d'une filtration finie ([3] V). Alors, dans la situation de 5.2, on a un 

isomorphisme canonique de DF(K) , analogue ~ 5.2.2, pour E E ob D-F(A) , 

- A o F E ob D F(B,A) (= D-F(B ®K )) ' G Cob D+F(B) . De m~me, on a des fl~ches 

"d~riv~es filtr~es" analogues & 5°3.4 , 5.3.5, 5.3.6, 5.4.2 . Ces fl~ches sont 

compatibles avec le passage aux gradu~s associ~s, au sens de ([3 7 V 1,2) 

5o6. 

de D(A) 

On suppose A plat sur K . Notons D(A) la sous-cat~gorie pleine 
parf 

form~e des complexes d'amplitude parfaite finie, i.eo parfaits et de 

tor-dimension finie (SGA 6 I). On d~finit une fl&che canonique, dite trace, 

L L 
(5.6.1) Tr A = RHOmA(E,F ®A E) > F ® A 

A e 

E E ob D(A)parf , F E ob Db(A e) , en composant l'isomorphisme inverse de pour 

5.4.2 pour G = E avec la fl&che d'~valuation 5.3.5 . On en d~duit une fl&che trace 
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L L 
(5.6.2) TrA : H°mA(E'F ®A E) > H°(T,F %e A) 

L 
Pour F = A , composant avec la fl~che canonique A ® A 

A e 

on obtient des fl&ches, appel~es encore traces, 

> A %e A = A (5.1), 

(5.6.3) Tr A : RHOmA(E,E) > A~ , 

(5.6.4) Tr A : HomA(E,E) > H°(T,A~ ) 

Noter que 5.6.4 est une fl&che assez anodine, de nature locale, tandis que 5.6.3 

est une fl&che "s~rieuse", de nature globale. 

D~signons par DF(A) la sous-cat~gorie pleine de DF(A) form~e des 
parr 

complexes filtr~s dont le gradu~ est d'amplitude parfaite finie. Alors on a une 

fl~che de DF(K) analogue ~ 5.6.1 pour E E ob DF(A)parf , F Cob DbF(A e) 

d'o~ des fl&ches analogue & 5.6.2, 5.6.3~ 5.6.4 . Ii r~sulte des remarques de 5.5 

que la fl&che 5.6.1 filtr~e est compatible avec le passage au gradu~ associ~ (cf. 

([3] V 3.7.2)), e t on en d~duit, comme en (loc. cit.), que, si F 
L 

concentr~e en degr~ 0 , on a, pour u E HOmDF(A)(E,F ®A E) 

(5°6.5) TrA(u) = y TrAgriu 
i 

Cette formule entralne notamment que, pour E E ob D(A)parf , 
L 

u E HomA(E,F ®A E) , on a 

(5.6.6) Tr(u[l]) = -Tr(u) , 

L 
o~ u[l] : E[I] > (F ®AE)[I ] est la translat~e de 

est de filtration 

F E ob Db(A e) , 

a) Supposons A = K . Alors A e = A~ = K , la flgche 5.6.1 s'~crit 

L 
Tr K : RHomK(E,F ®K E) > F 

5.7. Les traces d~finies en 5°6 g~n~ralisent tout ~ la lois les traces commu- 

tatives "usuelles" ((SGA 6 I), ([3] V 3)), et les traces "non commutatives" de 

Stallings [5] et Grothendieck. 
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et coTncide avec la fl~che trace d4finie en ([3] V 3.7.1) (dans le cas particulier 

oN le complexe K de (loc. cit.) est r4duit ~ A ). En particulier, 

Tr K : RHOmK(E,E) > K coTncide avec la trace d4finie dans (SGA 6 I 8) . 

b) On suppose ~ nouveau que A est une K-alg~bre plate (non n~cessaire- 

ment commutative). On se propose d'expliciter 5.6.4 pour E strictement parfait 

(ioe° born4, ~ composantes localement facteurs directs de modules libre de type fini). 

Tout d'abord, prenons E = A ; RHOmA(A,A) = Hom~(A,A) s'identifie ~ A par 

f ~ > f(1) , a! > (x ! > xa) , et 5.6.3 s'identifie ~ la projection eanonique 

A > A~ , que nous noterons al > a , donc si da d~signe la multiplication 

droite par a , 

(5.7.1) TrA(d a) = a~ 

Soient, pour i < i < n Eo une copie de A , et E = ~ E. 
' i 1 < i < n  1 

phisme 5.4.2 pour F = A , G -- E s'~crit 

. L' isomor- 

Ho~(Ei,A) ~Ej > HomA(E,E) 
i~ Jn 

et, pour u = Euij ® i E HomA(E,E) (uij ® i E HomA(Ei,A) ~AEj ) , on a 

(5.7.2) TrA(u) = ~ u.. 
i 11~ 

par d~finition de la fl~che d'~valuation 5.3.5 . Prenons maintenant pour E 

facteur direct de A n , image d'un projecteur p , notons i : E > A n 

elusion ; alors, pour u E HomA(E,E) , on a 

un 

l'in- 

(5°7.3) TrA(u) = TrA(iu p) , 

comme on le voit soit ~ l'aide de 5.6.5 , soit directement sur la d~finition. Enfin, 

supposons E strictement parfait ; si u E HomA(E,E) est un homomorphisme de com- 

plexes, on a, par 5.6.5, 5°6.6, 

(5.7.4) TrA(u) = E(-l)iTrA(u i) 
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Le fair que 5.6.4 provienne, par application de H ° 

plexes Homi(E,E) > A (5.6.3) entralne que, si 

topes, on a 

(5.7.5) TrA(u) = TrA(v) 

, d'un homomorphisme de com- 

u , v E HomA(E,E) sont homo- 

se d~rive en 

L L L 
(5.8.3) RH°m--A(E'P ®A F) ®K RH°m--A(F'Q ®A E) 

pour P 

dules, 

chacun des objets ci-dessus s'identifiant canoniquement au K-module quotient de 

P ~K Q par le sous-module engendr~ par les sections de la forme axb ® y - x ® bya , 

pour y E P , y E Q , a, b E K . Pour A plat sur K , ces isomorphismes se d~ri- 

vent en des isomorphismes 

L L L L L L L L 
(5.8.2) (P ®AQ) ®AeA ~ P %e Q ~ (Q ®A P) %e A ~ A %e(P ®KQ) %e A 

, Q E ob D-(A e) . D'autre part, la fl~che de composition au niveau des mo- 

5.8. Soient P, Q des A-bimodules. Alors P ~A Q et Q GAP sont des A-bimodules, 

et l'on a des isomorphismes canoniques 

(5.8.1) (P ®A Q) %e A --~ P %e Q -- (Q ®A P) %e A ~ A %e(P ®KQ) %e A , 

HomA(E,P ®AF) ~K HomA(F,Q ®AE) 

f ® g l > (P ~Ag)f 

> HomA(E,P ®AQ ®A E) 

L L 
> RHOmA(E,P ®A Q ®A E) 

Comme tout endomorphisme de E dans D(A) est localement d~fini par un endomor- 

phisme de complexes, localement unique ~ homotopie pros (SGA 6 I 4.10), les formules 

5.7.2 ~ 5.7.4 permettent donc le calcul de TrA(u) pour tout endomorphisme u de 

E dans D(A) , et, combin~es g 5.7°5, fournissent une d~finition directe de 

TrA(u) .Dans le cas o~ le topos T est ponctuel, on retrouve la d~finition de 

(SGA 41/2 Rapport 4.3)° 
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pour P , Q E ob Db(A e) , E , F E ob Db(A) tels que les produits tensoriels et 

RHom figurant ci-dessus soient dans D b . Quand E et F sont parfaits, cette 

fl~che s'identifie, via 5.4.2, h la fl~che d~duite de la fl~che d'~valuation 
L 

F G K RHOmA(F,Q) > Q ; on en d~duit ais~ment que l'on a un carr~ commutatif 

(5.8.4) 

L L L L L 
RHOmA(E,P GAF) GKRHOmA(F,Q G A E) (i) ) RHOmA(E, P ~A Q GAE) 

L Tr A L 
RHOmA(F,Q GAP GAF) ) P GAeQ 

oN (i) et (2) sont donn~es par 5.8.3 (le point est que les deux fl~ches compos~es 

de 5.8.4 sont d~finies par le produit tensoriel des fl~ches d'gvaluation 
L L 

F G K RHomA(F,Q).. > Q , E G K RHomA(E,P).~ > P) . Iien r~sulte que, pour 
L L 

u E HomA(E,P ®A F) , v E Hom(F~Q ®A E) , on a 

(5.8.5) TrA(vu ) = TrA(uv ) 

On notera parfois < u,v >A la valeur commune de 5°8.5. 

5.9. Traces et extension des scalaires. 

Soit A > B un morphisme de K-alg~bres plates. On en d~duit un mor- 

phisme de K-alg~bres A e ' > B e , d'o~ un foncteur extension des scalaires 
L L 

- G B e : D(A e) > D(B e) ° Pour E, F comme en 5.3.5, si F ® B e E ob Db(B e) 
A e L L A e 

et RHOmB(B GAE,F %e Be) E ob Db(B °) , on a un carr~ commutatif de 

L (I) L 
(5.9.1) RHOmA(E,F) ~A E > F %e A 

(3)I i (4) 
L L L L L L 

RHOmB( B NAE, F %eBe) GB(B ®AE) (2) ~ (F G e Be) %e B 
A 

D(K) 

o~ les fl~ches (i) et (2) sont d~finies par 5.3°6, (4) par A > B , et (3) par 
L 

la fl~che canonique F > F G B e . La v~rification est triviale. De m~me, pour 
e 

AL L L 
E , F , G eomme en 5.4°2, si F %e Be EobD+(B e) , (F %e Be) GAG E ob D+(B) , on 
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a un carr~ con~nutatif de D(K) 

L (i) L 
RHOmA(E,F) ®A N > RHOmA(E,F ~AG) 

(5.9.2) (3) i i (4) 

L L L L L L L L 
RHo____~(B ®AE,F %e Be) ®B(B GAG) (2) > RHOmB( B ®AE,(F %eBe) ®B(B ~AG) ) 

L 
o~ (I) et (2) sont d~finies par 5.4.2, (3) et (4) par F > F ~ B e . On en 

L A e 

d~duit, pour E, F comme en 5.6.1, avec F ® B e E ob Db(B e) , un carr~ commutatif 
A e 

de D(K) , analogue aux precedents, o~ les fl~ches verticales sont d~finies par 

5.6.1 

(5.9.3) 

L Tr A 
RHOmA(E,F ®A E ) 

L L L L 
RHOmB(B ®AE,(F ® e Be) ®B(B ®AE)) 

A 

Tr B 

Enfin, si l'on se donne F' E ob Db(B e) tel que 
L 

L 
> F® A 

~ Ae 

L L 
' ) (F ® e Be) ®Be B 

A 

RHOmA(E,F') E ob Db(B °) , e t  

f : F ~ B e > F' , on a une compatibilit~ l~g~rement plus g~n~rale que 5.9.1, 
A e e 

qui s'exprime par un carr~ commutatif analogue, avec F' au lieu de F ® B e dans 
A e 

la ligne inf~rieure, et les fl~ches verticales d~finies par f . On a de m~me des 
L 

carr~s commutatifs analogues ~ 5.9.2 et 5.9.3 avec F' au lieu de F ® B e . Pre- 
L A e 

nant notamment F = A et pour f : A ® B e > B la fl~che d~finie par 
A e 

A ~ B , on obtient un carr~ commutatif 

(5.9.4) 

Tr A L 
RHOmA(E,E) > A ® A 

L I~ L Tr B L ~Ae 

RHOmB(B ®AE,B %E) > B %e B 

o~ la fl~che verticale de gauche (resp. droite) est donn~e par l'extension des 

scalaires (resp. est la fl~che canonique d~duite de A > B ) 
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5.10. Traces et restriction des scalaires. 

Soit A > B un morphisme de K-alggbres plates tel que B , en tant 

que A-module g gauche, soit plat et de presentation finie (i.e. localement facteur 

direct d'un A-module libre de type fini). C'est le cas par exemple si A > B est 

le morphisme K[H] > K[G] d~fini par un morphisme injectif de groupes discrets 

H ¢ > G , d'indice fini. L'homomorphisme restriction des scalaires 

Ho____~(B,B) > HomA(B,B) , oN B est consid4r4 comme module ~ gauche, s'identifie, 

par les isomorphismes canoniques B ~ > Ho___~(B,B) , HomA(B,A) ®A B ~ HomA(B,B) , 

une fl~che (de B-bimodules) 

(5.10.1) B > HomA(B,A) GAB 

Le compos4 de 5.10.1 avec la fl~che d'~valuation HomA(B,A) GAB > A~ (5.3.3) 

est l'homomorphisme f i > TrA(f) (d~n TrA(df ) , oN df est la multiplication 
t 

droite par f) , donc par la formule TrA(fg) = TrA(gf) (5.8.5), se factorise 

travers B~ en une fl~che not4e encore TrB/A : B~ > A~ : on a donc un carr4 

commutatif 

(5.10.2) 

Tr B 
B > B~ 

5. iO. i I ITrB/A 

HomA(B,A ) GA B ev > A~ 

Dans la situation (BE,BPA) , on a un homomorphisme de B-modules ~ droite 

(5.10.3) Ho___~mB(E,P) GAB > HomB(E,P GAB) , u ® b L > (x~ > u(x) ® b) 

qui est un isomorphisme, comme on le v4rifie aussitOt (il suffit de voir que l'ho- 

momorphisme K-lin~aire sous-jacent est un isomorphisme, et cela r4sulte de ce que 

B est localement facteur direct d'un A-module libre de type fini). Cet isomorphisme 

se derive en un isomorphisme de D(B) 

(5.10.4) RHOmB(E,p ) ®A B ~ > RHOmB(E,p ®AB) , 
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pour E E ob D-(B) , P E ob D+(B GK A°) (r~soudre E par des modules de la forme 

, A ° B ~A L o~ L est plat, et P par des (B G K )-modules injectifs, lesquels sont 

n~cessairement injectifs comme B-modules, A ~tant plat sur K : cela permet 

"d'Ster le R" ~ gauche, et la r~solution qu'on a prise pour E permet aussi de 

l'8ter ~ droite). 

che de 

Pour E E ob D-(B) , M E ob D+(K) 
(~) 

D(X) 

, F E ob D (B) , on d~finit une fl~- 

L L 
(5.10.5) RHOmB(E,B ®K M) ®BF > RHOmA(E,A GKM) @A F 

comme compos~e des fl~ches 

L L L 
RHOmB(E, B GKM) GB F (I) > RHOmB(E,HOmA(B,A ) GA B ®KM) GB F 

L L (3)> 
(2)> RHOmB(E,HOmA(B,A ) GKM) GA B ®B F RHOmB(E,HOmA(B,A GKM) ) ~A F 

(4)> RHOmA(E,A GKM ) ~A F 

o~ (I) est d~finie par 5.10.1, (2) par l'isomorphisme inverse de 5.10.4 avec 
L 

P = Hom.(B,A) ®K M , (3) par l'isomorphisme canonique 
--A L 

HomA(B,A) ®K M --~ HomA(B,A ~K M) (5.4.2), et (4) par l'isomorphisme d'adjonction 5.2.2. 

L 
Proposition 5.10.6 - Supposons que M ®K F E ob D+(B) . On a alors un carr~ commu- 

tatif de D(K) 

(5.10.7) 

L 5.4.2 
RHOmB(E,B ®K M) ®B F 

5.10.5 [ 

5.4.2 RHOmA(E,A ®K M) ®A F 

L 
> RH.OmB(E,M ®K F) 

L 
> RHOmA(E,M ®K F) 

o~ la fl~che verticale de droite est la restriction des scalaires. 

(~) 
Au n ° 6, on appliquera les constructions qui suivent au cas o~ 

plexe dualisant (6.7). 
M est un com- 
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Ii s'agit de v~rifier que l'on a un carr~ commutatif 

L L L 
E @KRHO_____~(E,B ®K M) ~B F > M @K F 

L J Lrestriction des scalaires E @ 5.10.5 

L I L L 
E ®KRHOmA(E,A ®K M) @A F > M @K F , 

o~ les fl&ches horizontales sont donnges par les 4valuations (5.3.6). Ce carr4 se 
L 

d4duit par application de - ~B F du carr4 analogue avec F = B ,donc on peut 

supposer F = B . La commutativit~ de 5.10.7 dans ce cas 4quivaut ~ eelle du trian- 

gle 

(~) 

RHom B (E, B @K M) 

o~ (i) est d~fini par 5.10.1, (2) la restriction des scalaires, et (3) l'iso- 

morphisme d'adjonction. Or la flgche B ®K M > HomA(B,B @K M) donn~e par 5.10.1 

n'est autre que la flgche d'adjonction correspondant aux foncteurs restriction des 

scalaires et HomA(B,-) ; la commutativit~ de (~) en d~coule aussitOt. 

Soient E E ob D-(B) , M E ob Db(K) tels que 

On dispose alors, par 5.3.5, d'une fl~che d'~valuation 

L L L 
RHOmB(E,B @KM) ®B E ' > M @K(B @B eB) , 

L 
qui donne, par composition avec la fl&che canonique B %e B > BN , une fl~che 

L L 
(5.10.8) RH°mB(E'B ®K M) @B E - > M ®KS 

mHo__emB(E,B @K M) E ob Db(B°). 

Proposition 5.10.9 - Supposons A de presentation finie et plat en tant que K-module, 

e t A~ , B~ plats sur K . Soient E E ob D-(B) , M E ob Db(K) tels que 

RHo____~(E,B @KM) E ob Db(B °) . Alors RHom~(E,A @K M) E ob Db(A °) , et l'on a un 

carr~ Commutatif 
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(5.10.10) 

L 
RHO~B(E, B ®KM) @B E 5.10.8 ) M ®KB ~ 

5.10.5 [ I M @KTrB/A 

L 
RHOmA(E, A ~KM) ®A E 5.10.8 ~ M @KA~ 

(Les hypothgses suppl~mentaires sur A et B (v~rifi~es par exemple si 

Aet B sont des K-alg~bres de groupes finis) sont sans doute inutiles, et l'on de- 

vrait avoir un carr~ commutatif ana]ogue& 5.10.10 avec 
L L 

par A @ A (resp. B ® B) ). 
A e B e 

A~ (resp. B~ ) remplac~ 

supposer 
L 

avec L plat. On a alors RHOmB(E,B ®K M) ®B E = Ho~(E,B ®K M) ®B E , 
L 

RHOmA(E,A ®K M) ®A E = Hom~(E, A ®K M) ®A E , et les fl&ches de 5.10.10 

au niveau des complexes. On est done ramen~ ~ v~rifier que, si L , 

K-modules, E un B-module ~ gauche, on a un carr~ commutatif 

La premiere assertion de 5.10.9 est triviale. Prouvons la seconde. On peut 

M & composantes injectives et E & composantes de la forme B ®K L , 

sont d~finies 

M sont des 

(~) 

H°--mB(B ~K L'B ®K M) ®B (B ~K L) 5.3.3 > M ~KB~ 

(I) I I M®KTrB/A 

5.3.3 
H°mA(B ~K L'A @K M) @A (B @K L) ) M @KA~ 

oN la fl~che (I) est d~finie en envoyant B ®K M dans HomA(B,A) ®A B ®K M par 5.10.1 

et en composant avec un isomorphisme du type 5.10.3 et un isomorphisme d'adjonction. 

Comme A est plat et de presentation finie en tant que K-module, les fl~ches "pro- 

duit tensorie i" 

(2) B ®KHo____~(L,M) = HomB(B,B) ®KHO~I(L,M) > HomB(B ®KL,B ~K M) , 

(3) HomA(B,A) @KHOmK(L,M) > HomA(B ®KL,A ®K M) 

sont des isomorphismes, par lesquels (I) s'identifie au produit tensoriel (sur K) 

de 5.10.1 par HomK(L,M) ®K L . D'autre part, la fl&che horizontale sup~rieure (resp. 

inf~rieure de (~) s'identifie par (2) (resp. (3)) au produit tensoriel (sur K) 
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de Tr B : B > B~ (resp. ev : HomA(B,A) GAB > A~) par la fl~che d'Evaluation 

HomK(L,M) ®K L > M . La commutativitE de (~) dEcoule donc de celle de 5.10.2, 

ce qui achgve la demonstration de 5.10.9 . 

Corollaire 5.10.11 - Sous les hypothgses de 5.10.9, pour 

M E ob Db(K) , on a un carr~ commutatif de D(K) 

E E ob D(B) parf 

(5.10.12) 

L Tr B 

RH°mB(E 'i ®KE) > MiKB~ 

L Tr A 
RHOmA(E,M ~K E) > M ®K A 

o0 la fl~che verticale de gauche est la restriction des scalaires. 

Ii suffit en effet de conjuguer 5.10.6 et 5.10.9 . 

5.11. Application aux groupes finis : propriEtEs de divisibilitE. 

Soit G nn groupe fini, d'El~ment neutre note e , posons K[G] = B 

Le K-module B~ est libre de base l'ensemble GN des classes de conjugaison de 

toute section s de B~ s'Ecrit de mani~re unique s =~---~d s(x)x 
x E GN 

5.11.1 - (cf. SGA 41/2 Rapport 4.5). Soient E E ob D(B)parf Proposition 
L 

E ob Db(K) . Pour u E HomB(E,M ®,,E)~ , on a, dans H°(T,M) , M 

G ; 

TrK(u) = IGI TrB(u)(e) (~) 

II suffit en effet d'appliquer 5.10.11 avec A = K 

TrB/K : B~ > K est donne par 

(5.11.2) TrB/K(g) = ~IGI si g = e 

si g ~ e 

, en notant que 

Proposition 5.11.3 - Sous les hypotheses de 5.11.1, soit g E G , notons 
L 

centralisateur de g dans G , posons A = K[Zg] . Soit u E HomB(E,M ®K E) 
L L 

notons gu E HOmA(E,M ~K E) le compose de l'imase de u darts HOmA(E,M ®K E) 

la multiplication ~ ~auche par g . Alors on a, dans H°(T,M) , 

(~) 
Si X est un ensemble, on note IXI le cardinal de X 

Z le g -- 

ave c 
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TrA(gu)(e) = TrB(u)(g -I) 

(5.11.4) 

On va montrer plus g~n~ralement qu'on a un carr~ commutatif 

L TrB x ; ~ (g-l) 
~x - M RHOmB(E,M ®K E) > M ®KB~ 

Tr A x L > x(e) 
RHOmA(E,M @fi) > M ®KA~ > M 

o0 la fl&che verticale de gauche est compo~e de la restriction des scalaires et de 

la multiplication ~ gauche par 

L 
RHom B (E, M ~K E ) 

rest ~ (i) 

Tr A 
RHomA(E , M ~fi ) 

RHOmA(E, Sg) ~ (2) 

Tr A 
RHOmA(E , M @~ ) 

g . Ce carr~ est le bord du diagramme 

TrB 
> M ®KB~ x~ > x($-l) > M 

TrB/A 

> M ®KA~ 

g 

f 

) M ®KA~ 

(3) 

x~ >x(e) >M 

o~ rest d~signe la restriction des scalaires et Sg la multiplication ~ gauche 

par g . Le carr~ (i) commute en vertu du 5.10.11, et (2) par d~finition de 

Tr A . Ii suffit donc de prouver la commutativit~ de (3) , et pour cela il suffit 

de montrer que , pour h E G , on a 

-i TrA(x~ > gxh)(e) = valeur en g de l'image de h dans B , 

i.e. 

(~) 

I -i I si g 

TrA(x ~---> gxh)(e ) = 

0 sinon 

est conjugu~ ~ h 

On peut pour cela remplacer T par le topos ponctuel et K par ~ , et il suffit 

alors de prouver (~) apr~s multiplication par IZgl . Compte tenu de 5.11.1, on 

est donc ramen~ ~ montrer que 
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Tr2z 

I -I Iggl si g 

(xl > gxh) = 

O sinon 

est conjugu~ ~ h 

Mais cela r~sulte de ce que le premier membre est le nombre de points fixes de 

l'application x I > gxh de G dans G , d'o~ la commutativit~ de 5.11.4 et 

la conclusion de 5.11.3 

Corollaire 5.11.5 - Sous les hypotheses de 5.11.3 , on a 

TrK(gu) = IZglTrB(u)(g -I) = IZglTrA(gu)(e) 

5.12. Traces et produits tensoriels externes. 

Soient, pour i = 1,2, A.l une K-alg~bre plate, A = A I ~KA2 . Soient 

m. E ob D-(A.) F. ~ ob Db(A?) tels que RHOmA.(E i F i) E ob Db(~) 
i e i ' I i ' ' i 

F = F 1 ®KF2 E ob Db(A e)  , RttomA(E,F) E ob Db(A ° )  , o~ E = E 1 ®KE2 . On a a l o r s  

un carr~ commutatif 

(5.12.1) 
L L L L L L 

(RH°mAI(EI'FI)(2) i AI El) ®K (RH°mAE(E2'F2) ®A2E2 ) (I)> (FIiAIeAI)(3) ®K(F2 ®A2 eA2) 

L L 
RH0mA(E,F) ®A E > F %eA 

oN (I) est produit tensoriel des fl~ches 5.3.5 , (2) est d~finie par la fl~che 

produit tensoriel 

L 
(5.12.2) RH'°mAI(EI'FI) ®K RH°mA2(E2'F2) > RH°mA(E'F) 

et (3) est l'isomorphisme canonique ~vident. La v~rification est essentiellement 

triviale. On v~rifie de m~me que, pour E i E ob D-(A.) F i E ob D+(A~)L 
L 

G i E ob D-(A.) avec Fi ®A Gi E ob Db(A.) , RHom A (Ei,F i) E ob Db(A~) 
i i L L L 

RH°mA' . (mi'Fi ®A.G i) E oN Db(K) , F ®A g E ob Db(A) (o~ g = G 1 ®KG2 ) , on a un 
I l 

carr~ commutatif 
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(5.12.3) 

L 

(RHOmAI (E 1 , F I ) GAIG I ) 

(2) 

L L (I) 
®K(RH°m__A2(E2,F2 ) GA2G 2 > 

L L L 

RH°m__AI(EI,F 1 GAIG I) GKRH°mA2(E2,F 2 GA2G 2) 

(3) 
L L 

RHOmA(E,F) GA G 5.4.2 > RHOmA(E, F GAG) 

o~ (2) et (3) sont des fl~ches produits tensoriels du type 5.12.2, et (I) 

produit tensoriel des fl~ches 5.4.2 . De la commutativit~ des carr~s 5,12.1 et 

5.12.3 il r~sulte que, pour E i E ob D(Ai)parf F ~ ob Db(A e) tels que 
L ' i 

F = F 1 GKF 2 E ob Db(A e) , on a un carr~ commutatif 

est 

(5.12.4) 
L L L L L L 

RHOmAI(EI,FI GAIEI) GK RHOmA2(E2,F2 GA2E2) (I)> (F 1 ® eAl) GK(F 2 G eA2 ) 
• A 1 A 2 

L L 
RHOmA(E,F ®AE ) 5.6.1 > F %e A , 

o~ (i) est produit tensoriel des fl~ches TrA. (5.6.1), (2) est d~fini par 
i 

5 . 1 2 . 2 ,  e t  ( 3 )  e s t  l ' i s o m o r p h i s m e  c a n o n i q u e  f i g u r a n t  d a n s  5 . 1 2 . 1  . P a r  s u i t e ,  
L 

pour u i E HomA.(Ei,F i GA.E i) , on a 
i l 

L 
(5.12.5) TrA(u I ®KU2 ) = TrAl(Ul)TrA2(U 2) , 

le produit au second membre ~tant d~fini par la fl~che canonique 

L L L 
H°(T,F 1 ® eAl ) ® H°(T,F2 ® eA2 ) > H°(T,F %e A) 

A 1 A 2 

5.13. Traces d'endomorphismes semi-lin~aires. 

Soient A une K-alg~bre, ~ un endomorphisme de A . Si E , F sont 

des A-modules ~ gauche, rappelons qu'un homomorphisme additif u : E > F est 

dit ~-A-lin~aire s'il v~rifie u(ax) = ~(a) u(x) quels que soient a E A , 

x E E , i.e. si u est un homomorphisme A-lin4aire de E dans le A-module (~)F 

d4duit de F par restriction des scalaires selon ~ .Si F est un A-bimodule, 
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G un A-module ~ gauche, on a un isomorphisme Evident (~)F GAG~ 
L L 

qui se d~rive (trivialement) en (~)F G~G~ ~ > (~)(F G~G) 

> (~0) (F GAG) , 

Supposons A plat sur K . On d~duit alors de 5.4.2 une flgche 

L L 
(5.13.1) RIIOmA(E,(~)F) GAG > RHOmA(E,(~)(F GAG)) 

L 
pour E E ob D-(A) , F E ob D+(A e) , G E ob D-(A) , avee F GAG E ob D+(A) 

Pour E E ob D(A)parf , 5.13.1 est un isomorphisme, ce qui permet de d~finir, par 

5.3.5, une fl~che trace 

L L 
(5.13.2) TrA,Q0 : RHOmA(E,(~0)(F ®AE)) > (c0)F %e A 

On en d~duit notamment, pour F = A , une fl~che 

(5.13.3) TrA, ~ : HomA(E,(~)E) > H°(T,A , ) 

= (~)A off A GAeA est le K-module quotient de A par le sous-module engendr~ 

localement par les sections locales de la forme ab - ~(b)a .Dans le cas off 

A = K[G] , G un groupe discret, avec ~ d~fini par un endomorphisme ~ de G , 

A est le K-module libre de base G , oh G est le quotient de G par 

l'action (g,x) ~----> ~(g)xg -I (les orbites s'appellent parfois "classes de 

~-conjugaison" de G ). Les traces 5.14.2 coTncident, pour T ponctuel, avec celles 

consid~r~es par Grothendieck, et dont il est question dans l'expos~ XII. 

Dans la situation de 5.10, si ~ , ~ sont des endomorphismes respectifs 

de A , B , compatibles avec A > B , il existe une unique fl&che 

Tr A : B~ > A rendant commutatif le carrg (analogue & 5.10.2) 

(5.13.4) 

TrB,¢ 

(~)B = HomB(B ,(¢)B) ) f ,~ ,~  

HomA(B ,(q))A) GAB ~v > A ,~ 0 

o~ ~v est la fl~che d'~valuation, et la fl~che verticale de gauche est la restric- 

tion des scalaires. On d~finit une fl~che analogue ~ 5.10.5, avec A GKM (resp. 
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B ®KM) remplac6 par (~)A ®KM (resp. (~)B ®KM) , et l'on a des compatibilit6s 

analogues A 5.10.6, 5.10.9, 5.10.11, qu'on laisse au lecteur le soin d'6noncer. 

Soient G un groupe fini, ~ un endomorphisme de G . Pour g E G , 

notons Z le ~-centralisateur de g dans G , i.e. l'ensemble des x E G 
g,~ 

tels que ~(x)gx -I = g . Posons A = KEG ] , soient E E ob D(A) 
parf ' 

N E ob Db(K) . On d~duit ais@ment des compatibilit~s pr@c~dentes que l'on a, pour 
L 

u E HomA(E~(~)(M ®TIE))~, , g E G , 

(5.13.5) Tr~(g~) = Iz -I ITrA,~ ¢~)¢g-1) 
g ,~ 

(les d~tails de la v~rification sont laiss~s au lecteur). 
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6.- Correspondances ~quivariantes et divisibilit~ de termes locaux. 

6.1. Notations. 

Dans ce num~ro, S d~signe le spectre d'un corps de car. p , et A un 

anneau commutatif noeth~rien annul~ par un entier non divisible par p . Les 

S-schemas consid~r~s seront supposes s~par~s et de type fini. Les A-alg~bres con- 

sid~r~es seront associatives, unitaires, et de type fini, mais non n~cessairement 

commutatives. Le plus souvent, et notamment pour tout ce qui concerne les "termes 

locaux de Lefschetz-Verdier non commutatifs", elles seront suppos~es plates (dans 

les applications, ce seront des alg~bres de groupes finis). Si X est un S-schema, 

et A une A-alg~bre, on notera D(AX) (resp. D(X A) la cat~gorie d~riv~e de la 

cat~gorie des faisceaux de A-modules ~ gauche (resp. ~ droite) sur X ; pour A 

commutatif, on ~erira aussi D(X,A) pour D(AX) , et D(X) = D(X,A) . On notera 

Dc(-) (resp. Dctf(-)) la sous-cat~gorie pleine form~e des complexes ~ cohomologie 

construetible (resp. de tor-dimension finie et ~ cohomologie constructible). Si A , 

B sont des A-alg~bres, on notera D(AX B) la cat~gorie d~riv~e de celle des fais- 

ceaux de (A,B)-bimodules (~ gauche sur A , ~ droite sur B ). Enfin, on utilisera 

les notations A ° , A e , A~ de 5.1 . 

6.2. Le formalisme de (III I, 2, 3) s'~tend sans peine au cas "non commutatif". 

Indiquons rapidement les principaux points de cette g~n~ralisation. 

Soient X un S-schema, A , B des A-alg~bres. Si L E ob Dctf(X A) , 

M E ob D(AX B) , M ~tant de tor-dimension finie et ~ cohomologie constructible en 
L 

taut qu'objet de D(X B) , alors L ®A M E ob D(XB)ct f (la v~rification est imme- 

diate). D'autre part, il d~coule de ~GA 4 I/2 Finitude 1.6) que, pour M comme 

ci-dessus, et L E ob Dctf(A X) , on a RHOmA(L,M) E ob Dctf(X B) . II r~sulte ~ga- 

lement de (loc. cit.) que, si f est un S-morphisme, Dctf(A-) est stable par les 
! 

operations (f~,f~,f!,f') (le cas de f~ ~tant trivial). 

Soient, pour i = I, 2, fo : X. > Y. un S-morphisme, 
i i 1 
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f = fl ×S f2 : X = X 1 XS X 2 > Y = Y1 ×S Y2 , A une A-alg~bre. Pour 

L 1 E ob D-(XIA) , L 2 E ob D-(AX 2) , on a une fl~che de KUnneth (dans D-(Y)) 

L L 
(6.2.1) fl~l ®S,Af2~L2 > f~(L I ®s,AL2 ) 

L L dfn 
(oN L 1 ®s,AL2 = p~L 1 ®AP~L2) , dont on d~duit de (foe. eit.), comme en (III 1.6), 

qu'elle est un isomorphisme. Si B , C sont des A-alg~bres, avec B ou C sup- 
L 

posse plate sur h (pour pouvoir d~finir ®A : D-(B-A) × D-(A-C) ---> D-(B-C) ) ' 

on a un isomorphisme analogue ~ 6.2.1, dans D-(BY C) , pour L 1 E ob D-(BXIA) , 

L 2 E ob D-(AX2B) . On v~rifie de m~me que, pour M I E ob D-(YIA) , 

M 2 Cob D-(AY 2) , on a un isomorphisme de KHnneth (dans D-(X)) 

v L T ~ L 

(6.2.2) fiMl ®S,Af2M2 > f (M I ®s,AM2 ) 

(et un isomorphisme analogue dans D-(BX C) pour M 1 E ob D-(BYIA) , 

M 2 E ob D (AY2c) ). Enfin, soient, pour i = i, 2, A i une A-alg~bre, A 2 ~tant 

plate, E 1 E ob Dctf(AiXl) , F 2 E ob D+(A2X 2) , F I E ob D(AIXIA 2) , avec F I 

de tor-dimension finie et ~ cohomologie constructible en tant qu'objet de D(XIA2 ). 

Alors on a RHOmAI(EI,F I) E ob Dctf(XiA ) , comme on l'a vu plus haut, et l'on 
2 

dispose d'une fl~che canonique de D+(X) (D+(X,A2) quand A 2 est commutatif) 

L L 
(6.2.3) RHOmAI(EI,F I) ®S,A2F2 > RHOmAI(P~EI,F I ~S,A2F2 ) , 

d~finie par composition de la flgche "image inverse" (III 2.1.1) 

L L 
p~RH°~A-- i (EI'FI) ®A2 p~F 2 > RHom.~l (n~E~l l'~in~Fl ) ®A2P~F2 

avec la fl~che analogue h 5.4.2. 

L L 
RH°mAI(P~EI,P~F I) ®A2P~F 2 > RHOmAI(P~EI,P~F I ®A2P~F 2) 

(adjointe selon 5.2.3 d~ la fl~che 

L L 
P~l ® RH°mAI(P~EI'P~FI) ®A2P~F2 

L 

> p~F I ®A2P~F 2 

d~finie par la flgche d'~valuation 5.3.6). On d~duit de 6.2.1, comme en (III 2.3), 
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que 6.2.3 est un isomorphisme. En particulier, pour 

donne un isomorphisme 

(6.2.4) p~RHOmAl(Ei,F I) ~ > RHOmAI(P~EI,P~F I ) 

6.3. Si t : T > S est un S-schema, et A 

v D+(ATA ) (6.3.1) t•A = KA T ( E ob ) 

Pour A = A , nous ~crirons K T au lieu de KA T 

isomorphisme canonique (de D+(ATA ) ) 

L 
(6.3.2) K T ® A ~ > KA T 

= , 6.2.3 A 2 = A , F 2 ~2 

une A-alg~bre, nous poserons 

. Ii r~sulte de 6.2.2 qu'on a un 

Nous noterons D A le foncteur RHOmA(-,KA T) : il envoie Dctf(A T) dans Dctf(T A) 

(et vice-versa), et la d~monstration de (SGA 41/2 Th. Finitude 4) montre que, pour 

L E ob Dctf(AT) , la fl~che canonique L > DADAL est un isomorphisme. Pour 

A = A , nous ~crirons D au lieu de D A 

6.4. Soit A une A-alggbre plate, et soient, pour i = i, 2, X i un S-schema, 

X = X I X S X 2 ' Pi : X > X.~ les projections, L.l E ob Dctf(AX i) . Par 6.2.3 

appliqu~ ~ A I = A 2 = A , E 1 = L I , F 2 = L 2 , E 2 = KAxI , on a un isomorphisme 

L L 

DAL I ®s,AL2 > RHOmA(P~LI,KAxI ®s,AL2 ) , 

L T 
d'o~, en composant avec l'isomorphisme de KUnneth 6.2.2 KAxI ®s,AL2 ~> P2L2 , 

un isomorphisme 

L 
(6.4.1) DAL I ®s,AL2 ~ > RHOmA(P~LI,P~L 2) 

qui g~n~ralise (III 3.1.1). Soit c : C > X un S-morphisme, posons c i = pi c 

Par la formule d'induction (SGA 4 XVIII 3.1.12.2), on a un isomorphisme canonique 

(analogue ~ (III 3.2.1)) 

(6.4.2) c'RHOmA(P~Ll,P2L 2) > RHOmA(C~LI, c2L 2) , 

d'o~, en composant avec 6.4.1, un isomorphisme 



186 

o v L v 

(6.4.3) H (X,c~+c'(DAL I ®s,AL2 ) ~ > HomA(C~LI,C2L2) 

I 
Les 61~ments de HOmA(C~Ll,C2L 2) s'appelleront correspondances cohomologiques de 

L 1 ~ L 2 & support dans c (la terminologie diff&re l~ggrement de celle de 

(loc. cit.), les deux terminologies coTncident pour c propre, ce qui est le cas 

dans la pratique). 

Etant donn6 des S-morphismes fi : Xi > Y" (i = i, 2) et un carr~ 
i 

commutatif (III 3.7.1) avec c propre, on d@finit comme en (loc. cit.) des fl~ches 

"image directe" analogues & (III 3.7.5), (III 3.7.6) (pour L i E ob Dctf(AXi)) 

6.5. Soient A une A-alggbre plate, X un S-sch@ma, X 2 = X ×S X , 

Pl ' P2 : X2 ~ X les projections canoniques, i5 : X > X 2 la diagonale, 

c : C > X 2 , = , X c C X le sch6ma des points un S-morphisme c i pi c = XX 2 

fixes de c , d'o~ un carr~ cartasien 

(6.5.1) 

X c 

6 c i c 

Posons 

L L L 

(6.5.2) KAx,L~ = K X ®A(A ®AeA) , FAx, ~ = K X ®AA~ 

Soit L E ob Dctf(A X) . On d~finit un homomorphisme "trace locale" 

! 
(6.5.3) Tr A : 6~RHomA(P~L,p~L) 

en composant l'isomorphisme 

v L 

(6.5.4) 6~RHOmA(P~e,P2L ) ~ > 6¢~(DAL ®S,A L) 

d~duit de l'inverse de 6.4.1 (pour X I 

l'isomorphisme trivial 

L L 
(6.5.5) 6~(DAL ®S,A L) = DAL ~A L , 

> KAX,L ~ 

= X 2 , L 1 = L 2 ) par application de 6~ , 
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et la fl&che d'~valuation 5.3.5 

L 
(6.5.6) DAL ®A L > KAx,LN 

L 
(o~ l'on a identifi~ KA x % e  A & I ~ , L ~  

suite aussitOt de la d~finition que, pour 
L 

Tr A : RHomA(L,L) 

par application de 

L 
gr&ce & 6.3.2 K X ® A = KA x ) . II r~- 

X = S , 6.5.3 coTncide avec la fl&che 

> A ® A de 5.6.1 . Composant la fl~che d~duite de 6.5.3 
A e 

.C.C! l . z  avec la fl&che 

I 
(6.5.7) 6*c.RHOmA(C~L, c2L) 

c c! I 
> i.i " 6*RHOmA(P~L , p2 L) 

d~duite de 6.4.2 et de la fl&che de changement de base 

obtient une fl~che 

! . c . c ! 6 .  6*c~e > z . z  , on 

. c . c !  c (6 .5 .8)  Tr A : 6*c.RHOmA(Cl~L,c2L) > l.l KAx,L~ : i.KA c ' 
X ,L~ 

d'oN la fl~che 

(6.5.9) Tr A HOmA(C~L , ! : c2L) > H°(xC'KA c ) 
X ,L 

On notera encore Tr A les flgches compos~es de 6.5.3, 6.5.8, 6.5.9 avec les fl~ches 

d~duites de la fl~che canonique KAx,L~ > KAx, ~ . On v~rifie facilement que, 

w 
pour A = A , on a, pour u E Hom(c~L,c2L) , 

(6.5.10) Tr(u) = < u,l > 

avec la notation de (III 4.2.5), 1 d~signant la correspondance diagonale (plus 

! .c 
pr~cis~ment, la fl&che c.RHom(c~L,c~L) > 6.I.Kxc adjointe de 6.5.8 est celle 

d~finie par (III 4.2.4') (avec X 1 = X 2 , L 1 = L 2 , d = 6 ) et la correspondance 

diagonale 1E Hom(L,L) ). 

6.6. Soient A une A-alg&bre plate, et, pour i = I, 2 , X. un S-schema, z 

X = X 1 ×S X 2 , L.z 6 ob Dctf(AXi ) . On d~finit un accouplement 

(6.6.1) RHOmA(P~LI,P2L2) ®ARHomA(P~L2,PlL1)-'>KAX,L~ 
de la mani&re suivante. On identifie le premier membre & 
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L L L 
RH°mA(p~LI' p~KAx I) ®APriL2 ®A RH°mA(P~L2 'P~KAx 2 ) ®APpaLl 

par les isomorphismes 6.4.1, puis 

L L L L L 
A ®AeRHOmA ( ) ®AP~L2 ®A RH°m--A( ) ®AP~LI %e A 

L L L 

• ®AKAx2 ) ®AeA = R par 5.3.1 , on envoie eet objet dans A ®Ae(KAxI 

tensoriel de fl~ches d'~valuation 5.3.6 ; on identifie enfin R 
L L 

A ®Ae(KAxI~ ®AKAx2 ) par 5.8.2, puis ~ KAx, L~ par 6.5.2 et (III 1.7.6). Si 

c : C > X , d : D > X sont des correspondances, et e = c ×X d : E 

on d~duit de 6.6.1, comme en (III 4.2), un accouplement 

par le produit 

>X , 

L 
(6.6.2) c~RH°mA(CI~LI'C2L2) ®A d~'~RH°mA(di~L2'diLl) > e~KAE,L N 

d'o~ un "cup-produit" 

I I 

, c2L 2) ® diL 1 ) > ,KAE,Lm) (6.6.3) < >A : H°mA(C~LI' H°mA(d~L2' H°(E 

Ii n'est pas difficile d'@tendre au cas non commutatif la notion de composition de 

correspondances @tudi@e en (III 5.2), et l'on v~rifie que, pour u E HOmA(C~Ll,C2L2), 
! 

v E HOmA(d~L2,diL I) , on a la formule analogue & (III 5.2.9) 

(6.6.4) < u,v >A = TrA(vu) = TrA(uv) 

La formule de Lefschetz (III 4.4) se g4n4ralise sans peine dans ce con- 

texte : 4tant donn4 des S-morphismes propres f. : X. > Y.(i = I, 2), et un 
i I l 

cube commutatif (III 4.4.0), on a, pour L.~ 6 ob Dctf(AX i) , un earr4 con~utatif 

analogue ~ ( I I I  4 . 4 . 1 ) ,  avee K C ( resp .  K D) remplac~ par KAC,L~ ( resp .  KAD,LN 

e t  une formule analogue ~ ( I I I  4 . 5 . 1 ) ,  dans H°(D,KAD,L~) : 

), 

(6.6.5) < f~u, f~v >A = g~< u,v >A 

(la fl~che f~c~KAc,L~ > d~KAD, L 
L 

par tensorisation avec A ® A) 
A e 

est d~duite de la flgche (4) de (III 4.4.1) 
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6.7. Soient X et c comme en 6.5, e t A > B un morphisme de A-alg~bres 

plates. Vis-A-vis de l'extension et de la restriction des scalaires, les flAches 

Tr A (6.5.3, 6.5.8, 6.5.9) se eomportent comme les flgches Tr A de 5.6.1, 5.6.2 . 
! 

Le point est que, si f est nn S-morphisme, les foncteurs (f~, f~ , f! , f ) 

commutent A l'extension et A la restriction des scalaires, et que par consequent 

l'6tude du comportement de Tr A (6.5.3) vis-A-vis de l'extension et de la restric- 

tion des scalaires se ram~ne A celle du comportement de la flgche "produit tensoriel" 

L L 
RHOmA(Pt~L,p~KA X) ®AP~ L > RHOmA(P~L,p~KA X ®AP~ L) 

et de la fl~che "d'4valuation" 

L 
RHOmA(L,KA X) ®A L > KAx, L 

Ainsi, la commutativit~ des carr~s 5.9.1, 5.9.2 entraine celle du carr~ 

TrA .c 
6 ~c ~RHom A ( c ~L, c 2L) > z ~KA xc, L 

(6.7.1) 

L L Tr B . c 
6~c~RHOmB(C~(B ®AL), c!2(B ®AL)) > I~KBxc,L N 

off la flgche verticale de gauche est l'extension des scalaires et celle de droite 
L L 

est d~finie par la fl~che canonique A ® A > B ® B 
A e B e 

I 
u E HomA(C~L,c2L) , on a 

L 
(6.7.2) TrB(B ®A u) = ~TrA(u ) , 

; il en r4sulte que, pour 

H o- C,KBxc,L~) est l'application canonique. off ~ : H°(xC,.~XC,L ) v A  > (X 

Supposons A de type fini et plat en tant que A-module, 

et plat en tant que A-module A gauche, et A~ , B~ plats sur A 

TrB/A : B~ > A~ , on notera encore 

B de type fini 

. On dispose de 

(6.7.3) TrB/A : KBx, ~ > KAx,~ , 

L 
la flgche qui s'en d~duit par application de K X ® - (6.5.2). II d4coule de 5.10.6 

et 5.10.9 que, pour L E ob Dctf(BX) , on a un carr~ commutatif 
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(6.7.4) 

6~c~RHOmB(C~L,c~L ) TrB .c > I~KBxc, 

i ~ TrB/A 

Tr A .c 
6~c~RHOmA(C~L,c2L) ~ I~KAxc,~ 

o~ la fl~che verticale de gauche est la restriction des scalaires. Par suite, pour 

u E HOmB(C~L,ciL) , on a ,  dans H°(xC,KAxc,~ ) , 

(6.7.5) TrA(u) = TrB/A(TrB(u)) 

6.8. Soient A, B des A-alg~bres plates, X , Y des S-schemas, Z = X ×S Y ' 

c : C > X 2 , d : D ~ y2 des correspondances, e = c ×S d : E = C X S D --> Z 2 

le produit. On a donc ze = xC ×S yd . Posons R = A ®A B . On d~finit comme en 

(IIl 5.3) le produit tensoriel externe 
L 

w w ®S L w L 
(6.8.1) HOmA(c~e,c2e) ® HOmB(d~M,diM) > HOmR(e~(L ®sM),e2(e ®sM)) , 

et l'on d~duit ais~ment de la commutativit~ des carr~s 5.12.1, 5.12.3, que, pour 
! 

u E HOmA(C~L,c2L) , c C HomB(d~M,d~M) on a, dans H°'Z c( , ,KRzcL ~) , 

L 
(6.8.2) TrR(u ®S v) = TrA(u) TrB(v ) , 

le produit au second membre @tant d~fini par la fl~che canonique 

(6.8.3) H°(xC,KAxc,L ) ® H°(yd,KByd,L ) 

L 
provenant de I r i s o m o r p h i s m e  KAXC L ®sKByd L~ 

( I I I  1 . 7 . 6 )  e t  l a  f l ~ c h e  (4)  de 5 . 9 . 1 ) .  

o Z c" 
> H ( ,KRzcL ~) 

K(A ® B)zd,LN ~onn~ par 

6.9. Soit G un groupe fini. Si X est un G-S-schema (i.e. un S-schema muni 

d'une action de G par S-automorphismes (~)), et A une A-alg~bre (~) nous note- 

rons D(G,AX) la cat~gorie d~riv~e de celle des faisceaux de G-A-modules & gauche 

sur X (pour les notions de G-faisceau d'ensembles, d'anneaux, de modules, etc.) 

sur X (pour la topologie ~tale), nous renvoyons le leeteur & (X i)), et nous 

(~) On convient de faire op~rer G & droite sur les espaces. 

(~) On s'int~resse surtout au cas de A-alg&bres commutatives. 
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d~signerons par l'indice c (resp. ctf) la sous-cat~gorie pleine form~e des com- 

plexes de G-A-modules qui, en tant que complexes de A-modules, sont h cohomologie 

constructible (resp. de tor-dimension finie et ~ cohomologie constructible). De 

m~me, si B est une A-alggbre, nous noterons D(G,AX B) la cat~gorie d~riv~e de 

celle des G-(A,B)-bimodules sur X . Si G agit trivialement sur X , un 

G-A-module ~ gauche sur X n'est autre qu'un A[G]-module ~ gauche sur X (s~ns 

groupe d'op~rateurs), donc D(G,AX) = D(A[G]X) ; comme G est fini, on a de plus 

Dc(A X) = Dc(A[G]X) , mais on a seulement une inclusion Dctf(A[G]X) c Dctf(G,AX) . 

Le formalisme de dualit~ de (SGA 4 XVII, XVIII) s'~tend sans peine au cas 

des G-S-sch~maSo Comme le foncteur d'oubli de l'action de G est fiddle, il suffit 
L 

d'~tendre de fa~on naturelle la d~finition des "six operations" (® , RHom, f~ , f~ , 
! 

f! , f ) et des flgches canoniques envisag~es en (loc. cit) (changement de base, 

KUnneth, duallt~, etc.) . Cette extension n'offre pas de difficult~ (pour la d~- 

! 
finition des foncteurs f! , f' , il suffit d'utiliser des compactifications ~qui- 

variantes). Nous laissons au lecteur le soin de paraphraser les d~finitions et r6- 

sultats de 6.2 g 6.8 dans le cadre des G-S-schemas. Si pour i = i, 2, X. est 

un G-S-schema, c : C > X = X I X S X 2 un G-S-morphisme et L. E ob Dctf(G,AX i) 
! 

les ~l~ments de HOmA(c~el,c2e 2) (Hom A = Hom Hans la cat~gorie D(G,A-) ) s'ap- 

pelleront correspondances (cohomologiques) ~quivariantes de L I ~ L 2 ~ support 

dans c . On notera que lorsque G agit trivialement sur X. ( i = i 2 ) et 

que L.l E ob Dctf(A[G]Xi) , l'isomorphisme 6.4.1 (dans D(G,X) ) se "raffine" 

en un isomorphisme 

L 

DA[G]LI ®S,A[G]L2 > RHOmA[G](P~LI,P2L 2) 

II en r6sulte que, dans une situation G-~quivariante de type 6.5, avec action tri- 

viale de G sur les espaces, et L E ob Dctf(A[G]X) C Dctf(G,AX) ) on peut, pour 

I 
c2L) d~finir un terme local u E HOmA[G](c~e, , TrA[G](U) E H°(xC,KA[G]xC,L~) , 

plus fin (en un sens ~vident) que le terme local TrA(u) E H°(G,xC,KAxc L~) obtenu 

en utilisant seulement la tor-dimension finie de L par rapport ~ A 
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6.10. Soient X , c comme en 6.5, et L E ob Dctf(A[G]X) . Pour 
! 

u E HomA[G](C[~L,c2L) , on dispose, par 6.5.9, d'une trace locale 

o e o c 
(6.10.11 TrA[G](U) E H (X ,KA[G]xc, ~) = H (X ;Kxc ® A[G~]) , 

oN G~ eat l'ensemble des classes de conjugaison de G , et pour tout x E G~ , 

on peut consid~rer la "valeur de TrAFG](U) en x" , Tri[G](U)(X) E H°(xC,Kx c) 

o e 
image de TrA[G](U) par Is projection H°(xC,Kx c ® A[G~]) > H (X ,Kxc) d6finie 

par x . II r@sulte de 6.7.5 et 5.11.2 que l'on a 

(6.10.2) TrA(u) = IGI Tri[G](u)(e) , 

o~ e d~signe l'616ment neutre de G . Plus g6n6ralement, soit 
! 

Zg le centralisateur de g , et gu E HomA[Zg](C{L,c2L) 

pos6e de u avec la multiplication g gauche par g : c~L 

L E ob Dctf(A[Zg]X) , et par suite 6.10.2 entraine 

(6.10.3) TrA(gu) = IZgITrA[Zg](gu)(e) 

Par le m~me raisonnement qu'en 5.11.3, on d6duit de 6.7.4 la formule 

g E G , notons 

la correspondance com- 

>c{L . Ona 

(6.10.4) Tr (gu)(e) = TrA[G](u)(g-l) A[Zg] 
qui permet, si on le d4sire, de r~crire 6.10.3 sous la forme 

(6.10.5) TrA(gu) = IZglTri[G](u)(g-l) 

6.11. Soient f : X > Y un G-S-morphisme propre, et 

(6.11.1) f ×S f 

X ×S X< 

Y XsY < 

un carr~ commutatif G-~quivariant de G-S-schemas, avec c et d propres. On sup- 

pose que G agit trivialement sur Y et D . On note 



(6.11.2) 
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fc/d (ou fc) : xC _____> yd 

le morphisme induit par 6.11.1 sur les sch@mas des points fixes de c et d , 
! 

avec les notations de 6.5.1 . Soient L E ob Dctf(G,X) , et u E Hom(c~L,c2L) 

une c o r r e s p o n d a n c e  G - ~ q u i v a r i a n t e  ~ s u p p o r t  darts c , d ' o ~ ,  pa r  image d i r e c t e ,  
! 

une correspondance G-~quivariante f.u E HomA[G](d~f~L,d2f~L) . Pour g E G , 

nous noterons g le centralisateur de g , et 
g 

! 

(6.11.3) gu E Hom((gc)~L,c~L) 

la correspondance Z -~quivariante ~ support dans 
g 

dfn 
(6.11.4) gc = (gc I = clg,c 2) : C > X X S X 

d~finie comme compos~e des fl~ches 

g*(c~L) g > c~L u > c~L 

o~ ~g est la fl~che donnant l'action de G sur c~L . II est clair que l'on a 

(6.11.5) f.(gu) = g(f~u) 

Proposition 6.12 - Sous les hypotheses de 6.11, on suppose ~ue l'on a 

f.L E ob Dctf(A[G]Y) . Alors, pour tout g E G , on a 

(6.12.1) f~CTrA(gu) = IggITrA[G](f.u)(g-l) , 

gc HO(yd, o__~ f~ : H°(XgC,Kxgc) > Kyd) est le morphisme "de Gysin" d~fini par la 

gc =ge=gc!Tp 
fl~che d'ad~onction f. Kxgc = ~. ~ ~fd > Kyd 

D'apr~s 6.10.5 appliqu~ ~ f.u , et 6.11.5, on a en effet 

TrA(f.(gu)) = IZglTrA[G](f.u)(g-l) 

et par suite 6.12.1 r~sulte de la formule de Lefschetz (III 4.5.1). 

6.13. Soit ~ un nombre premier ~ p . Pour tout entier n > 1 , posons 

A n = ~/L n Sous les hypotheses de 6.11, soit L = (L) un syst~me projectif 
• n 
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L 
d'objets de Dctf(G,X,A n) tel que Lm ®A An > Ln pour m _> n , et soit 

! m 

u E Hom(c~L,c2L) un syst~me projectif de correspondances ~quivariantes 
v L 

u n 6 Hom(C~en,c2L n) tel que, pour m ~ n ' Um ®A An = Un modulo l'isomorphisme 
L m 

L m ~ A  = Ln . En vertu de la compatibilit~ des traces locales ~ l'extension des 

scalaires les termes locaux (pour  g E G ) Tr A (gu n ) E H°(X gc KA n Xgc) d g f i n i s -  
n 

sent un ~l~ment 

et les 

H°'X gc K )dfn TrTz £ (gu) E i , ~,Xgc : £imn H°(xgc'KAn'xgC) 

f~gCTr A (gu n ) : Tr A (gf~u n), un ~14ment 
II n 

HO.yd . dfn (gu) E ( ,K£,yd) : ~im H°(yd,KAn,yd ) f.Trzz£ 

Supposons de plus qne f.M n E ob Dctf(An[G]Y) pour tout n . Alors les traces lo- 

cales TrAn[G](f~u n) d4finissent de m@me un ~l~ment 

Tr~g[G ] (f.u) E H°(yd,K~£[G] yd,~ ) dfn= £im~ H°(Y d,KAn[G]Y d,~) 

II d4coule de 6.12 que l'on a 

(6.13.1) f~CTr~gu) = [ZglTrmeEG ] (f.u)(g -1) 

6.14. Soient X un G-S-schema, j : U > X une immersion ouverte ~quiva- 

riante, c : C > X ×S X un morphisme de G-S-sch4mas tel que c2(=P2C) : C > X 

quasi-fini et de tor-dimension finie. On suppose que cll(U) c c2~U) ; on a soit 

donc des carr~ commutatifs 

(6.14.1) 

u < cll(U) 

c21 (u) > U 

X ~ C >X 

X-U < c21(X-U ) > X-U 
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Le morphisme trace Trc2 : c2!A C 

variante filtr~e 

> A X d~finit alors une correspondance G-~qui- 

! 

(6.14.2) c E Hom(c1~Ax,c2A X) 

A X ~tant muni de la filtration d~finie par le sous-module i!A U (i.e. FnAx = A X 

pour n J 0 , FlAx = i!% , FnAX = O pour n > i ) . Le gradu~ associ~ se com- 

pose des deux correspondances G-~quivariantes 

o ! 
(6.14.3) gr c = !X-U,X E Hom(c~(~_ ) - ~ x-u,x 'c2(AX-u,x)) ' 

! 

grl! = ~U,X 6 Hom(c~(AU,x),C2(AX_U,X)) 

o~ l'on a pos~ AX-U,X = J~AX-U ' ~,X = i,~ . On a 

(6.14.4) !X-U, U = J ~-X-U ' 

! 

o~ !X-U E Hom(c~x_u,C2Ax_ U) est la correspondance dgfinie par Tr 
c2,X-U 

~crirons ! ' !U,X , etc. , quand nous voudrons pr~ciser l'anneau de base. 

. Nous 

Oublions l'action de G . On a des termes locaux 

H O - e (6.14.5) TrA(!), TrA(!U,X) , TrA(C_x_u,x) E IX ,Kxc) 

qui, en vertu de l'~dditivit~ des traces (III 4.13.1), v~rifient la relation 

(6.14.6) TrA(i) = TrA(!U,X) + TrA(~X_U,X) 

De plus, d'apr~s 6.14.4 , on a 

(6.14.7) 

.c HO((x_u)C o~ J~ : , K(X_u)C) 

.c X c d~fini par 3 : (X-U) c > 

une immersion ferm~e et X c fini, 

.c 
TrA(~X_U,X) = j~TrA(~X_U) , 

> H°(Xe,KX c) est le morphisme image directe 

. Rappelons (III 4.3) que si X est lisse, c 

TrA(~) est l'image dans A de la multiplicit~ 

d'intersection (C.X) de C avecla diagonale ; si de plus X-U est lisse, 

TrA(!X_U) est l'image dans A de (c21(X-U).(X-U)) . Notons aussi que, si X-U 

est propre sur S , et clX-U est la diagonale, alors la formule de Lefschetz 



(III 4.7) entralne que /x_uTr(!x_u ) E 

de X-U (g valeurs dans A) . 
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A est la caract~ristique d'Euler-Poincat~ 

6.15. Soient un diagramme G-~quivariant 6.11.1 (avec f , c , d propres) , 

e t U > X une irmnersion ouverte G-~quivariante. On suppose que c 2 est quasi- 

fini et de tor-dimension finie, cll(U) ~ c21(U) , que G agit trivialement sur 

C et D , et que flU : U > f(U) =V est un rev~tement ~tale galoisien de groupe 

G . Cette derni~re hypothgse implique que Rf~(Au, X) E ob Dctf(A[G]Y) : en fait 

Rf~(AU, X) est concentr~ en degr~ O et prolong~ par z~ro d~un faisceau sur V 

localement isomorphe ~ A[G] . On peut donc appliquer 6.12 ~ L = AU, X , 

u = !U,X , et, compte tenu de 6.14.6, 6.14.7, on obtient la 

Proposition 6.16 - Sous les hypotheses de 6.15, on a, pour tout g E G , 

gc gc 
(6.16.1) f~ rrA(g X) - (fj)~ rrA(gC__x_ U) = IZglrrA[G](f~_U,X)(g -I) 

oN j : X-U > X est l'inclusion, et Z d~sisne le centralisateur de g. 
- -  _ _  g 

A 
Appliquant 6.16 au syst~me projectif de correspondances ~£ = (! n) 

An = ~/$n (£ premier ~ p) , et tenant compte de ce que 6.14.6, 6.14.7 donnent, OO 

gc 
par passage ~ la limite et application de f~ , 

gc 
fgCTrTz(gc_£) = fgCTrTz 6 (gC6,u, X) + (fj)~ Trig (gC£,x_ U) , 

on en d~duit, d'apr~s 6.13, 

Corollaire 6.17 - Sous les hypotheses de 6.15, on.a, pour tout g E G , 

(6.17.1) f~CTrm~ (gc_£) - (fj)~CTr~£ (g~£,X_U) = IZglTrm£ [G](f~,U,X)(g -I) 

avec les notations de 6.16 . 

Compte tenu de la compatibilit~ des traces locales ~ la localisation et 

des remarques faites en 6.14, on voit que 6.17 r~sout affirmativement, dans une 

formulation plus g~n~rale, la conjecture de divisibilit~ de Grothendieck (XII 4.5), 

dans le cas oO l'endomorphisme ~ de G consid~r~ dans (loc. cit.) est l'identit~. 
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En fait, il n'est pas diffieile, en s'inspirant de 5.13, de donner des ~nonc~s de 

divisibilit~ analogues ~ 6.12, 6.13, 6.16, 6.17, dans le cas oN c n'est pas 

G-~quivariante, mais telle que c 2 le soit et que c I v~rifie Cl(Xg) = Cl(X)~(g), 

pour tout point x de G , ~ ~tant un endomorphisme donn~ de G : les formules 

de divisibilit~ s'~crivent comme plus haut, avec Z remplac~ par le ~-centralisa- 
g 

teur de g-I (5.13.5). 

6.18. 

(6.18.1) 

Soit X 

induit une fl~che de 

(6.18.2) N G 

o~ A 

tout 

Posons 

N G = ~-~g E AEG] 
g E G 

un S-schema. Pour L E ob D(A[G]X) , la multiplication ~ gauche par N G 

D(X) 

L 
: A ®A[G]L > RHOmA[G](A,L) , 

est consid6rg comme A[G]-alg~bre par l'augmentation naturelle (envoyant 

g E G sur I). 

Lemme 6.18.3 - S i L E ob Dctf(A[G]X) , la fl~che 6.18.2 est un isomorphisme. 

Par d~vissage on se ram~ne en effet ~ supposer L parfait, puis 

L = A[G] , et l'assertion d~eoule de ce que N G (6.18.1) est une base du module 

des invariants sous G du A[G]-module ~ gauche A[G] 

Proposition 6.19 -Dans la situation de 6.11, soient M E ob Dctf(Y) , 

I 
v E Hom(d~M, d2M) , a : M > f~L une fl~che de D(A[G]Y) (M ~tant resard~ 

cormne objet de D(A[G]Y) par l'augmentation A[G] > A ) tels que le carr~ 

d~'M v ) d!2 M 

d~a~ ~d~a 

f~u I 
d~f~L ) d2f~L 

soit cormautatif. On suppose que 

phisme M > RH°mArGT(A'f~L)L J 

f~M E ob Dctf(A[G]Y) 

• Alors on a 

et ~ue a induit un isomor- 



198 

(6.19.1) TrA(v) = ~ TrA[G](f~)(g-l) 
g E G~ 

NG 1 D ' a p r & s  6 . 1 8 , 3 ,  a , c o m p o s g  a v e c  , d o n n e  u n  i s o m o r p h i s m e  
L L 

M > A ®A[G]f¢~L , par lequel v s'identifie & A ®A[G]f~u . D'apr~s 6.7.2 , 

TrA(v) est donc l'image de TrA[G](f~u) par la fl~che induite par l'augmentation 

A[G] > A ; or celle-ci, par d~finition, envoie chaque classe de conjugaison 

sur 1 , d'o~ la conclusion. 

6.20. Soient, pour i = i, 2, X i un G-S-schema, X = X 1 ×S X2 , c : C > X 

un G-S-morphisme tel que c 2 soit quasi-fini et de tor-dimension finie. Soient 

L.l E ob D+(G,X i) . Le morphisme trace Trc2 : c2!c~L 2 > L 2 d~finit par adjonc- 

tion une fl~che (de D(G,X)) notre encore 

! 

(6.20.1) Trc2 : c~L 2 > c2L 2 

qui permet d'associer & tout morphisme (G-equivariant) u E Hom(c~Ll,C~L 2) une 

correspondance (G-~quivariante) 

T 
(6.20.2) u = Tr 

c 2 

f 

o u E Hom(c{~Ll,C2L 2) 

Proposition 6.21 - Soient f : X > Y u__nn G-S-morphisme propre, et un carr~ com- 

mutatif ~quivariant 6.11.1, avec action triviale de G sur Y e t D . On suppose 

c , d propres, c 2 , d 2 

c 2 
C >X 

D > y  

quasi-finis et de tor-dimension finie, et le carr~ 

cart~sien et tor-ind~pendant (SGA 6 III 1.5). Soient M E ob Dctf(Y) , 

v E Hom(d~M,d~M) , d'oN un homomorphisme G-~quivariant h~ E Hom(c~f~M,c~f~) , 
! ! 

et des correspondances G-~quivariantes (h~) E Hom(c~f~M,c~f~M) , 

t ! 
f~((h~) ) E Hom(d~(f~f~M),d2(f~f~M)) On a alors un carr~ commutatif de fl~ches 

de D(A[G]y) (M ~tant consid~r~ cormne ob~et de D(A[G]Y) par l'action triviale) 
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d~M v > d~M 

f~ ((h~v) ' ) ~, 
d~(f~f~M) > d 2 (f~f~M) 

o~ les fl~ches verticales sont donn4es par la flgche d'adjonction M > f~f M 

(i) 

Posons h~ = u , f~M = L , et consid4rons le diagramme 

Trd 2 
v ! 

d~f~L (4) > h~c~L h~u " h~Trc 2 ! 
> h~c~L > h~c2e (5) > d2f~,L 

oN (i) et (3) sont donn~s par la fl~che d'adjonction M > f~L , (2) par 

Is fl~che d'adjonction d~M > h~h~(d~M) = h~c~L , (4) par Is fl~che de chan- 

gement de base, et (5) est l'isomorphisme canonique (SGA 4 XVIII 3.1.12.3) . Par 

d4finition, v est le compos4 de la ligne sup4rieure. Ii d4coule d'autre part de 

l'interpr4tation de l'image directe d'une correspondance (III 3.5 b), 3.7) que 
! 

f~u est le compos4 de la ligne inf4rieure. II suffit doric de prouver la commuta- 

tivit4 des carr4s (A) et (B) . Celle de (A) r4sulte aussitSt de la d4finition 

de la fl~che de changement de base. Quant A celle de (B) , elle d~coule de ce que, 

compte tenu de l'hypothgse de tor-ind4pendance, Trd2 est compatible au changement 

de base par f (SGA 41/2 Cycle 2.3.3), d'o~ la conclusion. 

Appliquant 6.19, on en d~duit : 

Corollaire 6.22 - Sous les hypothgses de 6.21, on suppose que fB~f~M E ob Dctf(AEG]Y), 

et que la flgche d'adjonction M > f f~M induit un isomorphisme 

M > RHOmA[G](A,f~f~M) . Alors on a 

(6.22.1) 
! ! 

TrA(v') = ~ TrA[G~(f~(f~)')(g-l) 
g E G~ 

Proposition 6.23 - Sous les hypotheses de 6.21, on suppose donn~ de plus une immer- 

sion ouverte i : V¢--->Y telle que (fcl)-l(v) soit connexe ~ que 
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dll(V) c d21(V) , et que f induise un rev~tement principal saloisien de groupe 

fv 
G , U = f-l(v) > V . On suppose en outre que M est de la forme M = i!E , 

__°~ E E ob D(V) , et qu'on a un isomorphisme ~ : f~ > AX ® A Eo de D(G,X) , 

avec Eo E ob D(A[G]) , parfait sur A . On se donne v E Hom(d~M,d~M) comme 

e n 6.21, et l'on note v ° E HomA[G](Eo,E o) l'homomorphisme d4fini, grace ~ ~ , 

par f~-vlcll(U) . Alors~ si !U,X d4sisne la correspondance d4finie en 6.14.3, o__n_n 

a___(avec la notation 6.20.2) 

(6.23.1) TrA(v! ) = >TTrA[G](f~!Cu,x)(g-l)TrA(gVo) 

(Noter que, grace au caract~re central de Tr A , le second membre ne 

d4pend pan dn choix de ~ ). 

Par la formule de projection f~f~Ay ® M N > f~f¢~M et 6.15, M v~ri- 

fie les h y p o t h e s e s  de 6.22 . D ' a u t r e  p a r t ,  ~ d 4 f i n i t  un i s o m o r p h i s m e  

f~M > ~,X ® Eo par lequel (f~v) s'identifie au produit tensoriel externe 

~U,X ® Vo . Par l a  fo rmule  de p r o j e c t i o n ,  f~f~M s ' i d e n t i f i e  donc g 

f~(~,X ) ® E ° , et f~(f~)! au produit tensoriel externe f~CU, X ® Vo . Pour 

I 
g E G , l a  c o r r e s p o n d a n c e  (Z - g q u i v a r i a n t e )  g f ~ ( f ~ ) "  s ' i d e n t i f i e  donc ~ g 

gf~u,x ® gVo . Comme, d'apr~s 6.10.4, on a 

TrA[G](f~(f~)!)(g -I) = TrA[Zg](gf~(f~)!)(e) 

il suffit, compte tenu de 6.22.1, de prouver la formule 

-I 
TrA[Zg](gf~CU, x ® gVo)(e) = TrA[G](f~,~Cu,x)(g )TrA(gv o) , 

ou, ce qni revient au m~me, d'apr~s 6.10.4, 

(6.23.2) TrA[Zg](gf~Cu, X ® gv o) (e) = TrA[ Z ](gf~.cc U x)(e)TrA(gv o) 

Quitte ~ remplacer G par Z , on peut supposer que g = e , et, revenant ~ la 
g 

d4finition des traces, on voit qu'il suffit d'4tablir le lemme suivant : 
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Lemme 6.23.3 - (cf. (SGA 41"2 / Rapport 4.7). Soient P u__n Gv-module localement 

facteur direct d'un module libre de type fini, P' = i!P , e__tt Q un complexe de 
L 

A[G]-modules, parfait sur A . Alors P ®A Q , consid~r~ comme ob~et de D(AEG]V) 

par l'action diagonale de G , est parfait sur A[G~ , et Iron a un carr~ commu- 

tatif 

(~) 

v L 

6~RH°mA[G](P~P''P2P")(2)L i ® RH°mA[G](Q'Q)L (i) > I 

! (3) 
6~RH°mA[G](P~P' ® Q'PEP'® Q) ) Ky 

o__~_~ 6 : Y > Y X S Y est la diagonale, (i) est produit tensoriel des fl~ches 

t 6.5.3 x, ) x(e) 
6~RHOmA[G](p~P',p)P') > KA[G]y,~ >Ky 

e t 

Tr A 
RHOmA[G](Q,Q) >A 

(2) est la fl&che d~duite du produit tensoriel externe par restriction selon la 

diagonale A[G] > A[G] ® A[G] , et (3) est compos~ de 6.5.3 (d~finie car 
L 

P' ® Q E ob Dctf(A[G]Y)) et de x, > x(e) (i) 

La premiere assertion est ~vidente, car on se ram&ne & P = A[G]v , 
L 

P ®A Q est alors isomorphe au produit tensoriel de P par Q consid~r~ comme 

muni de l'action triviale de G . Pour la seconde, notons d'abord que, d'apr&s 

6.5.4, 6.5.5, on a 

et 

L 
6~RHomA[G](p~P ',p2 P') - -  DA[G](i!P) ®A[G]i! P 

L 
i!(DA[G]P ®A[G] P ) , 

de sorte qu'on est ramen~ & v~rifier que le carr~ induit par (~) sur V commute. 

On peut donc sup~oser que V = Y . Le carr~ (~) s'~crit alors 

(i) 
On devrait pouvoir remplacer 

P' par objet de Dctf(ArG~Y))'L J 
P par un complexe parfait (sur A[G] ) (voire 
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L L 
RHom.A[G](P , Ky ® P) ® RHomA[G](Q,Q) 

( ~ )  (2) 

L L L (3) RHomA[G](P ® Q,Ky ~ P ® Q) 

(i) 

o~ (2) est le produit tensoriel externe, (I) est donn6 par TrA[G](-)(e) ® Tr A 

(traces au sens dun ° 5), (3) par TrA[G](-)(e) . Par descente, on se ram&ne 

P = A[G]y , et, par la remarque du d~but, on peut alors supposer que G agit tri- 

vialement sur Q . L'assertion est alors cons6quence imm@diate de 5.12.5 

6.24. Si A est annul~ par une puissance d'un hombre premier g ~ p , on peut 

r~crire le second membre de 6.23.1 sous la forme 

>g 'E G;~I Trm6 [G](f~g,U,X)(g-l)TrA(gVo ) 

avec les notations de 6.17 . La formule 6.17.1 montre que les termes locaux d~finis 

par Grothendieck dans (XII 6.2) coincident avec les termes locaux de Verdier, du 

moins quand l'endomorphisme ~ de G consider6 en (loc. cit.) est l'identit~ 

(mais, comme on l'a d~j~ observ6, cette restriction n'est pas s6rieuse). Si Y est 

propre sur S , on obtient, en conjuguant 6.23.1 & la formule de Lefschetz pour 

Y > S (III 4.7), une formule qui g6n~ralise (XII 6.3) (eta fortiori la for- 

mule de Lefschetz pour Frobenius d6montr6e dans (SGA 41/2 Rapport) et la partie I 

du present expos6). 
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E X P O S E  V 

SYSTEMES PROJECTIFS J- ADIQUES 

par 

J.P. JOUANOLOU 

Darts tout l'expos6, la lettre A d6signe un anneau avec unit&. 

Le pr6sent expos@ est destin6 ~ d@velopper un formalisme qui sera utilis6 

darts l'expos@ suivant pour l'6tude de la cohomologie ~- adique. 

I. G~n6ralit6s sur les A - categories ab6liennes. 

DEFINITION 1.1. - On appelle 

un couple (C,p) £orm~ d'une cat£gorie additive (resp. ab@lier~ne) 

d'un homomorphisme d'anneaux : 

@ : A ---> End (i~) 

de A darts l'anneau des endomorphismes du £oncteu~ identique de C 

A - cat6gorie (resp. A - cat~gorie ab61iera~e 

C et 

dans C . 

Etant donn@ deux A-cat@gories (resp. A-categories ab6liennes) 

(C,p) et (C',p') , on appelle morphisme de A-categories (resp. de A- 

categories ab61iennes de (C,9) dams (C',p') um foncteur additif (resp. 

exact) F : C > C' tel que pour tout oh jet M de C at tout ~16ment a 

de A l'&galit6 ci-dessous soit v@riFi@e : 

F(p(a)M ) = p'(a)F(M ) . 

Exemple 1.1.1. Soit C une catEgorie additive (resp. abElienne) . On rappelle 

qu'on appelle cat6gorie des (A,C) -modules (~ gauche) et qu'on note (A,C)- 

mod la cat~gorie dEcrite comme suit : 
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(i) Ses objets sont les couples (X,~) £orm6s d'un objet 

d'un morphisme d'anneaux ~ : A 

(ii) Un morphisme (X,~) 

tel que pour tout 61@ment a 

X de 

> HO~c(X,X ) • 

> (Y,8) est ~a C-morphisme u : X 

de A 

La cat6gorie 
i 

A ~ - cat6gorie ab61ienne), o9 

C et 

Y 

la diagramme ci-dessous soit commutati£ : 

x > Y 

x > Y  

(A,C) -mod est 6videmment ~une 

A ~ est le centre de 

les propri6t@s suivantes : 

A - cat@gorie (resp. 

A . De plus, elle v~rifie 

(a) Le foncteur (A,C) - mod----~C obtenu en oubliant la structure de 

A - module commute aux limites inductives et projeetives. 

(b) Soit I une cat6gorie. Pour que les I- limites inductives (resp. 

projectives) d_~e (A,C)-mod soient repr@sentables~ il suf£it qu'il en soit 

ainsi pour les l-limites inductives (resp. projeetives) de C . 

1.2. Produit tensoriel externe. Soit (C,p) une A-cat6gorie ab~lierme. 

Si M est un' A-module ~ droite et X un objet de C , on appelle produit 

tensoriel externe de X par M , et on note M®AX ~ le £oncteur covariant 

de C dauns la cat6gorie des ensembles, d6£ini sur les objets Y de C 

par l'6galit@ ci-dessous et de £agon @vidente sur les £1&ches : 

(M®AX) (Y) = HomA(M,Homc(X,Y)) , 

off Homc(X,Y ) est regard6 eomme un A-module ~ droite grace ~ l'action de 

A sur X . Interpr@tsunt M®AX et Y comme des objets de la cat@gorie 

= Hom(C,Ens) °, l'@galit6 pr@c6dente prend !'allure plus £amili@re 

suivant e : 
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Hom^(M®AX, Y) : HomA(M,Homc(X,Y ) • 
C 

Si le £oncteur H®AX est repr@sentabley on notera et nommera de 

la m~me mani@re un repr@sentant. 

Si u : M---~ M' et v : X ---~ X' sont deux morphismes de (A-mod) 

et C respectivement, on d%finit de la £agon habituelle un C -morphisme 

U®AV: M®AX > M'®AX' , ce qui nous permettra de parler du bifoncteum 

(deux £ois covariant) produit tensoriel externe. Ses propri@t@s sont r6sum6es 

darts la proposition suivante. 

PROPOSITION 1.2.1. Le bi£oncteur produit tensoriel est additi£ at commute 

aux limites inductives. 

La d@monstration 9 classique dams le cas des modules sur un anneau, 

est imm@diate. 

PROPOSITION,I.2.2. (Crit%res de repr6sentabilit£). 

(a) Pour tout objet X de C , A®AX est repr@sent@ par X . 

(b) Pour tout A -module M de pr6sentation £inie et tout objet X 

C , le £oncteur M%X est repr6sentable. 

(c) Si la cat6gorie C poss6de des sommes directes "quelconques", 

£oncteur M®AX est repr@sentable pour "tout" couple (M,X) . 

D~monstration : L'assertion (a) est claire. Les deux autres assertions 

r~sultent alors du lemme ci-dessous, dont la d@monstration est imm6diate. 

de 

le 

LEMME 1.2.3. Soient M > N----> P ----> 0 Gne suite exacte de A - modules 

et X u~ objet de C . Si les foncteurs M®AX et N®AX sont repr6sent@s 

par des objets Y et Z de C , le fo~cteur P®A X est repr6sent~ par le 

conoyau du morphisme Y---~ Z correspondant ~ ~A idx " 
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Re_marque 1.2.4. Soit 

de C , le £oncteur 

un id@al de type £ini de A . Pour tout objet 

(A/~)®^X est  repr@sentable, et la £1~che 

PX: X---~ (A/G)®AX 

A sur provenant de l'@pimorphisme camonique de A/~ et de la partie (a) 

de 1.2.2 est tm @pimorphisme. Le m@me @nonc@ est valable lorsque l'id@al 

n'est plus suppos6 de type fini, mais C poss@de des sommes direetes 

"quelconques" . On pose C~X = Ker(PX) . Lorsque la cat6gorie poss@de des 

limites inductives £iltramtes, il est clair que CX = E aX . Si 
a C Q 

u : X > Y est un @pimorphisme, u envoie @pimorphiquement C~X sur 8Y . 

En£in, pour qu'un objet X soit annuls par tout @l@ment de ~ , il £aut 

et il su£fit que C~X = 0 . Alors tout morphisme d'un objet Z dams X se 

factorise au moyen de PZ ~ travers un morphisme de (A/~)®~Z darts X . 

2. Condition de Mitta@-Leffler-Artin-Rees. 

Darts tout ce para~raphe, la lettre C d6signe une cat@gorie 

ab@lie~e et on pose P : Ho___mm(~°,C) , cat@gorie des syst@mes projectifs 

index@s par l'ensemble ordo~@ ~ des entiers positi£s, et ~ valeurs 

daus C . 

2.1. Condition de Mittag-Lef£1er-Artin-Rees. Soit X = (Xn,Un) n~ 0 un 

objet de la cat@gorie P . Si r d@si~ne tan entier ~ 0 , on convient de 

noter X[r] le sysZ@me projecti£ (Xn+r,1~n+r)n~ 0" Un morphisme h : X---~ Y 

de P d@£init de £aGon @vidente tan morphisme not# h [r] de X it] dams 

Y[r] et cela de £aGon £onctorielle. Si maintenant r et s sont deux 

entiers v@rifiant les in@galit6s s m r m 0 , les "morphismes de tramsition" 

Xn+ s ~ Xn+r(n~O ) d6finissent un morphisme Wsr de X[s] dams X[r] , 

et il est clair que si t est un troisi&me entier avec t ~ s ~ r , l'@gaiit@ 

ci-dessous est v@ri£i@e : 
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W o W = W 
t s  s r  t r  

Autrement dit, on a ainsi associ~ ~ X un objet ~ de la cat~gorie Hom(~°,P). 

De plus, si h : X > Y est un morphisme de P , il lui correspond de £agon 

6vidente un morphisme [ de ~ dans ~ , et cela de £agon £onetorielle. 

En£in, si 0 ----> X--~--> Y-~-~ Z ----> 0 est une suite exacte de P , la 

suite eorrespondante ci-dessous dams ~ = Hom(~ °, P) est exacte : 

o > x  [ > ~  v > ~  - > o .  

DEFINITION 2.1.1. Soit un objet de la cat6[orie P . On dit qu'il v6ri£ie 

la condition de Mittag-LefFler-Artin-Rees (en abr&g6 MLAR) s 'il existe un 

entier r tel que pour tout entier s a r l'6galit6 ei-dessous soit v6r~£i~e : 

W %J 
Im(XEs] so > X) = Im(X[r] to> X) . 

Ii revient au m@me de dire que pour tout entier n ~ 0 les images 

de X et X dams X par les "morphismes de transition" sont les 
~ + r  n+S 

mgmes. Era£in, une troisi6me interpretation consiste A dire que le syst~me 

projecti£ X associ6 v6ri£ie la condition de Mittag-Leffler (en abr~g~ ML) 

(EGA 0ii I 13.1.2) . On en d6duit la proposition suivamte grace ~ (EGA 0ii I 

13.2.1) . 

PROPOSITION 2.1.2. Soit 0---> X----> Y----> Z > 0 une suite exaete de 

( i )  S i  Y v l r i £ i e  (~fLAR) , Z v 6 r i F i e  (HLAR) . 

( i i )  s i  x e t  z v } r i r i e n t  ( E A R )  , a l o r s  Y v } r i r i e  (ELAR) . 

P . 

2.2. Syst@mes projectiFs AR-nnls. 

DEFINITION 2.2.1. Soit X un objet de la cat6gorie P . On dit qua 

AR-nul s'il existe un entier r ~ 0 tel que le morphisme canonique 

X[r] ----> X soit nul. 

X est 
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Ii est clair en particulier qu'un syst@me projecti£ 

la condition (MLAR) . 

AR-nul v6rifie 

PROPOSITION 2.2.2. Soit 0 ----> X---> Y > Z ----> 0 une suite exacte de P . 

Les assertions suivantes sont 6quivalentes : 

(i) Y est AR-nul, 

(ii) X et Z sont AR-nuls. 

Autrement dit, la sous-cat6gorie pleine P de P , dont les objets 
O 

sont les syst@mes projecti£s AR-nuls,est @paisse darts P . 

P r e u v e  : I 1  e s t  c l a i r  q u e  ( i )  i m p l i q u e  ( i i )  . R 6 c i p r o q u e m e n t ,  s o i e n t  r 

e t  t d e s  e n t i e r s  s a t i s £ a i s a ~ t  ~ l a  c o n d i t i o n  d e  l a  d ~ £ i n i t i o n  ( 2 . 2 . 1 )  

p o u r  X e t  Z r e s p e c t i v e m e n t .  On v o i t  a u s s i t ~ t  q u e  l ' e n t i e r  s + t r @ p o n d  

aux conditions de la d@finition (2.2.1) pour Y • 

2.3. Rappels sur le calcul de fractions et applications. 

Soient E une cat@gorie et S une partie de FL(E) . On appelle 

cat@gorie de fractions de E suivamt Sun couple (p,E(S-1)) form6 d'D_~e 

cat6gorie E(S -I)-" et d'un foncteur 

universelle suivante : 

Pour qu'un 9oncteur u de 

p : E ~ E(S -I) v@rifiant la propri@t@ 

E darts u~e cat6gorie F se factorise 

travers p , il faut et il suf£it qu'il rende inversibles les fl&ches 

appartenant ~ S , et alors la factorisation est unique. 

L'unicit@ d'un tel couple modulo isomorphisme est claire. Nous 

renvoyons le lecteur ~ l'expos6 1 du S@minaire Homotopique de Strasbourg 

pour la d~monstration de l'existence, ainsi d'ailleurs que pour la plupart des 

r@sultats @nonc6s sans d@monstration darts la suite du paragraphe. (V~ir aussi : 

P. Gabriel et M. Zisman, Calculus of fractions and homotopy theory, Erg. der 

Math., 35, Springer-Verlag, 1967.) 
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Certaines propri@t6s de !a partie multiplicative S assurent une description 

simple de la cat£gorie E(S -I) : 

DEFINITION 2.3.1. On dit qu'une partie S de FI(E) permet un calcul de 

fractions ~ droite si les conditions suivantes sont r6alis@es : 

(a) Les £1@ches identiques de E appartiennent ~ S . 

(b) S_ i u : X----> Y e_~t v : Y > Z appartie~raent ~ S , le compos@ 

v o u appartient A S . 

(c) Tout diagramme du type (DI) ci-dessous, dams lequel t appartient 

~_ S , peut se compl@ter en u~ diagramme du type (D2) ,dans lequel s 

u ! 
Y' X' > Y' 

u u 
X > g X > Y 

appartient ~ S . 

(d) Pour tout diagramme commutatif : 

> 
s 

X Y ) Z , 
> 

darts lequel s appartient ~ S , il existe un diagramme commutati£ 

T > X 
f ) 

Y 
> 

dans lequel t appartient ~ S . 

Dualement on d@finit la notion suivante : 

DEFINITION 2.3.2. 

fractions ~ gauche si les conditions suivantes sont r@alis@es : 

(a)' Les fl~ches identiques de E appartiennent ~ S . 

(b)' Le eompos4 de deux fl6ches appartenant ~ S appartient 

(c)' Tout diagramme du type (DI)' ci-dessous; dams lequel s 

On dit qu'une partie S d__~e PI(E) permet un calcul de 

S . 

appartient 
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S , peut se compl6ter en un diagramme du type 

appartient & S : 

u ! 
X' > Y' 

(DI)' s 

(d)' 

lequel s 

appartenant 

(D2)' , darts lequel t 

(D2)' s 

u ! 
X' > Y' [ 

u 
X > g  

Pour tout diagramme commutatif A de la forme ci-dessous, dons 

appartient & S ~ il existe un morphisme t de source Y et 

S tel que t o f = t o g . 

f > 
(A) x' > x Y 

> 
g 

2.3.3. Supposons que S soit tune partie de FI(E) , permettant un calcul 

de fractions ~ droite. Ii r@sulte a!ors de la partie (d) de (2.3.1) que 

pour tout objet X de E ~ la cat6gorie (S/X)°~ oppos6e de la cat6gorie 

des £1@ches au-dessus de X appartenant & S , est filtrante (SGA 4 1 2.7) . 

Consid6rons alors la cat6gorie E S d@crite comme suit : 

- Les objets de E S sont les objets de E 

- Si X et Y sont deux objets de E , 

HOmEs(X,y) : Lim> HOmE(sourc e (.), y) . 
(s/x) ° 

Si PS d@signe le £oncteur @vident de E darts E S , le couple (Ps,Es) 

est solution du probl&me universel d~crit au d6but du paragraphe. Nous 

conviendrons dans ce cas de noter E(S -I ) cette solution particuli&re. 

2.3.4. Soit maintenant S une partie de 

fractions ~ gauche. Alors le foncteur PS 

inductives finies. En particulier~ si E 

et PS est un foncteur additif. 

FI(E) permettant un calcul de 

: E > E(S -I) con~mute aux limites 

est additive, E(S -I) est additive 
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2.3.5. Si la cat6gorie E est ab61ienne et si S est un partie de FI(E) 

permettant ~ la £ois un calcul de fractions ~ droite et un calcul de fractions 

gauche, la cat6gorie E(S -I) est ab@lienne et le foncteur PS est exact. 

De plus le couple (Ps,E(S-1)) est un quotient de E par sous-cat&gorie 

ab@lienne 6paisse pit(0) . 

2.4. La cat6gorie PAR = H°mAR (B°'C) o 

Reprenant les notations de (2.1) , soit AR l'ensemble des fl6ches 

camoniques (cf. 2.1) VrX : X[r]----> X, X parcourant l'ensemble des objets 

de P et r l'ensemble des entiers a 0 . 

PROPOSITION 2.4.1. La pattie AR de FI(P) permet ~ la lois un calcul de 

fractions ~ droite et un calcul de fractions ~ gauche. 

Preuve : Les parties (a) ~ (a)' et 

sont claires. 

Montrons (c) . Soit donc 

dams lequel Vry d@signe la £1~che canonique de 

(D 1 ) 
Vry  

X > Y 

(b) ~ (b ) '  de (2.3.1) et (2.3.2)  

(DI) ~ diagramme commutatif ci-dessous, 

Y[r] darts Y : 

Le diagramme (D2) ci-dessous est commutati£ et Vrx , morphisme canonique 

de X[r] darts X , appartient & AR , d'ol l'assertion. 

xEr]  ~Er]  > YFr] 

(D 2 ) 

Montrons 

Vrx Vry 

b~ 
X > Y 

(d) . Soit un diagramme commutati£ : 
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£ > Vrz 
X Z [ r ]  > Z. 

> 
g 

Appliquant la "translation" par r" , on en d@duit un diagramme commutati£ : 

f [ r ]  r r ]  
X [ r ]  > Z [ 2 r ]  VrzL" > Z [ r ]  . 

> 

g [ r ]  

II est clair que le diagramme ci-dessous est commutati£, de sorte que 

£o Vrx = go Vrx : 

Vrx 

x[~]  
Sir ]  

> z [ 2r] 

~[~] v vrzEr] 
£ 

> zEr ]  
g ) 

Montrons (c') . Remarquons tout d'abord que si Y d6signe un 

objet de P et r un entier positi£, il existe un objet T de P tel que 

Y = T [r] et tel que povm tout objet X de P , l'homomorphisme de trans- 

lation par r : 

Homp(X,T) > Ho%(X[r] , Y) 

soit une bijection. Le syst6me projecti£ (Tn,Wn) d@£ini comme suit convient 

6videmment : 

Si Y = (Yn'Un) nmo' Tn est l'objet nul de C pour n m r-1 et 

Y sinon , 
n-r 

W = 0 pour n ~ r - ] ~ w = u 
ii ~i n--r 

Ceci dit 7 supposons donn@ un diagramme du type ci-dessous, et montrons qu'on 

peut le compl@ter comme indiqu@ darts l'@nonc6 de (c)' : 
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X [ r ]  

Vrx I 

X 

U t > y, 

Pour cela, soit Y tun syst@me projecti£ tel qua Y' = klr] et que l'applica- 

tion canonique Homp(X,Y') > Homp(X[r], Y') soit une bijection. Alors 

il est clair que le diagramme ci-dessous est commutati£, u d@signant l'unique 

morphisme de X darts Y tel que u' : u[r] : 

x[r] 

Vrx 

U t 
Y' = Y[r]  

I Vry 

> Y 

Montrons (d)' . Consid~rons le diagramme ci-dessous, suppos@ com- 

mntati£, et montrons qu'il existe un morphisme w de Y tel que wo £ = w o g . 

£ 
X [r] Vrx > X > Y . 

> 
g 

Ii est tout d'abord clair q~e le diagramme ci-dessons est commutati£ : 

X[r] 

Vrx 

f i r ]  > Y[r] 

v 
rY 

£ 
> 

Y 
> 

g 

En particulier 

ci6 & Y et r 

VryO £[r] = VryO g[r] . So it maintenant T le systAme asso- 

comme au d@but de la ddmonstration de (c)' , de sorte qu'en 
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particulier Y = T [r] . Les translat@s par r des morphismes VrT o £ de 

VrT o g sont @gaux respectivement ~ Vry o f et VryO g[r] ,donc @gaux. Ii 

r@sulte alors du fair que la translation par r est une injection sur les 

morphismes de X dams T que l'@galit@ ci-dessous est v@rifi@e, d'o9 

l'assertion : 

VrTO f = VrTO 9 • 

DEFINITION 2.4.2. Soit C une cat@gorie ab@lienne. On appelle cat@gorie 

des syst~mes projectifs de C ~ translatJ, onSprTs, et on note HOmAE(~ °, C) 

la cat@gorie d@crite ci-dessous : 

(i) Les objets de HOmAR(I~°,C) sont les objets de Ho___~m(l~°,C) • 

(ii) Si X et Y sont deux objets de Hom(~°,C) , un morphisme de 

darts Y darts la cat@gorie HomAR(]N ,C) est un @l@ment de l'ensemble 

HOmAR(X,Y ) : lira Hom(X[r], Y) , 
-~r 

o~, pour tout couple (r,s) d'entiers avec s~r , l'application 

Hom(X[r] , Y) > Hom(X[s], Y) 

provient du morphisme canonique 

x[s] > x[r] 

La composition des morphismes est d@finie de fagon @vidente. 

Dans la suite, la cat@gorie C @tant fix@e, nous poserons pour 

o C . simplifier P : ~om(~°,C) et FAR = ~omAR(= , ) 

2.4.3. Nous avons vu (2.4.1) que la partie AR 

de fractions ~ droite. Ceci nous permet (2.3.3) 

PAR = P(AR-I) 

qui, on le rappelle, a m@mes objets que P . 

de FI(P) permet un calcul 

de consid@rer la cat@gorie : 
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Soient X et Y deux objets de P , et notons HOm~R(X,y) 

' . Un &l@ment de l'ensemble des isomorphismes de X dans Y darts PAR 

HOmAR(X,Y ) d6£ in i t  de £agon 6v iden te  un 616ment de HomlR(X,Y ) . Plus 

pr6cis&ment, on d6£init ainsi un £oncteur 

I 
m : PAR ----> PAR " 

PROPOSITION 2.4.3. Le £oncteur m est un isomorphisme de categories. 

Preuve : II s'agit de voir que pour tout couple (X,Y) d'objets de P , 

l'application correspondante 

mxy : HOmAR(X,Y) > HomlR(X,Y) 

est une bijection. C'est ~videmment une surjection. Pour voir l'injecti~it6, 

on $e ram&he imm6diatement ~ voir que pour tout diagramme commutatif du 

type ci-dessous~ il existe un entier t sup@rieur ou %gal & r et s tel 

que le compos~ de p et du morphisme canonique de X It] darts X Is] soit 

le morphisme canonique de X It] dams X[r] 

Vrx 

x[r] ~ 

x 
x[~] 

Or cela r@sulte de la commutativit6 du diagramme ci-dessous, darts lequel on a 

d6sign~ par la lettre c tousles morphismes canoniques entrant en jeu. 

xEr+s] < P(~) ×[2~] 

P 
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PROPOSITION 2.4.4. 

(i) La cat@gorie PAR est ab@lienne. 

(ii) Le £oncteur PAR : P > PAR est exact. 

(iii) Pour qu'un objet X de P soit AR-nul, il £aut et il su£fit que 

~AR(X) = 0 . 

(iv) Le couple (PAR,PAR) est un quotient de la cat6gorie ab61ienne P 

par la sons cat6gorie ab61ier~e 6paisse des objets AR nuls. 

Preuve : Si l'on admet (iii) , les autres assertions sont cons6quence de 

(2.3.5) . Ii r6sulte de (2.3.4) que pour qu'un objet X de P soit AR- 

nul, il £aut et il suf£it que PAR(i~) = 0 , d'o~ (iii) . 

COROLLAIRE 2.4.5. 

suivantes sont 6quivalentes : 

(i) 

(ii) 

Soit u : X > Y de la cat~orie P . Les assertions 

jecti£s, v6ri£iant les conditions 6quivalentes 

un AR-isomorphisme. 

PAR(U) est un isomorphisme. 

Le noyau et le conoyau de u sont AR-nuls. 

Un morphisme u : X > Y de la cat6gorie P 

(i) et 

des syst6mes pro- 

(ii), sera appel~ 

DEFINITION 2.4.6. Deux objets X et Y de la cat6gorie P sont dits AR- 

isomorphes si PAR(X) et pAR(Y) sont isomorphes darts la cat6gorie PAR e 

Si X et Y sont deux objets AR-isomorphes de la cat6gorie P 

n'existe pas en g@n@ral de AR-isomorphisme u de X dans Y . 

2.5. Caract@risation des syst~mes projecti£s v6ri£iant la condition de 

Mittag-Le£fler-Artin-Rees. 

PROPOSITION 2.5.1. Les assertions suivantes pour un objet X de P sont 

6quivalent es : 
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( i )  X v 6 r i £ i e  (MLAR) (2 .1 .1 )  . 

(ii) Ii existe un syst6me projecti£ strict Y et un AR-isomorphisme 

u : Y > x (2.4.5) . 

(iii) Ii existe un syst@me projecti£ strict Y tel que X et Y soient 

isomorphes darts la cat6gorie PAR " 

(iv) X v6rifie la condition de Mittag-Lef£1er et, d6signant par X' le 

syst6me projecti£ des images universelles de X , le syst@me projecti£ 

X/X' est AR-nul. 

Preuve : Nous allons prouver la suite d'implications : 

(i) = (iv) =(iii) ~ (ii) ~ (i) 

(i) = (iv) • II existe un entier m tel que le morphisme canonique 

WmX de X[m] darts X se £actorise ~ travers l'inclusion canonique i de 

x' dams X . Il en r~sulte que PAR(it est u~ ~pimorphisme (direct) done , 

puisque PAR est exact, que PAR(X/X') : 0 . On eo~el~t par (2.4.4 (iii)). 

(iv) = (iii) . La condition de (iv) signifie, avec les notations 

pr@c@dentes, que PAR(it est ~n 6pimorphisme. Mais ~ cause de l'exactitude 

de PAR ' c'est m@me un monomorphisme, donc un isomorphisme. On prendra pour 

objet Y le syst~me projecti£ X' . 

(iii) ~ (ii) . Le PAR- isomorphisme de Y dans X dont on suppose 

l'existence est image par PAR d'un P-morphisme Y[r]----> X , o~ r d@signe 

un entier positi£ ou nul. On conclut grace au £ait que Y[r] est strict. 

(ii) = (i) . On pent supposer Y contenu darts X et que u est 

l'injection canonique. Soit T le conoyau de u . L'hypoth@se Eaite signi£ie 

que T est AR-nul, donc il existe un entier r tel que pour tout s sup6- 

rieur ou 6gal ~ r le morphisme canonique de T Is) dams T soit nul. On en 

conclut que pour s >-r l'image de X [s] dans X est contenue dans Y ; 

comme par ailleurs elle contient @videmment l'image, @gale ~ Y , de Y[s] 

dams Y , elle est 6gale ~ Y . On en conclut que Y est l'image de X[s] 
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pour s su££isamment grand, donc que X v@ri£ie (MLAR) 

syst6me projecti£ des images universelles de X . 

et que Y est le 

COROLLAIRE 2.5.2. Soit u : Y > X un AR-isomorphisme, 

Darts ces conditions, X v~ri£ie la condition (MLAR) et 

t@me projecti£ des images universelles de X . 

Y @tant strict. 

u(Y) est le sys- 

3. Syst~mes projecti£s J - adiques et AR-J-adiques. 

Soient A un anneau commutati£ unitaire, J un id6al de A ,(C~p) 

une A - cat@gorie ab61ienne. On suppose ou bien que J est de type £ini, ou 

bien que C poss@de des somTnes directes infinies. Les notations sont les 

m@_mes que dans le paragraphe pr@c@dent. En particulier~ les symboles P et 

PAR d6signent respectivement les eat@gories Hom(~ ° ,C) et HOmAR(~°,C) . 

3.1. Syst@mes projecti£s J-adiques. 

DEFINITION 3.1.1. Soit X un objet de P . On dit que X est J-adique 

s'il v6ri£ie les conditions suivantes : 

(i) Pour tout entier n~O , jn+Ix = 0 . 
n 

(ii) Pour tout couple (m,~) d'entiers avec m ~ O  , le mo~phisme 

A/J n+1 %Xm----> X n d6duit du morphisme de transition X ----> X est un 
m n 

isomorphisme. 

On notera J- ad(C) la sous-cat@gorie pleine de P engendr@e par 

les syst~mes projectifs J-adiques. 

Remarque 3.1.2. Soient I et J deux id@aux de A et supposons, ou bien 

que I et J soient de type £ini, ou bien que C admette des sommes 

directes irr£inies. Alors on peut montrer que si I et J d@£inissent la m~me 

topologie sur A , les cat6gories I - ad(C) et J - ad(C) sont @quivalentes. 
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PROPOSITION 3.1.3. (Stabilit@s par s1~ites exactes) . Soit 

u v 
O -----~ X > Y ) Z > 0 

une suite exacte de P . 

(i) Si X est strict et Y est J-adique, alors Z est 

(ii) Si Y est strict et Z est J-adique, alors X est 

(iii) Si X et Z sont J - adiques, Y est J -adique. 

J - adique. 

strict. 

Preuve : Si me n , il est clair que le diagrarame (T) ci-dessous, dams 

lequel les £1@ches vertieales d6signent ies morphismes de transition, est 

con~nutati£ et exact : 

(T) 
id®u id®v 

A/jn+1 ®AXm m > A/jn+1 ®AYm m > A/jn+I®AZm > 0 

0 >X ~Y > Z >0 . 
n n n 

Dans le cas (i) , £~m est u~ ~pimorphisme et g~m u~ isomorphisme. 

Dams le cas (ii), g~m est un &pimorphisme et hr~a un isomorphisme. 

Dams le cas (iii), £ et h sont des isomorphismes. Dams les trois cas, 
nm r~m 

le lemme du serpent appliqu@ au diagramme (T) permet de conclure. 

3.2. Syst@mes projecti£s AR-J-adiques. 

PROPOSITION 3.2.1. Les assertions suivantes, pour un objet X de P tel 

que jn+1 X = 0 pour tout n ~ 0 sont 6quivalentes : 
n 

(i) Ii existe un syst@me projectif J- adique Y et un AR-isomorphisme 

u : Y >x (2.4.5) . 

(ii) Ii existe uaq syst@me projecti£ 

la cat69orie PAR " 

J-adique Y , isomorphe ~ X da-ns 
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Preuve : Ii nous £aut montrer que (ii) implique (i) . Un PAR- isomorphisme 

de Y dans X est repr@sent6 pour un certain entier r pay um AR-isomor- 

phisme v : Y[r] ---~ X . Comme Jn+Ix : 0 pour tout n ~ 0 et Y est 
n 

J-adique, v est le compos6 d'un P- morphisme u : Y ) X et du mo~phisme 

canonique de Y[r] dans Y . Ii est alors clair que u est un AR-isomor- 

phisme, d'o~ l'assertion. 

DEFINITION 3.2.2. Un syst6me projecti£ index6 par ~ & valeurs dans C 

est appel@ AR-J-adique si : 

(a) jn+Ix = 0 pour tout n ~ 0 , 
n 

(b) il v@rifie les conditions 6quivalentes (i) e__~t (ii) de la propo- 

sition (3.2.1) . 

PROPOSITION 3.2.3. Soit X un syst&me projecti£ index& par ~ & valeurs 

dans C . On suppose que jn+Ix = 0 pour tout n ~ 0 . Alors pour que X 
n 

soit AR-J-adique, il £aut et il su££it qu'il v@ri£ie la propri&t@ (MLAR) 

et que, d@signant par X' son syst&me projecti£ des images universelles, 

il existe un entier r ~ 0 tel que, pour tout couple (m,n) d'entiers avec 

m ~ n + r , le "morphisme de transition" ci-dessous soit un isomorphisme : 

x£jn+Ix~ ---~ Xn+/jn+IXn+r 

Pr euve : 

(a) Les conditions de l'@nonc~ sont suffisantes : 

Si X v6ri£ie (MLAR) , il est AR-isomorphe & son syst@me projectif 

d'images universelles X' . Par ailleurs l'hypoth&se faite sur X' siffnifie 

que le syst&me projectif (Xn+/jn+IXn+r) n~O (les morphismes de transition 

&tant dvidents) est J-adique. Or il est clair que ce syst6me projecti£ est 

AR-isomorphe (2.4.6) & X' . 

(b) Les conditions de l'&nonc6 sont n~cessaires : si X est AR-J-adique, 

il est AR-isomorphe ~ un syst&me projecti£ strict, donc v@ri£ie (MLAR) . 
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Le syst@me projecti£ X' des images universelles de X est AR-isomorphe 

X ,donc AR-J-adique. Pour prouver les deuxi@me point, on est doric ra- 

man@ ~ voir que si X est un syst@me projecti£ AR-J-adique et strict, 

il existe un entier r tel que le syst~me projecti£ ~r(X) d@fini par 

~r(X)n = Xn+i ./n+Ij Xn+r soit J-adique. Soit pour cela u = Y > X un AR- 

isomorphisme, Y @rant J-adique. Le noyau T de u ~tant AR-nul, soit r 

un entier tel que le morphisme canonique T[r] > T soit nul. Ii est imm@diat 

que le morphisme canonique ~r(U) : ~r(Y) > ~r(X) est un isomorphisme, d'o~ 

1 'assertion. 

PROPOSITION 3.2.4. (Stabilit6s par suites exactes) . Soit 

0 > X U > y v > Z > 0 

une suite exacte de P , les syst@mes projecti£s X, Y et Z @tant tels que 

jn+1X = jn+Iy = jn+Iz = 0 (ha O) . 
n n n 

(i) Si X v6rifie (MLAR) et Y est AR-J-adique, Z est AR-J-adique. 

( i i )  S_~_i Y v @ r i £ i e  (MLAR) e t  Z e s t  A R - J - a d i q u e ,  X v 6 r i £ i e  (9~AR) . 

Preuve : On utilise librement, pour tout syst~me projecti£ X et pour tout 

entier r, la notation ~r(X) d6jA explicit@e. 

Preuve de (i) : Si X' et Y' d6signent les syst@mes projecti£s des images 

universelles de X et Y , u envoie X' dans Y' , d'o~ le diagramme 

commutati£ exact ci-dessous, darts lequel les £1@ches sont 6videntes : 

0 -----> X I > Y' > Z t > 0 

f L 
0 > X > Y > Z >0 . 

Comme la cat@gorie PAR est ab@lienne et le foncteur 
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PAR : P > PAR 

est exact, il r6sulte de ce diagramme, et du £ait que les inclusions de X' 

et Y' darts X et Y respectivement sont des AR-isomorphismes (2.5.1) , 

que le morphisme ~ > Z est un AR-isomorphisme. 

Ceci permet de se ramener au cas o~ X et Y ,donc Z ~ sont 

stricts. II existe alors un entier r tel que le syst~me projecti£ ~r(Y) 

soit J-adique. Le £oncteur ~ est @videmment exact ~ droite, d'o~ une 
r 

suite exacte 

~r(u) ~r(V) 
~r(X) > Zr(Y) > ~r(Z) > 0 . 

Quitte ~ remplacer ~r(X) par son image par ~r(u) , on est dams les condi- 

tions d'application de (3.1.3 (i)) , qui montre que ~r(Z) est J-adique, 

d'o~ l'assertion. 

(ii) Soient Y' et Z' les syst~mes projecti£s des images universelles 

de Y et Z . Consid6rons le diagramme commutati£ exact 6vident ci-dessous, 

dans lequel les deux £1@ches verticales de droite sont les inclusions 

0 > ~ > Y' > Z' > 0 

0 >X U>y v >Z >0 . 

canoniques : 

Ii montre que le morphisme 

de se ramener au cas o~ Y 

> X est un AR-isomorphisme, ce qui permet 

et Z sont stricts. Dams ce cas, comme Z est 

strict et AR-J-adique, il r@sulte de (3.2.3) qm'il existe un entier r 

tel que ~r(Z) soit J-adique. La consid@ration du diagramme commutatif exacl 

u v 
0 >X >Y > Z > 0 , 

dams lequel comme pr@c@demment X ~ X est un AR-isomorphisme, permet 

de se ramener au cas o~ Y est strict et ou Z est J-adique. Alors 
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(3.].3 (ii)) permet de conelure. 

4. Filtrations et graduations. 

4.1. G6n@ralit6s. 

4.1.1. Soient C une cat@gorie ab@lienne et X = (Xn) nEiZ 

projecti£ index6 par 77 ~ valeurs dens C . On suppose 

un syst @me 

x =o (i<0) . 
1 

Pour tout @l@ment p de 77, , on d6finit un sous-objet FP][ de X 

cat~gorie PI = H°m(~°~C) en posant : 

(FPX)n : FPXn =I Ker(Xn---~ Xp-I) si n ~ p-1 

( 0 si n< p-1 , 

dens la 

les morphismes de transition @tant d6finis de fagon &vidente. On obtient 

ainsi une filtration d%croissante (FPX)p E~ de X v6ri£iant : 

(a) FPx = X si p ~ 0 , 

(b) (FPX)p_I = 0 pour tout p . 

Par ailleurs, le lemme du serpent appliqu@ au diagramme commutati£ 

exact (D) ci-dessous prouve que d~s que n ~ p , le morphisme canonique : 

FPXn/FP+Ix n > Im(Xn----> Xp) n Ker(Xp > Xp_1) 

est un isomorphisme. 

0 > Ker(X n > Xp) > X n > Im(X n 

0 , 0 >X >X 
p-1 p-1 

> Xp) > 0 

>0 . 

Si maintenant X est un syst~me projectif index6 par ~ ~ valeurs 

dams C , on le prolonge en un syst6me projectif index6 par ~ en posant 

X = 0 (n < O) ~ avec les morphismes de transition 6vidents, ce qui permet de n 

lui appliquer lesconstructions pr~c&dentes. 
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Cela nous permet de consid6rer aussi la cat6gorie 

P = Hom(~ °,C) 

comme une sous-cat£gorie pleine de PI 

DEFINITION 4.1.2. Soit X un syst6me projectif index6 par ~ . On dit que 

X est essentiellement constant s'il existe un entier p tel que~ pour tout 

couple (r,s) d'entiers sup6rieurs ou 6gaux & p et v6ri£iant l'in6galit6 

s ~ r ~ le morphisme de transition 

soit un isomorphisme. 

X --->X 
s r 

Ii est clair qu'il suffit de le demander lorsque r -- p o 

PROPOSITION 4.1.3. (Propri6t6 (MLAR) et gradu6s). Les assertions suivantes 

pour un objet X de la cat@@orie P sont ~quivalentes : 

(i) X v~ri2ie (mAR) . 

(ii) Le syst6me projectiF ~ valeurs dans la cat6gorie des ob~ets gradu6s 

par ]q de C : 

r, > (~r~(X+r)) ~ , 

o~ les morphismes de transition sont 6vidents, est essentiellement constant. 

(iii) Le syst6me projectif ~ valeurs dams la cat@gorie des objets gradu6s 

par ~ de C : 

n, > (~rP(x)) p ~ , 

o~ les morphismes de transition sont 6vidents~ v@rifie (MLAR) . 

Preuve : (i) ~ (ii) : r6sulte de l'expression de FPx/FP+Ix h -  

en (4.1.1) . 

donn~e 

(ii) ~ (iii) : Soit r un entier tel que pour tout s > r et 

le morphisme canonique 

tout 
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grP(Xp+ s) > grP(Xp+ r) 

soit un isomorphisme. Nous allons voir que pour tout couple (m,n) 

avec m~ n+r ~ l'@galit@ ci-dessous est v6rifi6e pour tout entier 

Im(grP(Xm) ----> grP(Xn) ) = Im(grP(Xn+r) ----> grP(Xn) ) . 

En effet: 

(a) Si p ~ n+1 , grP(Xn) = 0 

(b) si p { n , la suite d'in6galit@s m ~ n+r z p+r 

morphisme eanonique 

grP(Xm) > grP(Xn+ r) 

est tun isomorphisme, d'o@ l'assertion. 

(iii) ~ (i) : Notant Y le syst&me projeeti£ de 

entier tel que : 

(iii), soit 

Im(Y[s] > Y) = Im(Y[r] > Y) (s~r) . 

montre que le 

r I/n 

j : Im(X~ > Xn) ---> Im(Xn+r---> Xn) 

induit un isomorphisme sur les gradm@s. Les graduations 6tant £inies, on en 

d6duit que j lui-m@me est tun isomorphisme, d'o~ (i) . 

d'entiers 

p: 

grP(Im(X~ > Xn)) : Im(grP(x~) > grP(Xn) ) . 

En particulier, la condition (iii) s'exprime en disant que d@s que 

~ n+r , le monomorphisme camonique 

Si n et ~ sont deux entiers, avec ~ ~ n , la filtration induite sur 

Im(X~ > Xn) par celle de X n est aussi la filtration "quotient" de 

celle de X~ et par suite, munissant Im(X~ ~ Xn) de cette filtration, 

l'@galit6 ci-dessous est v@rifi@e : 



4.1.4. Si X est un objet de P 

sion du gradu6 rappel@ en (4.1.1) 

projectif : 

grP(x) = grP(Xn) n E 

est essentiellement constant. 

ab~lienne 

not@e : 
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v@rifiant (ML) , il r@sulte de l'expres- 

que pour tout entier p le syst@me 

Sa limite projective (qui existe sans hypoth@se sur la cat@gorie 

C ) sera appel@e p -6me composamte du gradu@ strict de X et 

~rsP(x) . 

4.2. Syst@mes projectifs adaptTs ~ J et lemme d'Artin-Rees. 

On suppose dorm@s un armeau commutatif A , un id@al 

une A - cat@gorie ab@lienne. 

J de A 

DEFINITION 4.2.1. Un objet X de la cat@gorie P = Ho__mm(~ °,C) est dit 

adapt@ ~ J si sa filtration (FPX)p E ~ de systTme projectif (4.1.1) 

compatible avec la filtration J-adique de X , i.e. si pour tout couple 

(p,q) d'entiers positifs ou nuls l'inclusion ci-dessous est v6rifi@e : 

et 

est 

JP~q(x) c ~P+q(x) 

LEMME 4.2.2. Soit X nn objet de la cat@gorie P . Les assertions suivantes 

sont @quivalentes : 

(i) X est adapt@ A J . 

(ii) Pour tout couple (n,p) d'entiers avec p ~ n+1 , on a 

JPFn-p+I(Xn ) : 0 . 

Pr euve : 

(i) ~ (ii) : alors JP~-P+1(Xp ~Fn+1(× n) = 0 
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(ii) = (i) : Sin < p+q , FP+q(Xn ) = 0 par d6£inition. 

Par ailleurs, JPFq(Xn) est contenu dens jn+1-qFq(Xn) et ce 

dernier est nul par hypoth@se. 

Si n > p+q , l'image de JPFq(Xn) deans Xp+q_ I par le morphisme de 

transition est contenue dens JPFq(Xp+q_1) ,@gal ~ z@ro par hypoth@se. 

L'inclusion 

JPFq(X ) = FP+q(x ) 

en r6sulte par d@£inition de la filtration de syst[me projecti£. 

Ii r@sulte en particulier de (4.2.2) que tout sous-syst6me pro- 

jecti£ d'un syst6me projecti£ adapt@ ~ J est adapt% ~ J . 

Exemples : 

a) Un syst&me projecti£ J-adique est adapt6 & J. Ii en rdsulte que 

tout sous-syst&me projecti£ d'un syst&me projecti£ J-adique est adapt@ & J . 

b) Si un syst@me projectif X v@rifie la condition (ML) et est adapt@ 

& J , son syst&me projecti£ des images universelles est @galement adapt@ ~ J . 

4.2.3. Gradu& d'tm syst~me projectif adapt~ & J . 

Soit X un syst~me projectif adapt@ ~ J . La filtration de X 

6tant compatible avec J , il est clair que l'objet gradu6 

grP(X)p 6 

est camoniquement muni d'une structure de grj(A)-module gradu@. En particulier, 

on en d@duit par passage h la limite que lorsque X v@ri£ie la condition (ML), 

l'objet gradu@ 

grs (X) (grsP(X))p ~ 

est canoniquement muni d'une structure de grj(A)-module gradu~. 

Explicitons bri6vement comment , lorsque de plus X est strict, 

l'on d@finit les morphismes correspondents : 
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~pq : JP/jp+I® A Fq(Xq) ---> FP+q(Xp+q) • 

Le syst~me projectif X 6taut strict, nous savons 

que le morphisme canonique ci-dessous est un isomorphisme : 

: Pq(Xp+q)/Fq+1(Xp+q) > Fq(Xq) • 

Par ailleurs, le £ait que la £iltration de X 

permet d'exhiber unmorphisme 

JP®AFq(Xp+q) > FP+q(Xp+q) 

qui se £actorise, vu que jp+IFq(Xp+q) c FP+q+1(Xp+q) = 0 , et 

jPFq+1(Xp+q) c FP+q+1(Xp+q) = 0 , ~ travers 

(JTJ P+I ) ®A(Fq(Xp+q)/F q+1 (Xp+q)) 

en un morphisme 

: (jp/jp+1) @A(Fq(Xp+q)/Fq+1(Xp+q)) ____> Fp+q(Xp+q) • 

Le morphisme ~ est alors donn6 par l'expression suivante : 
Pq 

(4.1.1 et 4.1.2) 

soit adapt~e ~ J 

®pq = So(~djp/jp+1®A~) 

LEMME 4.2.4. Soit X un syst@me projecti£ J-adique. Le morphisme canonique, 

grj(A) ®AXo > Nrs(X) , 

provenant de la structure de grj(A)-module gradu6 de grs(X) , est un 

6pimorphisme. 

Preuve : R6sulte imm6diatement de l'explication des morphismes w donn6e 
Pq 

~ (4.2.3) . 

PROPOSITION 4.2.5. (Caract@risation des syst@mes projecti£s stricts AR-J- 

adiques au moyen des gradu@s associ6s ) . 
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Soit X un syst~me projecti£ strict index@ par ~ & valeurs dams 

C . On suppose que pour tout entier n , on a : 

jn+Ix = 0 . 
n 

Les assertions suivantes sont &quivalentes : 

(i) X est AR-J-adique. 

(ii) Ii existe un entier r > 0 tel que pour tout entier n l'inclusion 

ci-dessous soit r~alis@e : 

Fn(Xn ) c jn-rxn 

(iii) Ii existe un entier r tel que, pour tout entier m , le morphisme 

canonique ci-dessous soit um isomorphisme d&s que n ~ m+r : 

g r n ( j m X )  - - - )  g r n ( x )  . 

Darts l'&nonc@ de (ii) , on convient de poser jn-rx : X pour n <r . 
n n 

Preuve : L'6quivalence de (ii) et (iii) est claire, car X et JmX sont 

striets. Prouvo~ celZes de (i) et (ii) . 0n sait (3.2.3) que (i) ~quivaut 

l'existence d'un entier r tel que pour tout couple (m,n) d'entiers avec 

m ~ n+r , le morphisme de transition ci- dessous soit tun isomorphisme : 

Xm+ i/Jn+ IXm+ i---~ xJjn+ I Xm 

Consid&rons alors le diagranm~e commutatif exact ci-dessous. 

jn+ I X > jn+ I X 
m+ 1 m 

,I 1 
0 ~ F m+l (Xm+ 1) > Xm+l > X m ::> 0 

x+l /~+hm+ 1 > xJJ~+~xm 

0 0 

>0 

>0 
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Ii montre l'existence d'un isomorphisme canonique entre 

Ker (Xm+i/J Xm+ 1----7 x/jn+ ~ Xm ) 

et 

Fm+1(Xm+1)/(Fm+1(Xm+1) n jn+Ixm+1) . 

En particulier, pour que le morphisme de transition aprTs r@duction modulo 

m+l. 
jn+1 soit un isomorphisme, il £aut et il suf£it que F [Xm+1) soit 

contenu darts Jn+Ix , m+1 ce qui est pr@cis@ment l'assertion (ii) 

THEOREME 4.2.6. 

par 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(Lemme d'Artin-Rees) . Soit 

valeurs darts C . On suppose que : 

X vTrifie (MLAR) , 

X un systTme projectif index6 

X est adapt@ ~ J , 

grs(X) est ~ (grj(A),C)-module ~rad~@ de type £ini, i.e. 

pour toute suite croisssmte (Mn)n 6~ de sous-(grj(A)-modules graduTs 

de ~rs(X) dont grs(X) est r~io~, il e×iste un entier p tel que 

grs(X) : M 
P 

Alors X est AR-J-adique. 

Preuve : Rappelons que si 

de X , on a pos@ : 

X' est le syst~me projecti£ des images universelles 

grs(X) : gr(X') . 

Par ailleurs, X' est adapt6 ~ J , de sorte que l'on est ramen6 ~ montrer 

que X' est AR-J-adique. 

Supposons prouv@ le lemme suivant : 

LEMME 4.2.7. Soit X un syst@me projecti£ strict adapt£ 

entier s , le sous objet gradu@ [(Ms)hi n E~ __de grs(X) 

@~alitTs ci-dessous : 

J . Pour tout 

d@£ini par les 
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(M) n= jn-Sx n~n(xn) (J~ :A si i<O) 
n 

est un sous grj(A)-module gradu@ de grs(X) . 

On peut, pour d@montrer le th@or6me, supposer X strict. Alors 

grs(X) est r@union de la suite croissante des M , donc 6gal ~ l'un d'eux. 
s 

Cela signifie qu'il existe un entier s tel que 
o 

Fn(Xn) C jn-So X n 

pour tout entier n . On conclut par (4.2.5) . 

D@monstration de 4.2.7. 

voir que le morphisme 

%q : JP/JP+I®AFq(x q) 

envoie JP/JP+I®A(Sq-SXqa ~q(Xq)) d~s 

0r, le morphisme canonique 

P : Xp+q/Fq+1(Xp+q) 

est un isomorphisme et envoie 

Reprenons les notations de (4.2.3) . Ii s'agit de 

> FP+q(Xp+q) 

JP+q-SXp+qA FP+q(Xp+q). 

est 

objet est contenue darts 

>X q 

Oq-SXp+q+ rq+1(Xp+q))/~q+1(Xp+q) sur J~-Sx 

On en d6duit que l'image r@ciproque par id(JP/jp+I)®A~ (4.2.3) 

jp/jp+1 ~A(jq-Sxqn ~q(xq)) 

F q+1 JP/jp+1®A[(jq-SXp+qn Fq(Xp+q)) + (Xp+q)]/Fq+1(Xp+q) • 

Ii est maintenant clair que l'imaNe par ~ (4.2.3) de ce dernier 

JP+q-SXp+qn JPFq(Xp+q), donc a £ortiori dams 

JP+q-SX n p+q FP+q(Xp+q ) . 

q 

de 

D'o~ le leone. 
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5. Syst@mes projectifs J-adiques et AR-J-adiques noeth@riens. 

Dans tout ce paragraphe, on suppose donn6s un anneau commutati£ 

noeth6rien A , un id6al J de A et une A-cat6gorie ab61ienne C . 

5.1. G@n@ralit@s. 

DEFINITION 5.1.1. Un objet X de la cat6gorie Hom(~ °,C) est dit J-adique 

noeth~rien (resp. artinien) s'il est J-adique et si ses composantes sont des 

objets noeth@riens (resp. artiniens) de la cat@gorie C . 

On notera J-adn(C) (resp. J-adf(C)) la sous-eat@gorie pleine 

de P = Hom(~°,C) dont les objets sont les syst6mes projectifs J-adiques 

noeth6riens (resp. artiniens) . Ii est clair (3.1.3) qu'une extension de 

J-adiques noeth@riens (resp. artiniens) , est du m@me syst@mes projectifs 

type. 

PROPOSITION 5.1.2. Soit X un objet J-adique de p . Pour que X soit 

J-adique noeth6rien (resp. artinien) , il £aut et il suffit qu'il soit J- 

adique et que X soit noeth6rien (resp. artinien) . 
O 

Soit en ef£et X un syst~me projecti£ J-adique tel que X soit 
o 

noeth@rien (resp. artinien) . Consid6rons alors l'@pimorphisme canonique 

(4.2.4) : 

g r j ( A )  ®AXo----> grs (X)  . 

Comme X est noeth@rien (resp. artinien) et jn de type £ini pour tout 
0 

n , l'existenee de cet @pimorphisme montre que pour tout entier n , le 

noyau du morphisme canonique 

X > n Xn- I 

est noeth@rien (resp. artinien) . On en d@duit aussitSt par r@currence sur 

que les X sont noeth@riens (resp. artiniens). 
n 
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DEFINITION 5.1.3. Soit X tun syst6me projectif index@ par ~ ~ valeurs 

dans C . On dit qu'il est AR-J-adique noeth@rien (resp. artinien) s'il est 

AR-J-adique, et si ses composantes sont des objets noeth@riens (resp. 

artiniens) . 

On notera AR-J-adn(C) (resp. AR-J-ad£(C)) la sous-cat6gorie pleine 

de HOmAR(~%C) (2.4) engendr6e par les images des syst6mes projectifs 

AR-J-adiques noeth6riens (resp. artiniens). 

Ii est alors clair que les £onctions canoniques 

PARn : J-a~(C) ~ AR-J-a~(C) 

PAR £ : J-ad£(C) > AR-J-ad2(C) 

obtenus par restriction de PAR(2.4) sont des ~quivalences de cat@gories. 

Rappelons bri@vement l'6nonc6 et la d@monstration du th@or@me 

de Hilbert : 

THEOREME 5.1.4. (Th@orAme de Hilbert) . Soient A tan anneau commutati£, 

C une A-cat6gorie ab@lienne, M un objet de type £ini (resp. noeth@rien) 

de C . 

Pour route A-alg6bre de type fini B gradu@e par ~ , le. (B,C)- 

module gradu~ B ®AM est de type £ini (resp. noeth@rien) . 

(N.B. Si B = ~ n ~ O  Bn'B~AM d 6 s i g n e  l'objet gradu@ (Bn~AM)n E~ 

Preuve : On se ram@ne imm@diatement au cas o~ B est l'anneau de polynSmes 

A[T] , muni de sa graduation habituelle. Le (B,C)-module A[T]@AM = 

(Mn)n E ~ s'obtient alors en posant M n : M pour tout n , T envoyant, 

pour tout entier n , M n dans Mn+ I par l'identit6 de M . 

Soit Nun sous-(A[T],C)-module gradu@ de A[T]®AM . Les compo- 

santes (Nn)n E~ de N d&£inissent une suite eroissante : 

No CN7 c... C NnC... 
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de sous-objets de M . Supposons maintenant que M soit noetherien (resp. 

de type £ini) et soit 

N 2 c. C N p C NIC .......... 

tune suite croissante de sous-(A[T],C)-modules gradu@s de A[T]®AM , qui darts 

la premi@re hypoth6se (lorsque M est de type fini) a pour r6union A[T]®AM . 

Consid@rons alors le tableau ~ double entr6e ci-dessous : 

N I c N 2 c ............... ~ N p c ........ 
o o o 

N N N 

!I 
N N N 
N ] c N 2 c . . . . . . . . . . . . . . .  c N p . . . . . . . . . .  

n n n 

N N N 

Ii est clair par hypoth6se sur M qu'il existe ~n couple (Po,no) tel que 
P 

NnO soit maximal (resp. 6gal ~ M ) 
o 

Si Pl est u_n entier Z Po tel que les NPln (n -< no) soient 

les plus grands @l@ments des suites (N P) , il est clair que N p N pl 
pE]N = 

d6s que P m Pl , ce qui permet de conclure dans les deux cas. 

COROLLAIRE 5.1.5. Supposons de plus que la cat6~orie C poss6de des sommes 

directes d@nombrables. Alors pour tout objet M de type fini (resp. noethd- 

rien) de C et toute A-alg6bre de type £ini B , l_~e (B,C)-module B®AM 

est de type fini (resp. noethdrien) . 

Preuve : On se ramgne au cas of~ B = A[T] . Soit N u~ sous-(A[T] ,C)-module 

de A[T]®AM (consid6r@ comme objet de C ) . Nous noterons Nr(N) le 

yradu@ de N pour la filtration induite par la Filtration naturelle d'objet 

gradu6 de A[T]~AM : gr(N) est un sous (A[T],C)-module gradu@ du 

(AET] ,C)-module gradu@ AET] ®A M . 
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Soit maintenant 

N ° c N 1C ..... c N p c ..... 

une suite croissante de soms-(A[T],C)-modules de A[T]®AM , de r@union 

A[T]®AM dans la premiere hypoth6se. Dans la premiere hypoth6se (M de type 

£ini), il existe un entier i tel que gr(N i) = A[T]®AM , d'o~ 

N i = A[T]®AM . Dams la deuxi~me hypoth@se (M noeth6rien), la suite des 

gr(N i) est stationnaire, donc la smite des N i 6galement. 

Dans la suite, le th~or~me de Hilbert nous sera surtout utile par 

l'interm&diaire de la proposition suivante. 

PROPOSITION 5.1.6. Soient A un anneau commutati£ noeth@rien, J un id@al 

de A,C une A.cat@gorie ab@lienne. Pour tout syst@me projecti£ J-adique 

~oeth~rie~ (5.1.1) X , le ~r~du~ grs(X) est = (grj(A),C)-mo~ule 

noeth~rien. 

Preuve : Comme grj(A) est une A-alg@bre de type £ini, il r@sulte du th@or&me 

de Hilbert ( 5 . 1 . 4 )  que gr j (A)®AX ° est un ( g r j ( A ) , C ) - m o d u l e  gradu6 

noeth~rien. L'assertion r6sulte alors de l'existence de l'@pimorphisme (4.2.4) : 

g r j ( A ) ~ A X  ° - - ->  ~r s ( X)  . 

5.2. Structure de J-adn(C) et AR-J-adn(C) . 

Dams cette section, nous d@signerons par ZC ' ou g 

de confusion possible, la sous-cat@gorie pleine de Ho__mm(~ °, C) 

objets sont les syst~mes projecti£s AR-J-adiques noeth6riens. 

s'il n'y a pas 

dont les 

PROPOSITION 5.2.1. La cat~gorie 

Hom(N°,C) . Autrement dit, gC 

d'inclusion : 

C est stable par noyaux et conoyaux dans 

est une cat6gorie ab@lienne et le £oncteur 
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est exact. 

8C ---> H°m(]1°' C) 

Preuve : Soit u : X > Y un morphisme de 8C " 

Nous allons voir successivement que le conoyau, l'image et le noyau de u 

sont AR-J-adiques noethTriens. (Bien entendu la dTmonstration du £ait que 

lWimage de u est AR-J-adique noeth%rienne est uniquement un intermTdiaire 

technique). 

a) Coker(u) est AR-J-adique noeth%rien. Comme X v@ri£ie (MLAR) et 

Y est AR-J-adique, Coker(~) est AR-J-adique (3.2.4 (i)) . 

b) Im(u) est AR-J-adique noeth@rien. 

Gr[ce ~ la suite exacte : 

0 > Im(u) ----> Y----> Coker(u) ----> 0 , 

l'assertion rTsultera du lemme 5 . 2 . 1 . 1 .  ci-dessous. 

LEMME 5.2.1.1. Soit 

0 >L >M >N > 0 

une suite exacte dams la cat%gorie Hom(]q°,C). Si M e_~t N son___t AR-J- 

adiques noethTriens, L est AR-J-adique noeth@rien. 

Ii su££it @videmment de voir qu'il est AR-J-adique. On ne ramTne 

de la m~me mani&re que darts la dTmonstration de (3.2.4) an cas o~ M et 

N sont strictsy puis m@me J-adiques noeth@riens. Dams ce cas, il r%sulte 

de 3.1.3 (ii) que L est strict. Le systTme projecti£ L est strict, 

adapt% ~ J et son graduT, comme sou~-objet gradu@ de grs(M) , est noeth@rien: 

grs(M) , quotient de grj(A) @AMo , est noeth@rien (5.1.6) . 

L'assertion r%sulte alors du lemme d'Artin-Rees (4.2.6) . 

c) ~er(u) est A~-J-adique noeth~rie~, n s~Zfit d'appliquer (5.2.1.~) 

la suite exacte %vidente ci-dessous : 

0 > Ker(u) > X > Im(u) > 0 . 
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PROPOSITION 5.2.2. Les objets de la cat@gorie ab@lienne AR-J-adn(C) sont 

noeth6riens. 

Preuve : On se ram@ne imm6diatement ~ voir que si l'on a un objet 

noeth@rien X , une suite d'objets J-adiques noeth@riens (Yn)n 
E m 

morphismes de Hom(~ °, C) 

v : Yn ----~ X 
n 

tels que 

(i) 

( i i )  

les v deviennent des monomorphismes darts AR-J-adn(C) , 
n 

pour tout entier n , v n se factorise ~ travers Vn+ I darts 

AR-J-a~(C) , 

alors les v restent stationnaires, ~ isomorphisme pr@s, pour 
n 

grand, dans AR-J-adn(C) . 

Or 9 dire que v n se £actorise ~ travers Vn+ I dans 

signi£ie qu'il existe un entier r et un morphisme 

J-adique 

et des 

n assez 

AR-J-adn (C) , 

£ : Y~r] ----> yn+1 

tels que, a d@si~nant le morphisme canonique 

yn[r ] ----> yn , 

l'@galit~ ci-dessous ait lieu : 

oa o £  n = Vn+l " 

Comme le morphisme a est strict, on en d&duit en particulier que l'image 

de v n est contenue dams celle de Vn+ I . Quitte ~ remplacer chaque yn par 

Im(Vn) , on est ramen@ ~ voir que toute suite croissante de sous-syst&mes 

n est une telle projectifs stricts de X est stationnaire. Or, si (Z)n 6 

suite, vu que grs(X) est noeth@rien, la suite croissante des @rs(Z n) est 

stationnaire, doric aussi celle des Z n . 

R ~Sl/~lons : 
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THEOREME 5.2.3. Les categories J-adn(C) et AR-J-adn(C) sont ab~liennes 

et noeth6riennes. 

En ce qui concerne AR-J-adn(C) , c'est ce que nous venons de 

voir. Quant ~ J-adn(C) , elle lui est @quivalente. 

PROPOSITION 5.2.4. (stabilit~s par extension). Soit 

tune suite exacte de 

0 >X >Y >Z >0 

j n +  1 y 
Hom~°jr~T~5 , avec = 0 

n 

suppose que : 

(i) Z est AR-J-adique, 

(ii) X est AR-J-adique artinien. 

Alors Y est AR-J-adique. 

pour tout n . On 

Preuve : On se ram~ne comme dans la d@monstration de (3.2.4) au cas o~ Y 

et Z sont stricts et Z est J-adique. Alors (3.1.3 (ii)) X est strict. 

Ii existe alors un entier r tel que le syst@me projecti£ (Xn+/jn+IXn+r)n 6IN 
soit J-adique artinien. Comme X en est un quotient et lui est AR-isomorphe, 

on est ramen6 ~ prouver le lemme suivant : 

LEMME 5.2.4.1. Soit 

0---> T > X > Y----> Z----> 0 

o 
une suite exacte de Hom(~ ,C), avec jn+Iy = 0 pour tout n . Si X est 

J - a d i q u e  a r t i n i e n ,  Z e s t  J - a d i q u e  e t  T e s t  A R - n u l ,  a l o r s  Y e s t  AR-J -  

adique. 

Pour montrer le lemme, on va d'abord voir que, pour tout entier n , 

n+1 
le syst~me projecti£ @vident (Yn+/J Yn+k)k E N est essentiellement constant. 

D f i s i g n a n t  p a r  S k l e  n o y a u  du m o r p h i s m e  6 v i d e n t  
n 

X ~/jn+Ix ' n+~ n+k / ---> yn+/jn+ IYn+k 
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consid~rons le diagramme commutati£ exact 6vident ci-dessous : 

. n+1 ___> / n+1 
0 "> Skn ~ Xn+Jjn+Ixn+k ---> Yn+k/J Yn+k Zn+k/J-- Zn+ k ----> 0 

0 >T >Y >0 . 
n n 

J ~ 
>X 

n 
> Z 

n 

L'entier n 6tant fix6, les objets S k s'identi£ient ~ des sous-objets 
n 

de T et £orment une suite d6croissante. Comme T est artinien, il 
n n 

existe donc un entier k tel que S = S pour tout entier k z k 
0 n n 0 

d'o~ il r6sulte aussitSt que les morphismes canoniques 

y ./jn+Iy > . n+1. 
n+~ n+k Yn+k /J ~n+k 

o o 

sont des isomorphismes. 

Ceci dit, d6signons par Y' le syst@me projecti£ d6£ini par 

Y' = Lim y -- /jn+Iy 
n n+i ~ n+r 

~---r 

pour les objets, et de £agon @vidente pour les morphismes. Le syst~me projecti£ 

Y' est J-adique. De plus on obtient "par passage g la limite" un diagramme 

commutati£ exact du type ci-dessous : 

0 > S > X > Y' ----> Z ----> 0 

0 > T > X > Y > Z ---> 0 . 

Comme T est AR-nul, le lemme du serpent appliqu@ ~ ce diagramme montre 

que le morphisme @vident Y' ----> Y est un AR-isomorphisme, d'o~ le £ait que 

Y est AR-J-adique. 
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COROLLAIRE 5.2.5. Soit 

une suite exacte de 

On suppose que : 

(i) X est 

(ii) z est 

Alors 

0 >X > Y > Z > 0 

jn+Iy 
Horn(IN °, C) , avec = 0 pour tout n 

i% 

AR-J-adique artinien (resp. artinien et noeth6rien) , 

AR-J-adique artinien (resp. noeth6rien) . 

Y est AR-J-adique artinien (resp. noeth@rien) . 

5.3. Syst~mes projectifs 

Soient C et 

un £oncteur additi£. Le £oncteur 

£oncteur~ not6 encore F t 

AR-J-adiques noeth@riens et ~ - £oncteurs. 

deux A-cat6gories ab@liennes et F : C --->~ 

P se prolonge de £agon claire en un 

F : Hom(l~ °, C) > Hom(]N°,/~) , 

qui est additi£ et "commute aux translations" . 

PROPOSITION 5.3.1. Soient C et ~ deux A-cat@gories ab61iennes et 

T=" "<TiJiC= 

A-lin@aire de C darts un ~ -£oncteur exact ~ . 

On suppose que : 

(i) Pour tout objet noeth@rien M de C 

et tout entier n , Tn(M) est noeth6rien. 

(ii) Pour route A-alg~bre gradu6e de type 2ini B , annul6e par J , 

et tout (B,C)-module gradu@ noeth@rien N , les (B,~)-modules gradu@s 

T~(~)(~  ~ ~ ) ~o~t noet~riens 

Alors pour tout ob~et AR-J-adique noeth@rien X de Hom(~ °, C) , 

les Tn(x) sont AR-J-adiques noeth6riens. 

annul@ par une puissance de J 



242 

Preuve : Comme les foncteurs T n commutent aux translations, il su2fit de 

montrer l'assertion lorsque X est J-adique noeth6rien. Dans ce cas I 

comme grs(X) e s t  un grj(A)-module gradu6 noeth6rien ( 5 . 1 . 6 )  , il r@sulte 

de l'hypoth@se (ii) et d'une variante d'nn corollaire du th6or@me de SHIH 

(cf. Appendice A.3) que pour tout entier 

v@rifi%es : 

n les assertions suivantes sont 

(a) Tn(X) s a t i s £ a i t  (MLAR) , 

(b) grs  Tn(X) e s t  un (g r j (A) ,~ ) -mo d u le  gradu@ n o e t h 6 r i e n .  

Le "lemmle d'Artin-Rees" (4.2.6) permet de conclure. 

COROLLAIRE 5.3.2. Le b-£oncteur 

T = (Ti)iE~: Hom(]N°,C) 

induit un b - £oncteur exact A-lin@aire 

> Hom(~ °, ~) 

s c >~, 

commutant aux translations, donc par passage au quotient un nouveau 

b-£oncteur exact A-lin6aire, not6 encore (Ti) i E IN ' 

AR-J-adn(C) > AR-J-adn(2>) . 
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Appendice : le th6orAme de SHIH. 

Le but du pr@sent appendice est de donner une d@monstration du 

th@or@me de SHIH sous la forme utilis6e darts la preuve de (5.3.1). 

Cette forme @rant plus g@n@rale que celle 9igurant dans EGA Oiii, une 

d6monstration direete, adapt@e de celle de loc. cit., s'est r@v@16e n@cessaire. 

Terminolo~ie : Soit r ° un entier a I . La donn~e, pour tout entier 

r, ~ r , d'un objet bigradu6 E : (E~ q) muni d'une diff£rentielle 
o r p 6 ~,q E ~ ' 

d r de bidegr6 (r,l-r), et pour tout r d'un isomorphisme 

H(Er ) ~ ) Er+ I , 

sera appel6e darts la suite filtre spectral. On d@finit de £aGon @vidente la 

notion de morphisme de filtres spectraux. 

A.]. Rappels sur les suites spectrales associ@es au___x ~ - foncteurs. 

Soit C une cat6gorie ab~lienne et X un objet de C , muni 

d'une filtration d@croissante (FPX)p 6 ~ " Pour tout 5 - foncteur exact 

de C dans tune cat6gorie ab~lienne ~ , la m~thode dire "des couples 

exacts" (c£. par ex. Maclane, Homology, p. 336) permet de d@crire une 

suite spectrale : 

Pq E(x) : E I 

pour laquelle la filtration de 

FP(E n) = Im(Tn(FPx)-, 

= TP+q(~Px/~P+IX) ~ E n = Tn(x) , 

E n est d@finie comme suit : 

> Tn(x)) : Ker(Tn(X) > Tn(x/FPx)) . 

De plus, si la filtration de X est finie, la suite spectrale ainsi obtenue 

est £aiblement convergente (EGA 0111 11.1.3) . 
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Fonctorialit6. Si f : X > Y est un morphisme d'objets filtr@s de 

eonstruit de £agon £onctorielle un morphisme de suites spectrales : 

~ ( f )  : ~ ( x )  - - >  ~(Y)  , 

coincidant avec TP+q(grPf) (resp. Tn(F)) sur E~q(x) (resp. En(x)) . 

En particulier, si u : X > X est un endomorphisme de X tel que 

u(FPx) C FP+h(x) , pour ten entier h ind~pendant de p , ~(u) est un 

endomorphisme de bidegr6 (h,-h) du filtre spectral associ@ ~ ~(X) , 

commutant avec les difF6rentielles. 

C , on 

A.2. Cas des syst6mes projectifs. Soit maintenant X = (Xn) n E Zg 

syst&me projectif d'objets d'une cat~gorie ab61ienne C , tel que 

un 

x = 0 (i < 0) . 
l 

Si T d6si@~e un ~ - foncteur exact de C dans une cat6gorie ab@lienne ~ , 

T se prolonge de £agon naturelle en un ~ - foncteur exact, not~ encore T : 

Hom(~,C) ---> Hom(ZZ°,~) . 

D'o~, munissant X de sa filtration naturelle de syst~me projectif 

(EGA 0iii]3.4.1 ) , une suite spectrale : 

E(X) = E(Xn) n ~ m ' 

o~ les E(Xn) d6signent les suites spectrales associ6es ~ T et aux 

munis de la filtration induite. 

X 
n 

Propri6t6s de ~(X) . 

a) Pour tout entier n , la filtration de l'aboutissement En(x) darts 

la suite spectrale E(X) est identique ~ sa filtration naturelle de 

syst6me projectif~ lorsque X est strict . 

En eF£et, d6signant par la lettre F (comme dams A I ) la premiere 
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et par la lettre 9 la seconde, on a pour tout entier ~ : 

de transition 

> Tn(XJFPX )) 

0 si ~< p-1 

K~r (Tn(X) > T~(Xp_~)) si ~ ~ p-1 . 

Darts les deux cas, on recorlna~t l'expression de %PEn(x) . 

Ceci montre en particulier que, pour ~ ~ ~ ~ p , le morphisme 

Pq 

II 11 

NrPT p+q (X~) > grPTP+q(x~) 

EGA Oii I 13.4.1.3. 

E ZZ , il est clair (c£. le dessin ci-contre) que, 

puisque Fi(x ) = 0 pour i~+I , on a : 

Pq Pq 
B r (Xo~) = Br+ IfXO~ ) pour r > p , 

Pq Pq 4' Z r (X) : Zr+I(X ) pour r > ~ - p . 

X v6ri£ie la condition de Mittag-Lef£1er, les divers 

est un monomorphisme, d'apr~s 

b) Fixant 
(p,< 

c) Lorsqme 

syst@mes projecti£s NrP(x) sont essentiellement constants (EGA 0ii I 15.4.3). 

Ii en r6sulte aussitSt que, pour r < +~ , les syst@mes projecti~s E~q(x) 

sont essentiellement constants. On notera 

~$%x> 

leums limites projectives. Les op6rateurs diff@rentiels passant ~ la limite, 

on obtient ainsi v_n £iltre spectral g~q(x) (p,q 6 ~ ; r ~ I) " 

Les objets 

;~q(x) , ~%x) (r< +=) 
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associ6s & ce £iltre spectral sont pr~cis6ment les limites des syst@mes 

Pq projectifs essentiellement constants  z~q(x)  et  B r (X) . 

De la pattie b) r6sulte @galement que 

ce qui permet de poser 

sp(x) 

sp(x) 

= B pq (X) 
p+1 

Supposant toujours que X 

Pq (X) d@s que r > p sr (%) = Bpq r+7 
phismes canoniques : 

(s) 

 p(x) 

p+1 

v6ri£ie (ML) , comme, pour tout ~ 

(c£. b )) , on a une suite de monomor- 

~ r q  X. c . . . . . . . . . .  ~p+2 "X" p+l " 9 p ~ 

S u p p o s o n s  d@sormai s  X s t r i c t .  Les  e x p r e s s i o n s  s u i v s _ n t e s  p o u r  

Pq 
et B r (Xn) : 

z~q(Xn) = Im[TP+q- l (FP-r+ lxn /FPXn ) ~ > TP+q(FPxn/FP+IXn)] 

B;q(Xn) = In{TP+q(FPxn/FP+rXn ) > TP+q(FPxn/PP+Ixx)]  

montrent que 

@1) 

N pq 
z~q(Xm) > Z r (Xn) pour m~n~ p 

N pq 
B~q(xn) > B r (Xn) pour m~n~p+r-1 

(les morphismes canoniques sont des isomorphismes) . En particulier, le 

morphisme canonique 

~p(x) Pq 
> E r (Xp+r_ I ) 

est un isomorphisme. 

Par ailleurs, il r@sulte de b) ~ e  
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(d 2 ) [ Pq Pq 
Z~ (Xp+r_1) ~ Z r (Xp+r_1) (r ~ I) 

Pq Pq 
et B (xp+~_ I) = B r (Xp+r_ I) (r > p) 

Ceci permet de d@finir, pour tout r , un @pimorphism e canonique 

e pq : sPq(x) > Pq ) 
r r E (Xp+r_ I 

qui est un isomorphisme lorsque r > p . De plus, si a est un eerier 

(par exemple a = p+1 convient) , de sorte que 

(s bi~) .... ~ > 8Pq(x)~ ... > Sa+1(X) 
r 

alors, pour 

(d B ) 

I 
s ~ r ~ a , les diagrammes 

@Pq 
~%x) s pq > E (xp+~_ I) 

r pq ) 

sont commutati£s. 

tel que 

A.3. Une variante du th@or@me de Shih. Supposons donn@ un anneau S £iltr@ 

par des id~aux Fi(S) (i > O) et op@rant sum X de £a~on compatible avec 

sa £iltration de syst~me projecti£. 

Des g6n@ralit6s de A I r~sulte que pour tout eerier i , gri(S) 

op6re sur les objets bigradu6s Er(X ) par des morphismes de bidegr6 

(i,-i) . En particulier pour tout eerier n : 

%(n) <x) = <E~'%x))p+q = 

est canoniquement muni d'u_ne structure de (~ (S),~)-module gradu6. 

IIen est de m@me par passa@e A la limite pour : 
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E~n)<x) = <E~'q<x))p+q: n 

est canoniquememt muni d'une structure de (~r'(S),~)-module ~radu@. Iien 

est de m@me par passage ~ la limite pour : 

e~n)(x) = (~'q<x))p+q= n 

L'anneau S , op6rant sur X de £agon compatible avec sa filtration de 

syst@me projecti£, op@re de m~me sur Tn(x) pour tout entier n . Par 

suite le gradu6 strict grs (X) est canoniquement muni d'une structure 

de (gr" (S),C)-module gradu6 et de m@me, lorsque Tn(X) v@rifie (ML) , 

le gradu@ strict grs'Tn(X) est canoniquement muni d'une structure de 

(gr~(S),~)-module gradu6. 

THEOREME A.3. Supposons que pour un entier n !es (gr'(S),~)-modules 

T*adu~s 

(n-1 Tn-1 g[n)(x) = Tn(grs'(X)) et gq )(X) = (grs'(X)) 

soient noeth6riens. Alors : 

(i) Tn(X) v~rifie (mAR) , 

(i±) grs'T~(x) est ~ (gr'(S),~)-module noeth~rie.. 

Preuve : 

i) Pour tout couple (m,r) d'entiers, 

{$(m)(X)r = (~P'm-P(X))p C]N 

est tan sous- (gr'(S),~)-module Nradu@ de c~m)(x) . En particulier,pour tout 

entier m , les s(m)(x) forment uric suite croissante index6e par r de r 

sous-(gr'(S),~-modules gradu@s de g~m)(x) . Utilisant les £ait que g~n)(x) 

et g~n-1)(X) sont des (gr'(S),~)-modules [radu6s noeth6riens, on en 

d6duit que les suites 
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E% n)(~)] r ~ e~ E% l'-~)(x)l r ~ 

sont stationnaires. 

Ii existe donc un entier a ~ I tel que, pour tout (p,q) , avec 

p+q = n ou n-1 

( A . 3 . 1 )  8~q(x)  = ~ q ( x )  ( r  ~ a)  . 

Par suite, pour r ~ a + I ~ les £1@ches d de source et de but 
r 

(p+q = n) sont nulles. Autrement dit les monomorphismes 

sP~(x) 
r 

d~duits de (A.3.1) avec p+q = n sont en Fair des isomorphismes. 

Pour s~r~a+ I , la commutativit6 du diagramme (d3) , avec p+q=n , 

@Pq 
s pq e~ q(x) 6pi > E (Xp+s_ I) 

21 ~Pq I 
r pq e~q(x) ~ s  (Xp+r_ I) 

montre que ie morphisme de transition 

Pq 
E~q(Xp+s_1) > E (Xp+r_1) 

qui est de toutes mani@res un monomorphisme (c£. a)) est un 6pimorphisme, 

donc un isomorphisme. Autrement dit, le syst@me projecti£ 

r - - - - > [ ~  ~rPTn(Xp+r )]  r ~  1 
P 

est constant A partir de r = a ,donc Tn(x) v@rifie (MLAR) d'apr@s (4.1.3). 

ii) Notant g(n)(x), ~(n)(x), 8(n)(x) les"limites" des divers syst@mes 

projecti2s index6s par r envisag@s, on voit que 

(n) X S(n) ~!n)(x)=;= ()/. (X) 
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est un (gr'(S),~)-module noeth6rien, puisque ;!n)(x) 

gln)(x) . Par ailleurs i1 r~s~ite de A.2. a) q u e  : 

g~n)(x) = grs" Tn(x) . 

e s t  contenu darts 



ExPos~ vi 

COHOMOLOGIE L-ADI QUE 

par J.P. JOUANOLOU 

Dams tout l'expos6, on se donne unnombre premier ~ . 

C~me d'habitude, on note X~t le site ~tale d'unpr@sch~ma X~ 

I. ~aisceaux ~-adiques constructibles 

On se fixe une fois pour toutes darts ce paragraphe tun pr6sch~ma 

localement noeth~rien X. 

D6finition 1.1.1. 

syst~me projectif 

x6t (v 3.2.1). 

D~finition et g~n~ralit&s 

On appelle faisceau ~-adique constructible sur X un 

(~ Y)-adique de faisceaux ab61iens constructibles sur 

Pour qu'un systbme projectif (~ 77)-adique F=-(Fn)n~ E de faisceaux 

ab~liens sur X~t soit un faisceau ~-adique constructible, il suffit que F ° 

soit eonstructible. En effet, l'assertion est locale et r~sulte dans le cas noe- 

th~rien de (V 5. I. 2). 

D~signons par Abc(X) la cat~gorie des faisceaux ab~liens construe- 

tibles sur X. On notera 

la sous-cat6gorie pleine de _Ho m~N o, Abc(X) ) engendr~e par les faisceaux 
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~-adiques constructibles. Avec les notations de Exp. V : 

~-~ac(X): (~ ~)-a~ Abe(X) ) . 

D@signant par Ab(X) la cat@gorie des faisceaux ab@liens sur X@t , on s~t 

(SGA4 IX 2.9) que lorsque X est noeth@rien les faisceaux ab@liens cons- 

tructibles sur X sent les faisceaux ab$1iens noeth@riens. Darts ce cas, la 

cat@gorie ~-adc(X) s'identifie clairement h la cat@gorie not@e 

dans Exp. V. 

Proposition I.~2. Soit F =(Fn) n ~ un objet de la cat@gorie Ho__mm (N °, Ab(X) )° 

Pour que F soit ~-adique constructible~ il faut et il suffit qu'il le soit 

localement pour la topologie 4tale de X. 

Preuve : Ii est clair que la propri4t@ pour F d'etre ~-adique se lit au- 

dessus d'un recouvrement de l'objet final du site. Par ailleurs, il r4sulte de 

(SGA 4 IX 2.8) que les F sent constructibles s'ils le sent localement. 
n 

P r_oposition 1.1.3. La cat@gorie ~-adc(X) des faisceaux ~-adiques construc- 

tibles de X est ab@lienne. Elle est noeth@rienne lorsque X est noeth@rien. 

Preuve : Lorsque X est noeth@rien~ les deux assertions sent cons@quences 

de (V 5.2.3). Daus le cas g@n@ral, il faut voir que tout morphisme 

u:F ~ G 

de faisceaux ~-adiques constructibles sur X poss~de un noyau et un conoyau. 
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En ce qui concerne le conoyau, cela r&sulte de (V 3.1.3). Prouvons l'exis- 

tence du noyau de u. Pour tout ouvert noeth4rien V de X, on sait que la 

restriction de u ~ V 

~v: Fv ..... ;Cv 

admet un noyau darts la cat4gorie ~-adc(V), admettant la description simple 

qui suit. Hi K est le noyau de u V dans la eat4gorie Hom(~ °, Ab(V) ), 

K v~rifie la condition de ~ttag-Leffler-Artin-Rees et, d4signant par K' 

systbme projectif des images universelles, il existe un entier r tel que 

le syst&me projectif 

~(K') = ( K' I~+ZK' 
n+r n+rJn ~ IN 

(avec les morphismes de transition ~vidonts) soit ~-adique constructible. 

Le compos4 6vident ci-dessous est un noyau de u V dans la cat~gorie 

~-~c(V) : 

mr(K') > K' > K . 

La construction pr~c~dente montre notamment que si W est un ouvert contenu 

dans V, la restriclion & W d'un noyau pour u V est un noyau pour u W . 

Soit alors (Vi) i & I un recouvrement de X par des ouverts noeth6- 

riens. Si iet j sont deux 61~ments de I, les restrictions ~ V. f~l V. 
l J 

des noyaux de UV. et Uv. sont canoniquement isomorphes, ce qui permet en 
i J 

les recollant de construire un noyau de u. 

son 

1.1.4. Soit F= (Fn)n~ " [Nun faisceau ~-adique constructible. Comme l'anneau 

21~ opbre de fagon 6vidente sur chaque faisceau Fn , il op~re 6galement sur 

F . De plus, si F et G sont deux faisceaux ~-adiques constructibles et 

u:F ----> G 
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un morphisme, u est compatible avec les op4rations de Z~ sur F et G 

respectivement. Ceci montre que @-adc(X) est canoniquement munie d'une 

structure de ~ -cat4gorie ab@lienne. 

Cela justifie la terminologie suivante : 

Terminologie : On appellera dans la suite ~ -faisceaux constructibles les 

faisceaux -Jg-adiques constructibles. 

0nprendra garde de ne pas confondre cette notion avec celle de 

( ~ )X -Module, quine sera pas utilis@e dans la suite. 

La cat4gorie ~-adc(l) sera 4galement not4e 

~4- zc(X) 

1.2. ~-faisceaux constants tordus constructibles. 

D6finition 1.2. I. Un ~-faisceau constructible 

F = (Fn) n & 

est dit constant tordu si et seulement si les faisceaux F sont localement n 

constants smtr X4t . 

On appellera cat4gorie des 22-faisceaux constants tordus construc- 

tibles la sous-cat4gorie pleine de 77~-fc(X) engendr4e par les 2[~-faisceaux 

constants tordus constructibles. 

Exemp!e ' 1.2.2. Le ~[~-faisceau 77~(1) . 

Supposons l' entier ~ premier aux caz~4ristiques r4siduelles de 

Pour tout entier n, l' 416vation ~ la puissance ~ d4finit un morphisme de 

L 
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faisceaux localement constants : 

/~-~ n+l ---~,/~ n 

Ceci dgfinit de fagon @vidente un syst&me projectif : 

Se ramenaut pour chaque entier n au cas o~ cc n et n+l 

sont constants, on constate que le syst~me projectif Z~ (1) est ~-adique. 

Lorsque X= Spec(K), K un corps de type fini sur le corps premier, 

le 77~-faisoeau Z@(1) est un exemple de faisceau ~-adique constant tordu 

constructible (1.2. I), pour lequel il n'existe pas d'extension finie 6tale 

K' de K telle que les images r@ciproques des F sur X' = Spec(K') soient 
n 

constantes. En effet K' contiendrait pqur tout entier n une racine primitive 

n-~me de l~unit@, ce qui n'est pas possible pour une extension de type fini 

du corps premier. 

Rappels 1.2.3. (SDA I V 7). On sait que la cat@gorie des faisceaux ab@liens 

de torsion constructibles localement constants sur un pr@sch@ma T est @qui- 

valente & la cat@gorie des rev@tements @tales de T munis d'une structure de 

X-groupe ab@lien. Soit maintenant X un pr@sch@ma localement noeth@rien 

connexe. Notons ~ la cat@gorie des rev@tements @tales de X et 

celle des ensembles finis. St[ 

le foncteur : 

F : 
a 

Ensf 

a est un point g~om@trique de X, soit F a 

R X ' > E n s f  
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Le groupe fondamental 
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X associe sa fibre gEomEtrique au point a • 

v~1(x) = ~l(x,a) 

de X au point a 6taut par d4finition le groupe des automorphismes de F 
a 

oonvenablement topologis4, le foncteur F peut s'interpr4ter comme un a 

foncteur 

de la cat6gorie ~ dans la cat6gorie des ensembles finis munis d'une opera- 

tion continue de 71 1 = ]71(X , a) . 

On rappelle la proposition suivante : 

Proposition 1.2.3. I. Le foncteur 

. R x > Ensf(~ l) a 

est tune 6quivalenoe de categories. II commute aux limites induotives et aux 

limites projectives finies. 

Soient maintenant 

Lo(X), Abf(U l) 

respectivement la cat6gorie des faisceaux ab61iens de torsion localement cons- 

rants constructibles, et celle des groupes abEliens finis nuntis d'une opera- 

tion continue du groupe fondamental. Le foncteur F induit un foncteur 
a 

exact, not4 encore Fa, 

F : ~e(X) > Abf(~ I) a 

qui est une Equivalence de categories. 
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1.2.4. ~ -faisceaux constants tordus sur un ~r6sch%ma connexe. 

Les rappels de (1.2.3) rendent imm6diat le lemme ci-dessous. 

Lemme 1.2.4.1. Le prolongement ~ de F h la cat6gorie des syst~mes a a 

projectifs index6s par ~ induit une 6quivalence de la cat6gorie des 

faisceaux ~-adiques constants tordus constructibles avec la cat6gorie 

(4 ~ )-m (Abf(~l)) 

Soit maintenant F =(Fn) n 6 ~ un objet de la cat6gorie 

(Z ~)-a~(~bf(~l)) . 

Sa limite projective ¢li m (Fn) est naturellement munie d'une structure de 

~-module de type fini sur lequel ~ l' op&re oontinCunent pour la topologie 

-adique. Rappelons que si G et M d6signent respectivement un groupe 

profini et un 2[~-module de type fini, on appelle op6ration continue de G 

sur M une application continue 

GxM > H 
(g, m) ~ ..... 9 g.m 

telle que : (i) g.(m+n) = g.m + g.n (g~- G, m et n ~_ M) 

et (ii) (gh).m = g.(h.m) (g et h£G, m~M) 

Ii est alors clair que pour tout entier ~-adique a , 

g.(~)-~ a(~.~) (g~G, ~,M) . 

Par ailleurs, le groupe des applications Z[~-lin4aires inversibles de 

dans M , not4 GL(M), s'identifie & la limite projective des groupes 
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GL(~n+lM). Ces derniers groupes @taut finis, le groupe GL(M) est ainsi 

naturellement muni d'une structure de groupe profini et en particulier d'une 

structure de groupe topologique compact. On vSrifie aisSment qu'il revient au 

m@me de se donner une opSration continue du groupe profini G sur M ou de se 

donner un morphisme de groupes topologiques : 

G -  > GL(M), 

ce dernier groupe 4rant muni de la topologie dScrite ci-dessus. 

Ceci dit, on d@finit de fagon 4vidente un foncteur 

<lira : (~ Z)-sd(Abf(7[l) ) > ~p-modn(T[l) , 

O'h 7/.~ -modn(~7 l) d@signe la catSgorie des ~ -modules de type fini munis 

d'une opSration continue de U~ 
1 

Ceci nous permet d' @noncer le lem~e suivant : 

Lemme 1.2.4.2. Le foncteur prScSdent 

<lim~: (~_ ~)-ad(Abf(~Ul) ) > 2[~-modn(YU!) 

est une 4~uivalence de catSgories. 

de type fini E 

project if 

PreuVe : Ii est clair qu'il est g@nSriquement surjectif : un ~[~-module 

sur lequel r[ 1 op&re continGment est l'image du syst&me 

(E/~ n+lE" 

avec les op4rations 4videntes de 7~ 1 . Soient maintensnt F=(Fn) n ~ ~ et 

G=-(%)n~ ~ deux objets de la eat@gorie ~ Z-ad(Abf(T[1)),et notons pour 

simplifier Horn (F,G) l'ensemble des morphismes de F dans G dans cette 
7[ I 
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cat4gorie. 0ubliant l'action de T(1, on peut consid4rer F et G comme objets 

de la cat4gorie des systbmes projectifs ~-adiques de groupes ab41iens finis, 

et on notera Homc(F,O ) l'ensemble des morphismes de F dans G daus cette 

cat~gorie. Le groupe U~ 1 op&re sur HOmo(F,G) de la manibre suivante : un 

416ment s de 7el d4finit de faQcn claire deux automorphismes, not4s de la 

mSme faGon, de F et G respectivement dans la cat4gorie des syst~mes projec- 

tifs ~-adiques de groupes ab41iens finis, et si u appartient & Homo(F,G ) 

on pose 
-1 

S.~l = SOUOS 

Darts ces conditions, il est clair que HOm~l(F,G) s'identifie canoniquement 

l'ensemble des invariants de Tl I dans Homo(F,G),et de meAme Horn% (Fn, G n) 
i 

s'identifie pour tout n h Hom~ (Fn, Gn) i l, op~ration de UT 1 6tant d~finie 

de fagon analogue. I! r~sulte par exemple de (SERRE : Groupes proalg~briques, 

Prop. 12) que, d4signant par Met N les limites projectives de F et G 

respectivement, on a 

Horn ~ (M,N> = l~n Hom~ (Fn, Gn) . 

Prenant les invariauts des deux membres par ~l et utilissnt le fait que 

cette operation, correspondant h une limite projective, commute aux limites 

projectives, on en d~duit l'assertion. 

Les lemmes 1.2.4.1. et 1.2.4.2. permettent d'~noncer la proposition 

moins pr6cise suivante : 

Proposition 1.2.5. La cat4gorie des ~-faisceaux constants tordus 

constructibles sur un pr4sch~a localement noeth4rien connexe X est 4qui- 

valente & la cat4gorie des ~-modules de type fin& sur lesquels UL'I(X) 

op&re continGment pour la topologie ~-adique. 
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Remarque : Soit F un ~-faisceau constant tordu constructible et 

M le ~-module de type fini muni d'une op@ration continue de TU 1 associ@. 

Pour que F soit loc~lement constant, il est clair qu' il est suffisant que v~ 1 

op~re sur M par l'interm@diaire d'un quotient fini, ce qui n'est pas toujours 

v@rifi@ (1.2.2). C'est m@me n@cessaire lorsque X est normal. Quitte 

d@composer X en composantes connexes, on peut pour le voir se ramener au 

cas oh il est int&gre. Je dis qu'alors, d@signant par K son corps des fonc- 

tions rationnelles, s'il existe une extension s@arable finie K' de K telle 

que l'im~ge r@ciproque FK, de F au-dessus de Spec(K') soit eonstante, alors 

le groupe Wgl(X ) op&re sur M Par l'interm@diaire d'un groupe fini. 

En effet (SGA I V 8.2) TCl(K) --~ ~I(X) est surjectif, et l'hypoth&se 

signifie que le noyau du compos@ UT~I(K ) ----~ Tgl(X) > Aut(M) est 

d'indice fini. ll enest donc de mSme du noyau de TCI(X) > Aut(M). 

Proposition 1.2.6. Soient X un pr@sch@ma !ocs_lement noeth@rien et F un 

systbme projectif index@ par ~ de faisceaux ab@liens sur X@t. Les asser- 

tions suivantes sont @quivalentes : 

(i) F est un ~-faisceau constructible, 

(ii) Tout ouvert noeth@rien U de X est r@union d'un nombre fini 

de parties locaiement ferm@es ( Zi)l~< i~ q au-dessus desquelles l'image 

r@ciproque de F est un ~-faisceau constant tordu constructible, 

(iii) X admet un reeouvrement Far des ouverts, r@tuuions d'un nombre 

fini de parties localement ferm@es, au-dessus desquelles l'imeger@ciproque de 

F est un ~-faisceau constant tordu constructible. 
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Preuve : I1 est clair que (ii) implique (iii). 

(iii)~(i) : Si F vgrifie (iii), ses fibres ggomgtriques sont 

~-adiques donc F est ~-adique d'apr~s (SGA 4 VIII 3.6). Par ailleurs, 

ses compesants sent constructibles (SCA 4 IX 2.8). 

Pour voir que (i) entrai~ne (ii), on se ram~ne imm6diatement am cas 

oh X est noeth~rien. Si F est ~-adique constructible, son gradu6 strict 

grs(F) est un (gr~, Ab(X) )-module noeth~rien (V 5.1.6). Par suite 

(SGA 4 IX 2.9.) X est rgunion d'un nombre fini de parties localement 

ferm~es (Zi)l~ i ~q au-dessus desquelles l'image r~ciproque de grs(F) est 

un faisceau localement constant. Comme la propri~tg pour un faisceau ~ fibres 

finies d'@tre localement constant est stable par extensions, on en dg<luit que 

pour tout entier n~ les images r~ciproques sur chaque Z i du composant F n 

de F sont des faisceaux localement constants. 

1.3. Operations ~ et Ho__~m sur les 2~-faisceaux. 

1.3.1. Produit tensoriel. Soient F et G deux objets de la cat~gorie 

Hom(~ °, Ab(X)). Si F= (Fn)n~ IN et G= (Gn)n~ ~ , on d~finit le produit 

tensoriel F ~ G de F et G par la formule suivante sur les objets et de 

fa~on 6vidente sur les fl&ches : 

= F ~ C (F ~ G) n n n 

Plus pr~cis~ment, on d~finit de fagon claire un bifoncteur additif exact h 

droite, appel~ produit tensoriel : 

• t{o~(~ O,Ab(X))~mo~(~ o, A b ( X ) )  > t{om(~NO,Ab(X)) . 
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Proposition 1.3.2. Si F et G sent deux 77/, -faisceaux constructibles, le 

produit tensoriel F ~ G est un 2[~-faisceau constructible. 

Preuve : La _2-adicit4 est claire. Par ailleurs, il r4sulte imm4- 

diatement de la d4finition des faisceaux censtructibles (SGA 4 IX 2.3.) qu'un 

produit tensoriel de deux faisceaux constructibles est constructible. 

Par restriction, on d4finit donc un bifoncteur additif exact 

droite, appel4 encore produit tensoriel : 

~ z~-fo(x) ~ ~-fe(X) > Z~-fo(X) . 

1.3.3. Faisceau d'homomorphismes. 

Soient F= (Fn) n 6 ~ et G= (G)n deux Z2-faisceaux construc- 

tibles. On suppose que F est localement libre,ce par quoi on entend que pour 

tout entier n, le faiseeau F est localement libre sur le faisceau constant 
n 

( ~/~n+l Z) x . Pour tout entier n, la suite exacte struoturale : 

n+l 

Gn+ 1 > Gn+ 1 > G n > 0 

fournit, puisque Fn+ 1 est localement fibre sur (2[/2_ n+l Z)X , une suite 

exacte : 

n+l 

(i) ~(Fn+ I, %+i) > ~om(Fn+l,Gn+l) > 2om(Fn+l,Gn) ~ 0. 

C omme -~- n+lG = 0 , la suite exaCte structurale : 
n 

n+l 

Fn+ 1 > Fn+ 1 ~ F n > 0 

d~finit de faGon claire un isomorphisme : 
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(2) ~(~n+l' %)~ ~(Fn' %) 
Combinant (i) et (2), on obtient pour tout entier n 

2°m(Fn+ l, Gn+ l) ---9 ~om(Fn, Gn) • 

D'oh un syst~me projectif 

~om(F,G) = (~om(Fn, Gn))n ~ ~ , 

qui est clairement tun Z~-faisceau. 

tun morphisme : 

1.3.4. G4n@ralit4s sur les faisceaux ~-adiques inversibles. Application aux 

f aisceaux Z~(r) (r ~ Z): 

Soit L un ~/)-faisceau constructible. Nous dirons qu'il est inversible si 

pour tout entier n son n ~me composant L est un (2l/.e_n+l~)x-MOdule Ii 

inversible, i.e. localement libre de rang un. I1 revient au m~me de dire que 

Lest localement libre au sens du paragraphe pr@c4dent et que les fibres 

g~om4triques des L sont des groupes ab41iens cycliques non nuls. 
n 

Si L est un ~-faisceau ±nvsrsible, on convient de poser 

L -i =~om(L, Z!~ ) . 

I1 est clair qu' on a un isomorphisme 

L ~ L -I > Z@. , d4duit de l'isomorphisme ana- 

logue composant par composant (EGA 01 5.4.3. I). Saivant alors (EGA 01 5.4.4), 

on convient de poser L ~O = 2!~ et pour n ~ 1 L ~-n = (L-l) ~n . Avec 

ces notations, il existe alors un isomorphisme fonctoriel canonique 

L ~n ~ L ~n ~ > L ~(m+n) 

quels que soient les entiers rationnels met n. De plus cet isomorphisme jouit 
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des propriStSs d'associativit@ habituelles. 

En particulier, lee objets graduSs 

(Lmi)i 6 ~ et (Lmi)i 6 2[ 

sont des 2Z~-Alg~bres, gradu@es respectivement par ~ et 7f . 

Exemple : Le 2[~ -faisceau 2~2(1) d@fini en (1.2.2) eat inversi- 

ble, et on conviendra dana la suite de poser : 

~(~) : (~(1))= (~). 

1.4. Diverses catSgories construites ~ partir de la cat6gorie des ~-faisceaux 

constructibles. 

1.4.1. A-faisceaux constructibles (A, 2Zsf-alg~bre finie). 

Soit A une 77~-alg~bre finie. On d~finit une catSgorie norse 

A- t o ( x )  , 

dont lee objets sont appel6s A-faisceaux constructibles~ de la mani~re suivante. 

(i) Un objet de A-fc(X) est un couple (F,u) form@ d'un 

2Z~ -faisceau constructible F et d'un morphisme de 2[sf-alg&bres : 

u: A > End(F) . 

(i±) m (F,~) et (F' ,~,) sont de~x A-f~oea~ oo~s~ct±ble~, 

une fl~che (F,u) --@ (F' ,u' ) est un morphisme de ~-faisoeaux 

f: F ~ F' 

tel que pour tout @lSment a de Ale diagramme ci-dessous soit commutatif : 
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f F ~ F' 

u(a)~ ~ u'(a) 
f F ~ F' 

On appellera A-faisceau constant tordu constructible un 

A-faisceau constructible dont le ~-faisceau constructible sous-jacent 

est constant tordu, et cat~gorie des A-faisceaux constants tordus construc- 

tibles, la sous-cat~gorie pleine de la cat~gorie des A-faisceaux construc- 

tibles engendr~e par les A-faisceaux constants tordus constructibles. 

I1 r~sulte imm~diatement de (1.2.4) que si X est connexe, la 

cat~gorie des A-faisceaux constants tordus constructibles est ~quivalente h la 

cat~gorie des A-modules de type fini mnnis d'une operation continue et 

A-lin~aire de TCl(X ) sur le ~-module de type fini sous-jacent (1.2.4). 

1.4.2. Q~ -faisceaux constructibles. I1 est clair que la sous-cat~goris 

pleine de ~-fc(X) engendr~e par les E~-faisceaux construetibles de tor- 

sion (i.e. annulus par une puissance de ~ ) est ~paisse. 

D~finition 1.4.3. On appelle cat~gorie des R~-faisceaux constructibles 

sur X et on note 

-fo(x) 

la cat~gorie ab~lienne quotient (cf. th&se de Gabriel) de ~ -fc(X)par la 

sous-cat~gorie ab~lienne ~paisse des ~-faisceaux de torsion. Un objet de 

D~ -fc(X) est appel~ un ~-faisceau constructible. 

La cat~gorie ~#-fc(X) admet la description simple suivante. 

Elle a m~me ensemble d'objets que ~-fc(X) et si F et G sont detux tels 

objets, 
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Hom~, (F,G) = ~_ ~ Horn (F,G) , 

off Horn ~ (F,G) et HomDw - (F,G) d~signent respectivement les morpkismes 

dans 77~ ~fc(X) et ~-fc(X). En effet, si 

u: ~-fc(x) ) D 

d~si~e un foneteur exact de ~j-re(X) daus uue cat6gorie ab~lienne D, il 

revient au m@me de dire que u rend inversibles les multiplications par des 

@l@ments de ~ , ou qu'il s'annule st~r les objets de torsion, ce qua montre 

imm@diatement que la cat6gorie (ab@lienne) d6crite par objets e~ morphismes 

ci-dessus est solution du probl~me universel de passage au quotient. 

On dit qu'un ~.F-faiseeau constructible est constant to~du, s'il 

est image d'un ~-faisceau constant tordu constructible. On appelle 

cat6gorie des ~-faisceaux constants tordus constructibles la sous- 

cat6gorie pleine de 

engendr@e par les ~w-faisceaux constants tordus constructibles. 

I1 r@sulte de (1.2.4) que si X est connexe, la cat6gorie des 

D j-feisceaux constants tordus constructibles est 6quivalente A la cat@gorie 

des ~-espaces vectoriels V de dimension finie, munis d'une op6ration 

continue de TU~l(X), i.e. d'une application continue 

u: 7II(X ) x V > V 

v6rifiant les propri6t6s explicit6es en (1.2.4), ce qui implique en particu- 

lier que u (g,v) est ~@-lin@aire en v pour tout g ~ UZI(X ) . 

I1 est imm6diat de voir qu'il revient au m@me de se donner un mor- 

phisme de groupes topologiques 7tl(X ) > GL(V), ce dernier 6rant muni de sa 
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topologie naturelle de groupe analytique ~-adique. 

1.4.3. L-faisceaux constructibles (L une D2-alg~bre finie). 

Soit L une D~-alg~bre finie. De faGon analogue ~ ce qui a 4t4 

fair darts (1.4.1) ~ partir des 2[~ -faisceaux constructibles, on d4finit 

partir de la cat4gorie des D~-faisceaux constructibles celle des 

L-faisceaux constructibles, puis celle des L-faisceaux constants tordus 

constructibles. Si X est connexe, la cat4gorie des L-faisceaux constants 

tordus constructibles est 4quivalente ~ la cat&gorie des L-espaces vectoriels 

de dimension finie munis d'une op4ration continue de ~l(X), i.e. d'une 

op4ration continue de 3Y l(X) sur le ~-espace vectoriel sous-jacent, 

commutant ~ l' op4ration de L° 

1.4.4. Si A est une 7f~-alg~bre commutative finie et F et G deux 

A-faisceaux cc~structibles, le syst~me projectif 

avec les morphismes de transition 4vidents, est un 7/~-faisoeau. De plus A 

op~re de fagon 4vidente sur chacun de ses composants, ce qui permet de le 

mlm~r de mani~re naturelle d'une structure de A-faisceau. On d6finit ainsi 

un bifoncteur exact ~ droite, appel4 produit tensoriel 

A-fc(X) x A-fc(X) ..... > A-fc(X) . 

Soient maintenan% F et G deux A-faisceaux et supposons que F 

soit localement libre, i.e. que pour tout entier n, F soit tun 
n 

(~n+Ii)x-MOdule localement libre. Alors, de mSme qu'en (1.3.2), on 
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(~°mA (Fn, Gn) )n~_~ ' 
n 

avec les morphismes de transition 6vidents, est un 2Z~-faisceau. De plus, 

comme A op~re naturellement sur ses composants, il est canoniquement muni 

d' une structure de A-faisceau. 

De m~me qu'en (1.3.3), on d6finit la notion de A-faisceau invar- 

sible et, si L est un tel A-faisceau, on dotage un sens A l'expression L ~r 

pour tout entier naturel r. Le paragraphe (1.3.3) s'adapte sans difficult6 

cette situation. 

1.4.5. Soit F un 2Z~-faisceau constructible, et notons p le foncteur 

canonique 7f~-fc(X) ~ ~]~-fc(X). Le foncteur compos6 de p et du 

fcncteur G ~ F ~ G rend inversibles les multiplications par des 616ments 

de ~ et d6finit par suite un foncteur 

qe -fo(X) :~ ~n~ -~o(X) , 

qui est exact ~ droite. Appiiquant le m@me raisonnement au premier srgument, 

on d6finit ainsi un bifoncteur exact h droite, appel6 produit tensoriel : 

~,-,c(X) x ~-fc(X) > ~-fo(x) 
S i  X e s t  connexe e t  F e t  G son t  deux ~ ]~ - f a i s cea t ux  c o n s t r u c t i b l e s  

c o n s t a n t s  t c r d u s  c o r r e s p o n d a n t  A des  r e p r 6 s e n t a t i o n s  de ~ l ( X )  s u r  l e s  

espaces vectoriels Vet W respectivement, le produit tensoriel F~G est 

encore localement constant et correspond h la repr6sentatien diagonale de 

~l(X) ~r v~w. 
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1.4.6. Soit F un ~-faisceau constructible localement libre (1.3.3) • 

Le foncteur compos@ de p et du foncteur G - ~ ~om(F,G) (1.3.2) rend in- 

versibles les multiplications par les @l@ments de ~ et dgfinit par suite 

un foncteur 

~o~(F, .): ~4-fc(x) ~ ~-~o(x). 

Si F et F' sont deux ~#-faisceaux localement libres constructibles d&fi- 

nissant des ~-faisceaux isomorphes, il existe un morphisme de Z~ -faisceaux 

u: F ~ F' 

dont le noyau et le conoyau sont de torsion. Ceci montre aussitSt que les 

foncteurs ~om(F, .) et ~om(F', .) de [Q~-fc(X) dans elle-m@me sont 

isomorphes. 

Soit maintenant F un ~p-faisceau constant tordu constructible. 

Si on note encore F le 2~ -faisceau correspondant, il r6sulte, de l'inter- 

pr@tation des restrictions de F aux composantes connexes Y de X comme 

]Yl(Y)-modules continus, que 

sous la forme 

F= 

avec P localement libre et 

F s'@crit de fagon unique h isomorphisme pros 

P@T , 

T de torsion. Ceci permet de d6finir, pour tout 

~@-faisceau G, un ~]@-faisceau ~-om(F,G)=~om(P,G). Un isomorphisme 

u:F ~ F' de ~-faisceaux d@finit pour tout G un isomorphisme 

~oz(F', G) ~ ~ ~{oz(F, C). 

Plus pr@cisgment on d@finit ainsi un bifoncteur 

Mom : ( ~-~ot(X))O x Q~-fo(X) > ~f-fo(X) , 
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d~signaut par ~-fct(X) la cat~gorie des ~-faisceaux constants tordus 

constructibles. Ce bifoncteur poss&de les propri@t@s d'exactitude habituelles. 

1.4.7. Soit maintenant L une extension de type fini de D~, et d@signons 

par A la clSture iut@grale de Z~ daus L, de sorte que A est une 

~-alg&bre libre de type fini et un auneau de Dedekind. La cat@gorie des 

L-faisceaux constructibles est isomorphe h la cat@gorie quotient de la 

cat@gorie des A-faisceaux constructibles par cell~ des A-faisceauX construc- 

tibles de torsion. Ceci permet, de m@me qu'en (1.4.6), de d@finir h partir du 

produit tensoriel de (1.4.4) un produit tensoriel : 

~-fe(X) x ~-fc(X) ) ~fo(X) . 

Comme 1}~uneau A est de Dedekind, l'argument utilis@ en (1.4.6) 

montre que tout A-fatsceau constant tordu est somme directe d'un 

A-faisceau localement libre et d'un A-faisceau de torsion. D@signant alors 

par L-fct(X) la cat@gorie des L-faisceaux constants tordus constructibles, 

on d@finit de m@m~ qu'en (1.4.6) un bifoncteur 

~om~" (L-fct(X)) ° x L-fc(X) ) L-fc(X) 

v@rifiamt les propri@t@s d'exactitude habituelles. 

1.5. (AR, ~)-faisceaux constructibles. 

D~finition 1.5. I. Soit X un pr~sch~ma localement noeth~rien. Un objet 

F de Hqm(~M o Ab(X) ) est appel6 un (AR- Z~ )-faisoeau oonstruotible si X 

admet un recouvrement 
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par des ouverts noethdriens telsque la restriction de F au-dessus de chaque 

U. soit un objet (AR,~. 77 )-noeth4rien (5 1.3). l 

I1 rdsulte imm4diatement de (V 5.2.1) que la sous-cat4gorie pleine 

de Hom(~ ~, Ab(X)) engendr4e par les (AR, 2[~ )-faisceaux constructibles est 

stable par noyaux et conoyaux. En particulier, c'est une cat4~orie ab41ienne. 

1.5.2. (AR, 212 )-faisceaux constructibles localement AR-nuls. I1 est clair 

qu'un objet AR-nul (V 2.2. I) de Hom(~ O,Ab(X) ) est un (AR, 2[~)-faisceau 

constructible si et seulement si ses composantes sont constructibles. I1 en 

r4sulte en particulier d'apr~s (V 2.2.2) et (SGA 4 IX 2.6) que la cat4gorie 

des (AR, ~[~ )-faisceaux constructibles AR-nuls est une sous-cat4gorie ab4- 

lienne 4paisse de la cat4gorie pleine engendr4e par les (AR, ~[~ )-faisceaux 

construetibles dans Hom(~ O,Ab(X)). 

Convenant de dire qu'un objet P de Horn(IN O,Ab(X)) est localement 

AR-nul s'il existe un recouvrement ouvert de X pour la topologie 4tale 

(ou ce qui revient au mgme, pour la topologie de Zariski) au-dessus de chaque 

ouvert duquel P est AR-nul, on voit, en se ramenant par localisation au cas 

pr4c4dent, que la cat~gorie des (AR, ~[~ )-faisceaux constructibles localement 

AR-nuls est une sous-cat4gorie ab41ienne 4paisse de celle des (AR, 77~ )-fais- 

ceaux constructibles. 

On observera que si X est noethdrien, les (AR, ~ )-faisceaux 

constructibles sont les objets (AR,~ ~ 2[ )-adiques noeth~riens de Hom(~°,Ab(X)), 

et localement AR-nul ~quivaut ~ AR-nul. 

D4finition I. 5.5. Soit X un pr4sch4ma locaiement noeth4rien. On appelle 

cat6gorie des (AR, 772. )-faisceaux constructibles sur X, et on note 
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(AR, 2Ze )-fo(X) , 

la cat6gorie ab41ienne quotient de la sous-cat4gorie pleine engendr4e par 

les (AR, 2~ )-faisceaux constructibles darts 

~o__~ ( No, Ab(X) ) 

par la sous-cat4gorie pleine, 4paisse, e#4~endr6e par les (AR- Z~ )-faisceaux 

constructibles localement AR-nuls. 

Notation 1.5.4. Chaque fois que cela pourra ~tre utile, on notera 

U(X) 

la sous-cat4gorie pleine de Horn(~O,Ab(X)) engendr4e par les (AR, 77~ )- 

faisceaux constructibles. 

Un 77~-faisceau constructible 6tant en particulier un (AR, 77~ )- 

faisceau constructible, on d4finit de faGon 4vidente un foncteur : 

Proposition 1.5.5. Le foncteur u ci-dessus est une ~quivalence de eat4gories. 

Preuve : Pour prouver que u est pleinement fiddle et essentielle~ent 

surjectif, on se famine "par recollement" (comme dans la d4monstration de 

1.1.3) h l'4nonc4 analogue (V 5.1.3). 
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2. Formalisme de la cohomologie~-adique_. 

2.1. Im__a~e r@ciproque. Soit f: X - ~ Y un morpkisme de pr@sch@mas locale- 

ment noeth@riens. Le foncteur image r@ciproque 

f : Ab (~) > Ab(X) 

est exact et se prolonge donc de fagon @vidente en tun foncteur exact, not@ 

de la m@me mani~re, 

Ce dernier foncteur transforme @videmment ~-faisceau constructible en 

~@-faisceau constructible, et syst~me projectif localement AR-nul en 

syst&me projectif localement AR-nul . Avec la notation de (1.5.4), il induit 

donc deux foncteurs "images r@ciproques" 

e : u ( z )  ~ u ( x )  , 

le second @taut exact. 

L'@quivalence de cat@gories (1.5.5) et le fair que f* transforme 

syst~me projectif localement AR-nul en syst~me projectif localement AR-nul 

montre alors que le foncteur image r@ciproque 

est aussi exact. 

Si g: Y , 7 Z est t~u autre morphisme de pr@sch@mas localement 

noeth@riens, les foncteurs f et g sont @videmment li@s par un isomorp~isme 

(~ of)* ~ * * fog , 

avecla propri@t@ d'"associativit@" habituelle (SGA I VI 7 et suiv.) 
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2.2. Images directes sup6rieures. Soit 

f: X ~ Y 

un morphisme s6par6 de type fini de pr6sch6mas localement noeth~riens. On rap- 

pelle le r6sultat suivant de cohomologie 6tale (SGA 4 XVII; pour le caS propre 

cf. SGA 4 XIV 1.1) : 

Lemme 2.2.1. : 

n non nul, et 

le faisceau 

estun 

Soient A un anneau commutatif qui est annul6 par un entier 

M un (A, Ab(X) )-module constructible. Pour tout entier i, 

restriction au-dessus des ouverts noeth6riens de 

~i f(M) 
! 

(A, Ab(Y))-module constructible. 

Le lemme suivant en r6sulte par application de (V 5.3. I ) apr~s 

Y: 

Lemme 2.2.2. : Pour tout entier i et tout (AR, 2[~ )-faisceau constructible 

F sur X, le syst&me projectif 

~i! f(F) 

est un (AR, 2[~ )-faisceau constructible. 

Ceci dit, le ~--foncteur exact 

(Rif)i 6 2[ : Ab(X) > Ab(Y) 

se prolonge de fagon @vidente en tun ~ -foncteur exact, not6 de m@me, 

qui fournit par restriction un ~. -foncteur exact 

(1) U(X) > U(Y) 

i Par ailleurs, les foncteurs R! f transforment syst~me projectif localement 

AR-nul en syst~me projectif localement AR-nul, de sorte que par passage au 
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quotient, le~-foncteur (i) fournit un ~ -foncteur exact 

(~f)i ~ z "(~' ~)-fc(x) ~ (~, ~ )-fc(~) . 
Utilisant ms,tenant i' ~quivalence de c~gories (1.5.5), ce dernier 

-foncteur s'interpr~te co~e un ~ -foncteur exact 

Dgfinition 2.2.3. : Le foncteur : 

• ~me est appel~ foncteur i image directe ~ supports propres de f. 

Remarque : Supposant l'analogue du lemme (2.2.1) d~montr~ pour les images 

directes sup6rieures ordinaires lorsque X et Y sont excellents (ce qui est 

fait en caract~ristique z~ro (SGA 4 XIX 5. I)), on dgfinit de m~me darts ce cas 

des images directes supgrie~res en cohomologie ~-adique. On pourrait de mSme 

d~velopper darts ce cadre le r~sultat du paragraphe suivant. 

Proposition 2.2.4. (Suite spectrale de LERAY). Soient f: X ---> Y et 

g:Y ~ Z deux morphismes s@par@s de type fini de pr@sch@mas localement 

noethgriens et F un Y7~ -faisceau (resp. un (AR, }Y~ )-faisceau) construc- 

tible. Ii existe dans V7~-fc(Z) tree suite spectrale bir~guli~re (EGA 0ii I 

11.1.3) fonctorielle en F : 

i+j 

Preuve : D'apr&s i' gquivalence de cat~gorie (1.5.5) et la fagon dont 

sont d~finies les images directes supgrieures pour les ~-faisceaux 

constructibles, il suffit de montrer l'~nonc~ analogue pour les (AR, ~ )-fais- 

ceaux constructibles. Pour toute catggorie ab~lienne C, convenons de noter 

Sp(C) 
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la catTgorie des suites spectrales commenQant au degr@ 2 ~ valeurs dans C. 

Associant ~ tout objet F de Hom(~ o, Ab(X) ) la suite spectrale de LERAY 

ordinaire, obtenue par prolongement aux syst~mes projectifs, 

(s) ~g (R~f (F)) ~ i+j • . I R, (go~)(F) , 

il est clair qu' on obtient un foncteur 

~om(~°,Ab(X) ) - > Sp (~om(~ o Ab(Z) ) , 

qui par restriction four.it, d'apr~s (2.2.1) et le fait que U(Z) est @paisse 

dans Hom(~ °,Ab(Z)), un foncteur : 

Le foncteur canonique U(Z) 

de (i) tun foncteur additif : 

(2) E: U(X) 

Sp (~(z)). 

> (AR, ~)-fc(Z) @taut exact, on aTduit 

> s~(im, ~ )-re(z)) . 

Pour tout objet F de Ho_~m (~°,Ab(X)), la suite spectrale (S) assooiSe est 

birSguli~re : cela rSsulte de i' assertion analogue pour les composants du 

syst~me projectif F et du fait que la suite spectrale considTrSe est ~ sup- 

port dans le premier quadrant. Ceei montre que pour tout objet de U(X), la 

suite speotrale correspondante est birTguli~re. 

De plus, si u:F ----> G est un morphisme de U(X) dent le noyau et le conoyau 

sent localement AR-nuls, il rTsulte de ce que les images directes sup@rieures 

transforment syst&me projectif localement AR-nul en syst~me projectif locale- 

ment AR-nul que E(u) est un isomorphisme sur les termes E pq ; e'est donc un 

isomorphisme, puisque les suites spectrales considSr@es sent birSguli&res. 

On en dSduit que (2) dSfinit par passage au quotient un foncteur 

(3) (~, ~)-fc(X) > ~((~, ~,. )-fc(Z)) , 
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associant de fagon pr@cise & tout 

suite spectrale birSguli~re : 

i j 

)-falsceau constructible F 

i+j > ~! (go f)(F) 

une 

2.2.3. Autres propri@tSs. 

A) Soit f: X ~ Y  tun morphisme s@par@ de type fini de prSsch@mas locale- 

ment noeth@riens. On suppose que la dimension relative de f est inf@rieure 

ou @gale ~ tun entier d. Alors pour tout (AR, Z@ )-faiseeau construetible F, 

R@sulte de l'assertion analogue pour les composants de F (SeA 4 

X 4.1. et 5.2.). 

B) Changement de base propre. 

X' g' > X 

f, I | f 

y, g Y 

Soient f:X -----> Y et g:Y' > Y des morphismes de prSschSmas locale- 

ment noethSriens, avec f s@par@ de type fini. Soit X' = X~ Y' (qui est 

localement noeth@rien puisque f est de type fini) et 

f' :X' > Y' g' X' , : > X 

les morphismes canoniques. Pour tout entier i et tout 772-faisceau 

constructible F, il existe un isomorphisme fonctoriel en F dans 

Z f - fe (Y ' )  : 

w i -  .> 
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De plus si 0 ) F' ~ F >F" > 0 est une suite exacte de 

77~ -fe(X) (resp. (AR, 77~. )-fc(X) ), (wi) i 6 ~ commute aux op@rateurs bords, 

autrement dit les diagrammes ci-dessous sont commutatifs : 

g*(~f(F,,)) ~i > R~f,(~,%,,) 

Preuve : Ii suffit de prouver l'assertion analogue pour les 

(AR, 77 8)-faisceaux constructibles. Or elle se d@duit par passage au quotient 

de l'assertion analogue pour les syst&mes projectifs de faisceaux de torsion, 

laquelle est cons@quence immgdiate du th@or~me de changement de base propre 

(cf SGA 4 XII 5.1 darts le cas propre et SGA 4 XVII dans le cas g@n6ral). 

C) Suite exacte relative ~un ouvert et sen compl~mentaire. 

Soient f: X 7 Y un morphisme compactifiable de pr@sch@mas localement 

noethgriens, U un ouvert de X et Z le ferm~ compl@mentaire. I1 existe pour 

tout 77 6 -faisceau constructible F une suite em~cte, fonctorielle en F , darts 

Preuve : Analogue & celle de B),, 

2.2.5. Le formalisme d~velopp~ dans ce paragraphe pour les Z~-faisceaux 

s'~tend sans difficult6 aux A-faisceaux (A une Z~-alg~bre finie) et aux 

L-faisceaux (L extension finie de D~ ). En ce qui concerne par exemple le 

cas des D]~-faisceaux, le point fondamental pour les d~monstrations est que 
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tous les foncteurs envisag@s pour les ~-faisceaux transforment les 

~-faisceaux de torsion sn ~-faisceaux de torsion. 

3. Classe de cohomologie ~-adique associ@e hun cycle. 

3.1. Si X est un sch@ma propre, ou lisse et de type fini, sur un corps alg~- 

briquement clos k, on sait que pour tout faisceau constructible M ab@lien 

et de torsion, premier h la caract@ristique de k, les groupes de cohomologie 

~(X,M) sont des groupes ab@liens de longueur finie. Ceci permet (2.2.1. 

Remarque) de d@finir pour tout ~ -faisceau F ( ~ premier h la caract@ris- 

tique de k) un syst~me projectif (AR, ~ )-adique noeth@rien de groupes ab@liens 

~(X,~) 
avec les propri~t@s habituelles. En particulier, la m@thode utilis@e dans le 

n o 2 permet de d@finir le cup-produit, l'homomorphisme image r~ciproque pour 

un morphisme de sch@mas sur k, l'homomorphisme imsgedirecte pour un morphisme 

propre de sch@nas lisses sur k (cf. Exp. IV pour les d~finitions dans le cas 

des faisceaux de torsion). 

Par ailleurs, on sait (1.2.4) que la cat@gorie des Z~-faisceaux 

sur un corps alg~briquement closest @quivslente h la cat~gorie des 

~ -modules de type finis~ l' @quivalence @taut fournie par le foncteur 

limite projective. I1 sera commode en pratique d'identifier le E~ -module de 

type fini Hi(X,F) au 2~-faisceau correspondant. 
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3.2. Soient ~ uu nombre premier ~ car. k, et X un schgma lisse de type 

fini sur k . Si Z est un cycle alg@brique de codimension d de X, on lui a 
(*) 

associ@ dans Exp. IV, pour tout entier n tu~e classe de cohomologie 

~(n) 

oh /g(X) d@signe ie (77 /~n+l~ )-ModUlex localement libre des rasines 

n+l-~mes de l'unit@. Par ailleurs, on a vu que sin' >I n ~ ~(x)(Y) est 

l'imagede ~,(n')(y)x darts H2d(x,~C(X))~d ) par is morphisme 

> 

d@duit de l' @l@vation h la puissance ~ n'-n: ~( X' ) ___> #(X) • 

On associe ainsi h Z un @l@ment, not@ ~x(Z) : 

Yx(Z) ~ ~2~(x, ~(~)) , 

oh ~(d) est d@fini darts (1.3.4). Plus g@n@ralement, si Z est un cycle de 

X , on lui associe par lin@arit@ une classe de cohomologie ~' -adique dans 

qui est en fait la limite projective des classes de cohemologie associ@es h 

Z dans les ~ H2d(~ (~X)) ~d) 
d 

3.3. Par passage h la limite, il est @vident que les classes de cohomologie 

-adique du psragraphe pr@cgdent v@rifient les m@mes propri@t@s formelles 

que les classes de cohomologie @tudi@es dans Exp. IV, h savoir : 

(i) Si f:X ~ Y est un morphisme propre de pr@schgmas lisses sur 

k et Z un cycle sur X , on a 

(*) Voir (SGA 41/2 Cycle). 



(i i) Si f:X 

un cycle sur Y, on a : 

~x(f z) f*(/y(z)) 

(iii) Si X est un pr4sch4ma lisse sur k et 

X , ona : 
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f.(Yx(Z)) = ~'y (f.(Z)) (*) 

> Y est tun morphisme de pr4sch4mas lisses sur k et Z 

(**) 

~(z I . z 2) = Yx(zl). Yx(z2) 

et Z 2 

(**) 

deux cycles sur 

le point du premier membre d4si~mant le produit d'intersection des cycles, et 

celui du deuxi~me membre le cup-produit en cohomologie. 

(iv) Deux cycles alg4briquement 4quivalents sur un k-pr4sch4ma lisse ont 

m~me classe de cohcmologie ~-adique. 

(~) Cette compatibilit~ n'est pas prouv~e dans (SGA 41/2 Cycle) mais 
n'est pas difficile ~ d~duire des r~sultats de (loc. cit.). 

(**) Dans le cas non exc~dentaire, voir (SGA 41/2 Cycle 2.3.8) pour 
un ~nonc~ precis. 



EXPOSE VII 

COHOMOLOGIE DE QUELQUES SCHEMAS CLASSIQUES 

ET 

THEORIE COHOMOLOGIQUE D E S  CLASSES DE CHERIq 

par 

J. P. JOUANOLOU 

Darts tout le texte, on suppose donn~ un entier ~ > 0 et on pose 

A = ~/vZ~ ; les caract~ristiques r~si~hlelles de tousles schemas envisages sont pre- 

mi&res ~ l'entier ~ . Si I est un tel schema, on note ~ le faisceau des racines 

~es 
de l'unit~ et A'(X) l'anneau de cohomologie 

i 

avec pour multiplication le cUp-produit. 

1. FIBRES VECTORIELS 

S o i e n t  S u n  s c h e m a ,  E u n  Os-MOdule  l o c a l e m e n t  l i b r e  ( s o u s - e n t e n d u  : de 

type ~ini). On pose Z=V(E), U=V(E) ~ (comp1~mentaire de la section nulle) et on 
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note p : X ~S et q : U-S les projections canoniques. 

PROPOSITION 1.1.- Soit L un A-Module. 

j * 
(i) a) Pour tout entier j >0 on a R p.(p L) = 0 . 

b) Le morphisme d'adjonction L ~ p.p (L) est un isomorphisme. 

(ii) On suppose E de rang constant r . 

i 
a) R! p(p*L) = O s__~i i / 2r . 

b) Le morphisme trace (SGA 4 XVIII) 

2r ®- r 
R! p(p*L) - L ® ~S 

est un isomorphisme. 

Preuve : La partie (i) r~sulte imm~diatement par localisation pour la topologie de 

Zariski de (SGA 4 XV 2.2) . L'assertion (ii) est essentiellement contenue dans 

( SGA 4 XVIII). 

COROLLAIRE 1.2.- Soit 

ciproque 

L un ~- Module. Pour tout entier 

Hi(S,L) H i * -- (X,p L) 

i , le morphisme ima@e r~- 

est un isomorphisme. 

Preuve : D'apr~s (1.1), le morphisme d'adjonction L-'~p.(p L) est un isomorphisme. 

* * H* * Comme H (X,p L) =" (S,~p.p (L)), l'assertion en r&sulte. 

P~OPOSITION 1.3.- Supposons E de ran@ constant r . Pour tout As-MOdule L , le___£s 

propri~t~s suivantes sont v&rifi~es : 

i * 
(i) a) R q~(q L) = 0 si i ~ 0 , 2r-I . 

b) Be mor~hisme d'ad~onction L-~q~q (L) est un isomorphisme. 

c) D~si@nant par Y le compl~mentaire de U dans M , le morphisme 

R 2 r - 1  * ® -  r 
q.(q L )  -- L ® ~S 
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compos~ du morphisme "bord", 

R2r-1 q~(q*L) ~ Ry2r p . (p *L )  (1) 

et de l'isomorphisme de_e_2umet~ (SGA 4 XVIII) 

2r * ® - r 
Ry p . (p  L) ~ L ® #S 

est  un isomq;phism e. 

i 
(ii) a) R! q(q*L) = 0 s i i~ (1,2r) . 

I 
b) Le morphisme bord L --> R, q(q*L) 

provenant de la suite exacte illimit&e (£ : Y ----> S proj. can.) 

i i i+I . * . 
---> R!. q(q*L) ~R,p(p*L). ~RI£.(£*L) ~R!. qiq L) ~... 

est un isomormhisme. 

c) Le morphism___e trace 

est un isomorphisme. 

~ - r  R2rqiq*L)'" -~ L ® 
~s 

Preuve : Soient ~ : U --> X et ~ : Y > X les immersions canoniques. On sait 

(SGA 4 XVI 3.7) que, posant F = p*(L) , on a : 

F > ~ . =  (P)  e t  ( R ~ . ) = ( F )  = 0  s i  j / 0 , 2 r - 1  . 

Par ailleurs les £aisceauX (RJ~.)(~*F) pour j ~ 1 sont & support darts Y ,donc 

acycliques pour le £oncteur p.. On d~duit de ces remarques les assertions (i) a) 

et b) en utilisant la suite spectrale de Leray 

Rip . (RJ= . ) (q *L )  = Rnq~(q*L) . 

L'assertion (i) c) r~sulte de (1.1 (i)) et de la suite exacte illimit&e 

i * i * i * .~i+1 t *. 
--> Ry p.(p L)'R p.(p L)--R q~(q L) ~y p.kp L) " . . . .  

( * )  Le £aisceau 2r  * 
Ry p.(p L) est associ~ au pr~faisceau 

u ~.H er  (xxu,p L) 
YxS S 
U 
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Prouvons (ii t. L'assertion c t provient de ce que le morphisme q est lisse eta ses 

fibres g&om&triques connexes de dimension r . La suite exacte mentionn~e en b test 

obtenue en appliquant le £oncteur ~IP & la suite exacte canonique 

O-~ ! (q *L )  ~p*L-S!(8*p*L t 40 . 

Utilisant (1.1 (it) , on d~duit sans peine de cette suite exacte illimit&e les asser- 

tions ii) at et b). 

Remarque 1.4. Pour S= spec(£), (1.3) exprime que le compl6mentaire de l'origine 

darts £r a mSme cohomologie que la sphere r~elle de dimension 2r-I, r~tracte par 

d~£ormation de £rL 0 . 

COROLLAIRE 1.5. (Suite exacte de GYSIN t- La suite spectrale de Leray 

j * Hi+J Hi(S,R q~(q L)) = (U,q*L) 

d~£init une suite exacte illimit~e (appel~e suite exacte de Gysin t 

- - -  ~ Hi(S,Lt ~ H i ( U , q * L t ' H i - 2 r + I ( s , L ® ¢  r )  " H i+ I (s ,L)  " . . -  

Preuve : Lemme des deux ligneso 

2. SCHEMAS PROJECTIFS 

Dans ce qui suit, le mode d'exposition adopt~ est bas~ sur une suggestion 

de L. Illusie, et la m~thode suivie est voisine d'une m@thode de P. Deligne pour 

prouver la d~g@n~rescence de certaines suites spectrales [6] 

2.1. Soient 

£1~che 

(2.1.1 t 

X et Y deux sch@mas et £ : X-Y un morphisme. Nous allons d~finir une 

de D(Yt, ayant les propri~t@s d'associativit~ et de commutativit~ usuelles, et qui 

munit donc ~f.(~) d'une structure d'"alg~bre 9~n~ralis~e". Notons pour cela 

c (× *x) 
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la r@solution de Godement de ~ (SGA 4 XVII ). Proc~dant comme dane (TF 6.6), 

on d@ginit un morphisme de r@solutions 

C ' ( X , ~ ) ~ C ' ( X , a x )  - C'(X,Ax@ AX) . 

En le composant avec le morphisme 

C'(×,AX~ ~ )  -- C'(X,Ax) 

d@duit de la multiplication de AX, on obtient enfin un morphisme de 

(2.1.2) C'(×,Ax)®C'(×,.%) ~ C ' ( X , ~ ) .  

Appliquant le £oncteur F. ) on en d@duit sans peine un morphisme de complexes de 

Ay-MOdules 

f.C" (X, ~ )  ~ £.C" (X, ~ )  ~ £.C" (X, AX) , 

d'o~ aussitSt (2.1.1) en utilisant des r@solutions plates des composants de l'expres- 

sion de gauche. 

2.2 Soient S un sch@ma et E un Os-MOdule iocalement libre de rang r+1 . On note 

P = Ps(E) P > S le £ibr~ projecti£ correspondent. Le %-Module canonique Op(1) 

d~£init comme on salt, grace ~ la suite exacte de Kummer, un @l~ment 

~ H 2 (p, ~) 

et on notera ~ l'image de [ par le morphisme canonique 

H2(p,~) > H°(S,R2p.(~)) 

provenant de la suite spectrale de Leray 

H i(S,RjP.(~))  = H i+j (P, ~) . 

La classe ~ s'identi£ie ~ une £1~che A t ~p [2] de D(P) qui d~£init par trans- 

- d'o~ par l'adjonction usuelle une fl~che position ~p I[-2~ -Ap, 

® -  - (Ap) , : ~ 1 [ ~ ]  ~ p .  

coincident avec ~ sur la cohomologie de dimension 2. 
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fl~ches 

Par produit tensoriel la £1~che c d@finit , gr$ce ~ (2.2.1), des 

c i : ~ - i [ - 2 i ]  * ~p.  (Ap) , 

pour tout entier i~I, et on convient de noter c la £1~che d'adjonction 
o 

AS~ ~p. (Ap). On d@£init ainsi une £l~che 

r 
= ~ c : ~ ~S ~-i [-2i] -- ~p.(Ap ) 
i=0 z i=0 

de D(S). 

THEOREME 2 . 2 . 1 . -  La £1~che V est un isomorphisme. 

Une £ois d4£inie la £1~che V , ( 2 . 2 . 1 )  4quivaut & son corollaire suivant : 

PROPOSITION 2.2.2.- Sous les h)~oth@ses pr4c6dentes t on a : 

a) R2i+Ip.(Ap) = 0 pour tout i ff 
D 

b) Lorsqu'on munit ~ R P.i~p ) de sa structure de 
1 

cup-produit r le morphisme de A s-Al~bres 

2 . ~i AS[T] > ~ R p~p ) 
i 

dA£ini par 

As-Al@@bres 

AS-AIg~bre d6duite du 

a pour noyau l'Id6al (T r+1) et d@£init donc un isomorphisme de 

8 : As[T ] / (T r+1) --~--> ~ R 2i p.(~i) 
i 

c) Le morphisme 

% --> R 2" p.<~) 

obtenu en composant 0 et la restriction A AS de la multiplication par 

As[TI/(T r+1) dans lui-mame est l'inverse du morphisme Trace (SGA 4 XVIII) 

T r de 

en d'autres termes~ on a 
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Preuve : Les donn6es @tant stables par changement de base, le th@or~me de changement 

de base propre (SGA 4 XII 5.1), et la compatibilit@ du morphisme trace avec changement 

de base (SGA 4 XVIII) permettent de se ramener A v@ri£ier l'assertion analogue pour 

les Fibres de p . Autrement dit, on peut supposer que S est le spectre d'un corps 

r 
S@parablement clos k et que p est le morphisme canonique P k " k .Dans ce cas, 

la d@monstration utilise le lemme suivant. 

LEMME 2.2.3.- Soient k 

canonique. Alors : 

_2i+I . . 
a) ~ p.[Ap) = O 

R2i - . b) p .  iAp) ~ ½  

r ~ k la pro0ection un corps S~parablement closet P : Pk 

pour  tout i . 

pour iE[O,r] , ~0 si i>r . 

H2r-ll r-l- 2r. r-1- 
'Pk ) : H [Pk ) = 0 

2r r H2r(p~ montre que H! (Ek) N >  ) , d ' o~  l ' a s s e r t i o n  d ' a p r ~ s  ( 1 . 1 ) .  

Le lemme entra~ne la partie a) de 2.2.1. Prouvons maintenant que 8 est 

un isomorphisme. Le morphisme 8 peut ~tre interpr~t~ comme un morphisme d'anneaux 

A[T]/(T r+l) ~ ~ H2i(p,~) 

2r-I. r. 
H (Pk) est contenu dans 

si i= 2r, les relations 

H2r-lfpr-1] k "' donc nul par hypoth~se de r~currence. Enfin, 

Le lemme, mani£estement vrai pour r = 0, se montre par r~currence sur r . 

Supposons donc qu'il e~t vrai pour r-1 et montrons-le pour r . L'espace projectif 

p~-I  r r 
se plonge comme £erm~ dans Pk avec pour compl&mentaire l'ouvert E k , d'o~ 

une suite exacte de cohomologie A supports propres 

i r i r ~ i. r-1 i+1(E~) 

r (1.1) montre que si Le calcul de la cohomologie A supports propres de E k 

i ~ (2r,2r-1), l'image r@ciproque 

Hi(p ) Hi(p  -I) 

est un isomorphisme, d'o~ l'assertion dans ce cas. Si i= 2r-I, on voit de m~me que 
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de sorte qua, d'apr&s (2.2.3), l'assertion sara prouv~e si on montre qua pour tout 

i6 [O,r], ~i est un ~l~ment libra du A-module ~i(p,~i). II su££it pour cela de 

le voir pour ~r , ce qui sara una consequence immediate de 2.2.2 c). 

Montrons donc la partie c) . Pratiquement, c'est la d~£inition du morphisme 

trace darts carte situation ; en tout ~tat de cause, ella exprime la compatibilit~ 

du morphisme trace et de la classe £ondamentale darts le diagramme ci-dessous 

in~. pr 
X '~" ~ > 
O k 

k 

o~ inj : x > r r o Pk est l'injection d'un Foint Farm@ de Pk " 

COROLLAIRE 2.2.4.- Soit L un complexe de ~-Modules. La £1~che 

r 
]RF (S,~{~ id(L)) : e ]RF (S,L~s ~-i )[-2i]'~19F (e,p*(L)) 

i=O 

est un isomorphisme. 

En ef£et, il suf£it d'appliquer le £oncteur ~F S & l'isomorphisme 

~ i% 

2.2.5. Pour ~noncer le corollaire suivant, nous poserons pour tout sch&ma X 

A'(X) = ~ H 2 i ( x , ~ )  
i 

et nous utiliserons syt&matiquement carte notation par la suite. 

COROLLAIRE 2.2.6.- L'homomorphisme image r~ciproque 

p : A'(S) =~ H2i(S,~s ~ H2i(p, ) = A'(P) 
i l 

est un morphisme injecti£ d'anneaux unitaires~ etles ~l~ments I,~ ..... ~r £orment 

une base du A'(S)-module A'(P). En particulier, A'(P) est un A'(S)-module libra 

de m~me rang qua g . 
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3. CLASSES DE CHERN 

Soient S un sch6ma et E un Os-MOdule localement libra de rang cons- 

tant r . Notant E le dual de E , on pose P= Ps(E). Nous avons vu (2.2.6) qua, d@- 

signant par ~ la classe de Op(1) dans H2(p,~), le A'(S)-module A'(P) est libra 

de base I,~,...,~ r-1 . En particulier, il est imm&diat pour des raisons d'homog~n@it~ 

qu'il existe une unique relation de la forme 

Cl~r-1 c r - i  3.1. ~r+ +...+ i~ +...+ Cr = 0 

avec ci E H2i(s, ®i) pour tout iE [O,r]. 

Soit maintenant E un Os-MOdule localement libra quelconque. Pour tout 

entier r , l'ensemble S des points de S en lesquels E est de rang r eSt un 
r 

ouvert. On obtient ainsi une partition 

s=J-L s 
I" I- 

de S en ouverts disjoints ; en particulier, pour tout ~-Module M et tout 

antler i , le morphisme produit des images r~ciproques 

Hi(S,M) ~ ~ H i ( S r , M / S r  ) 
r 

est une bijection. 

Les considerations pr~c~dentes permettent de justifier la d~£inition sui- 

vanteo 

DEFINITION 3.2.- Soient S un schema et E ~ Os-MOdule localement libra. Pour tout 

entier i ~O, on appelle i ~me classe de Chern de E et on note ci(E ~ , l'~l~ment 

de H2i(s,~ ®i) dont, pour tout antler r ~O, la restriction ~ l'ouvert S de S 

form~ des points o~ E est de rang r est l'~l&ment c i d~fini par la relation 3.1. 

Si le ran@ de E est borne; on appelle classe de Chern totale de E l'~l~ment 

c(E) = z ~i(E) 
i 

de A'(S) ;dans le cas g~n~ral, on d~signe ainsi l'~l~ment correspondant dans 



~" (s )  = n , i ( s )  . 
i 

3.3. Ii est ~vident que quels que soient 

est born~ par d , alors ci(E ) = 0 pour 

et  
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Set E , Co(E ) = I, et que si le rang de E 

i>d. 

Preuve de 3.4. (d'apr~s A. Grothendieck : La th6orie des classes de Chern. 

Bull. S.M.F. (1958), pp. 137-154). 

dens ~ - ( s )  . 

PROPOSITION 3.4.- Les classes de Chern pr~c&de~ent d&£inies satis£ont aUx propri~t&s 

suivantes 

(i) (Normalisation) Soit Lum Os-MOdule inversible. D~si$nant par [U] l'ima@e 

de la classe de L par le morphisme bord 

Hl(s,Gm) . > H2(S,~) , 

o n  a 

c(L) = I + EL] . 

(ii) (Stabilit& par changement de base). Soient £ : S '-. S un morphisme de sch&mas 

E un Os-MOdule localement fibre. Pour tout entier i , on a 

£ * ( c i ( E ) )  = c i ( £ * E ) .  

(iLL) (Additivit~). Soit O-E'- E ~ E .... O une suite exacte de Os-MOdules localement 

libres. Pour tout entier n , on ala relation 

Cn(EJ = E c ( E ' J c j ( E " )  
i+j= n i 

Avant d'aborder la d&monstration, degageons le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 3.5.- Pour toute suite exacte O-E'-, E-~E"-~O d_ee Os-MOdules localement 

libres, on a 

c ( E )  = ~ ( E ' ) . c ( E " )  
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v 
(i) Soit E un 0 S- Module localement libra ~ on pose P= Ps(E) et on note 

p : P~S la projection canonique. On rappelle qu'il y a un homomorphisme canoni~ue 

surjecti$ 

p*(E? > Op(1). 

En p articulier si E est inversible, posant E= L en accord avec les notations de 

(i) , on a P= S et un isomorphisme 

n "'-" > o p ( 1 ) .  

Par suite, ~+ [L] = 0 et l'assertion r~sulte de la d~finition des classes de Chern. 

(ii) V6ri£ication imm&diate laiss6e au lecteur. 

(iii) Utilisant une partition de S en ouverts sur lesquels les Modules consid@r6s 

sont de rang constant, on peut supposer qua E, E', E" sont de rang constant @gal A 

r, r', r" respectivement. Supposons alors d@montr6 le lemme suivant et montrons comment 

il entra£ne l'assertion. 

LEMME 3.6.- Soit E ~ 0s-MOdule localement libra muni d'une filtration £inie 

0 = EoC EIC ... El C ... Er = E 

dont les quotients cons6cutifs Li= Ei/Ei_ I (I Ki Nr) sont inversibles. Alors l'~ga- 

lit@ ci-dessous est v6rifi@e : 

c(E) = (1+ I L l ] )  ( I + [ L 2 ] ) . . . ( I + E L r ] ) .  

Soit h : Z ~ S le produit £ibr6 des sch&mas de drapeaux de E' et S". 

II est clair par d@finition des sch@mas de drapeaux qua h*(E') et h*(E '') admettent 

des filtrations finies ~ quotients inversibles (Li) (I~i Nr') et (L~) (I ~j Nr") res- 

pectivement. Iien r@sulte qua h*(E) admet une filtration ~ quotients cons@cutifs 

les L! etles L'f . L'application du lemme 3.6 montre alors qua 
l 3 

c(h*(S)) = ~ c(Li) n c(L~]=c(h*(E']]c(h*(E")) 
I{i ~r' 1 ~ j  ~r" 
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(3.s.1.9 

Mais le morphisme 
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h'(~(s))  = h'(=(E').c(E")).  

h est un compos~ de morphismes du type 

P T ( F )  > T (F %-Module loc. l i b r e ) ,  

donc (2.2.5) l'homomorphisme, image r@ciproque h*: A'(S) - A'(Z) 

D'o6 l'assertion d6sir6e gr$ce A (3.5.1). 

Prouvons le 

la relation analogue 

est une injection. 

lemme 3.6 . D'apr@s l'argument qui pr6c@de, il suffit de voir 

c(p'E)  = ~ ~ ( P ' ( ~ i ) ) '  
i 

o~, rappelons-le, p : P=Ps(E) - S est la projection canonique. Pour tout 

le monomorphisme E - E d~finit par dualit@ un @pimorphisme 
i 

Yi = Ps(Ei) , on obtient une suite de sous-sch@mas ferm@s de 

S ~ YI C Y2 "'" Yi c ...c Yr = P " 

Notons aussi pour tout couple (i,j) d'entiers avec I Ki Kj gr 

~. : Y. ~ y 
al I O 

l'immersion Ferm@e canonique et posons ~ = 
1 rpi 

r@sulte du lemme @vident (3.6.1) ci-dessous que 

ideal inversible isomorphe A 

LEMME 3.6.1.- Soit 

Alors la suite 

ie[1 r] 

-- E.  ; p o s a n t  1 

P : 

• Pour tout entier i 6 [I,r-I], il 

Yi est d@fini darts Yi+1 par un 

=[+1(p*({i+1) ~Op(-1)) 
O~L~E~F--O une suite exacte de 0s-Modules localement libres. 

dans la~uelle v 

respondant & l'inclusion de 

O-L® s S(E)-Z~>S(E) v>s(~) -0 

d@sig-ne le morphisme £vident et u est le morphisme de degr6 un cor- 

L dans E , est une suite exacte de Os-MOdules gradu~s. 
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Par ailleurs, YI s'identifie A S et on a un isomorphisme 

G ~ ( p * ( ~ l )  ) -- 0YI(I) , s o i t  

(3.6.2.) ~(p*(;1)~0p(-1)) ~ 0 L 

Nous allons pouvoir conclure en utilisant les deux propri~t@$ suivantes de l'homomor- 

phisme de Gysin (SGA 4 )[VIII] associ@ h mne immersion £erm@e u : Z - X de S-ch@mas 

lisses d~fimie par un Id@al J de 0 X : 

(3.6.3) II satisfait & la Formule de projection 

u.(x.u*(y)) = u.(~).y . 

(3.6.4) Si l'id~al J est inversible, on a la relation 

u.(~ z) : -[J] = [7] . 

Nous allons en efFet voir A partir de IA par r~Currence croissante sur l'entier i 

que l'on a 

Dans le cas 

O~ encore 

(~ "~ (~ "~*f * i'*" i" ~ [ [p (Lj)~Op(-I)]): 
j~i 

i= r, l'assertion (3.6.5) s'@crit 

Cp*(Li)®Op(_1)]v = O, Z 
i 

O . 

n ({+ . v 
%(p (Li)] = 0, 

i 

d'o~ aussitSt (3.6). L'assertion (3.6.5) provient pour i= I de (3.6.2). Supposons 

la vraie pour i et montron$ qu'elle est vraie pour i+I . Posons pour simplifier 

.(v 
N = E [p ,Lj)~Op(-1)]. L'~galit~ (3.~.5) pour i s'~crit encore 

j { i 

*f * 

(~i+1)*(~i+1,i]*(~i+1,i) ~i÷i) (.) = o, 

soit, compte tenu de la formule de projection pour ~i+1,i * 
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(C~i+l).[((~i+l) (N) . (~ i+ l )  (p (L i+ l )®Op(-1) ]  = O, 

d'o~ aussitSt le r~sultat d~sir~. 

COROLLAIRE 3.7 (i) Pour tout Os-MOdule localement libra E et tout entier i , on a 

ci(B ) = ( -1 ) ic i (E ] .  
(ii) S i E est un Os-MOdule localement libra de rang r , on a 

c 1 ( s )  = c 1 ( , " , r E )  . 

(iii) Plus @@neralement I les classes de Chern d'un produit tensoriel ou 

d'une puissance ext@rieure s'expri.ment au moyen des polyn$mes universals explimit@s 

dans (SGA 6 V 6.1). 

Preuve : Montrons par example (ii), les autres assertions }~e voyant de fagon analogue. 

Utilisant le sch@ma des drapeaux de E , on se ramona au cas oQ E admet une filtra- 

tion & quotients inversibles L . Alors l'assertion r6sulte de l'isomorphisme bien 
1 

^r<E) ~i(Li) . 

3.8. Etant donn@ un sch@ma X localement de type fini sur spec(C), l'ensemble 

X(C) de ses points rationnels est canoniquement muni d'une structure d'espace topolo- 

gique localement compact. On dispose de ce £ait par vole de topologie alg@brique d'une 

th@orie de classes de Chern [3], associant A tout C-£ibr@ vectorial continu V sur 

X(C) des classes ci(V ) E H2i(x(c),~). Soient maintenant @c le £aisceau des 

fonctions continues & valeurs complexes sur X(C) , et ~ un @ -Module localement 
c 

libra de type £ini ; on d6finit des classes de Chern 

A savoir callas du C-£ibr~ vectorial dont ~ est le £aisceau des sections continues. 

Utilisant enfin l'application @vidente ~-- ~/v ~ , on en d6duit des classes de 

Chern, not@as de m~me s'il n'y a pas de confusion possible 

connu 
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(3.8.1) ci(~ ) EH i ( x ( c ) , ~ / ~  ~ ) .  

Par ailleurs, lorsqu'on munit X~t de son Faisceau structural @a en X(C) 

l'Anneau @ , on a un morphisme de topos annel@s (SGA 4 XI) 
c 

¢ : x ( c )  -x6t , 

le morphisme d'Anneaux structural 

(3.8.2) ¢'(~a ) " ~c 

provenant de ce que "route Fonction alg~brique est continue". Le morphisme ¢ 

un morphisme de £aisceaux ab~liens 

(3.8.3) 

de 

induit 

¢ ( ~  ) ' ~ ( c )  ' 
St 

~mes la lettre ~ d~signant dans chacun des deux contextes le faisceau des racines 

de l'unit~. Enfin, nous identifierons canoniquement (~/~ ~)X(C) at ~X(C) au 

moyen de l'isomorphisme 

(3.8.~) ( = / ~ m ) x ( c )  ~ > " x ( c )  

M sur la section "e envoyant la section I 

PROPOSITION 3.8.5.- Soit 

i~O 

E u__~n @x-Module localement libre. Notant pour tout entier 

¢*: H2i(x~t,~i ) ~ H2i(x(c),~/~ =) 

le morphisme image r6ciproque d~duit de 3.8.3 e__~t 3.8.4, on a l'~galit~ 

ci(,*s) = Jci(E) 

Preuve : Ii su/Fit de la voir lorsque E est inversible. Alors, avec les identiFica- 

tions usuelles, ¢*(E) est l'image de E par l'application canonique 

* H ~ H I < (3.8.6) ¢ : (X~t,Gm) " (X(C), ) , 
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et il s ' a g i t  de voir que le diagramme 

(3.8.7) 

H I (x,G) 

~ 2 ( x , @  

¢ 

tl- 

H I > (X (C), @~) 

> H2(x(c) ,= / , ,  = ) 

dans lequel ~ est le morphisme bord provenant de la suite exacte canoniq~e 

~> G--O ( 3 . 8 . 8 )  O - '  ~ "  G m m 

et c I la premi@re classe de Chern (3.8.1), est commutati£. En £ait, en utilisant 

que le morphisme "premiere classe de Chern" 

est le morphisme bord de la suite exacte canonique 

0-~ (9 exp > -~ 0 
c c 

t ~ 2i1~t 

on volt £acilement que le morphisme c I de <3.8.7) n'est autre que le morphisme bord 

associ~ & la suite exacte 

w ~) w 
0 - .  ?z  ~ z ,  -. @ - - . >  @ 

c c 

2i~ t 

t ~ e 

40 

qui, compte tenu de (3.8.4), est l'~lalogue de (3.8.8). L'assertion en r@sulte aussit~t. 

3.9 $oient X un schema et E un @x-MOdule localement libre. Un passage & la 

limite imm~diat permet de d&ginir pour tout hombre premier ~ premier aux caract@ris- 

tiques r~siduelles de X ~ des classes de Chern ~-adiques 

d~£ 

ci(E) ~ .2i(x=~(i?) == li~ ~2i<× ®j? 
9 
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qui poss~dent les propri@t~s usuelles explicit@es en 3.4 et 3.7 et qui dans le contexte 

de 3.8 sont mani£estement compatibles (dans un sens ~vident) avec les classes de 

Chern d@£inies par vole topologique. 

En tensorisant par @~ , on en d@duit des classes de Chern ~-adiques 

modulo torsion 

ci(E) EH2i(x,w~(i)) = H2i(x,~ (i)) ®=ZQL 

qui v@ri£ient mani£estement les m~mes propri@t~s. 

Supposons maintenant que X soit un schema quasi-projecti9 et lisse sum un 

corps k et notons ici C'(X) son anneau de Chow (S~m. Chevalley : AnneauX de Chow 

et applications III 4). Rappelons que nous avons d~fini dans IV un morphisme d'amneaux 

gradu~s 

~X : C'(X) ~ A'(X) 

compatible avec les morphismes d'image directe et d'image r6ciproque. Par ailleurs, 

l'isomorphisme canonique 

~X : P i c ( X )  -- '> C1(X) 

associant ~ tout ~x-MOdule inversible L la classe du diviseur d'u_ne section ration- 

nelle de L qui n'est nulle sum aucune composante connexe de X , donne lieu, sum le 

mod@le de l'article pr@cit@ de GROTHENDIECK (o~ k ~tait suppos~ alg~briquement clos), 

une th~orie de classes de Chern ~ valeurs dans C'(X). Le morphisme compos@ 

% o ~x : Pie(×) > H2(x =~ (I)) 

n'est autre que la premiere classe de Chern ~-adique. En e££et, il suffit de le voir 

V 

sum les ~l~ments de Pic(X) qui sont de la £orme J , avec J un Id@al inversible 

de ~ , et alors cela r~sulte de (3.6.4). D'apras les propri~t~s d'unicit~ des theories 

de classes de Chern, on en d~duit que le morphisme ~X transforme classes de Chern en 

classes de Chern 
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4. FORMULE DE SELF-INTERSECTION ET APPLICATIONS 

Soient S un sch@ma, X un S-sch@ma, et Y un sous-sch@ma ferm@ de X , 

lisse sur S et partout de codimension d . On suppose en£in que X est lisse sur 

au voisinage de Y . On note i : Y - X l'immersion ferm@e canonique et J l'Id@al 

de ~X d@finissant Y . On rappelle (SGA 4 I/2 Cycle) qu'on dispose dans ce cas 

d'isomorphismes de Gysin 

i.: H2P(Y,~y @p) ®(p+d)~ 
~y ~,~ ; , 

savoir les cup-produits par la classe £ondamentale. S 'il n'y a pas de conl'usion 

possible, on notera de m@me les morphismes de Gysin 

i. : H2P(Y,~@y p ) -- H2P+2d(x,~ (p+d)) 

obtenus ~ partir des pr@c@dentes par oubli des supports. 

THEOREME £.I.- Dans la situation pr@c@dente t notant 

N = j/j2 

le faisceau normal de i , on a pour tout yEA'(Y) 

i*i.(y) v = y Cd(N) • 

l'@galit@ 

Avant d'aborder la d~monstration de ce th~or~me, indiquons-en quelques 

variantes qui se prouvent exactement de la m~me mani~re. 

a) Si ~ est un hombre premier au x caract~ristiques r~siduelles de S , la for- 

mule analogue est vraie dens H (Y'~L (*))" 

b) On peut mettre des supports. Si par exemple T 

..2pt_ ~ p 
yen T l~,~y ) , la £ormule 4.1 est encore vraie dans 

i. d~signe alors le morphisme de Gysin 

H2P,_ ®p 2p+2d(x,4(p+dJ) 

est un ferm@ de Y et 

• ~(p+d), 2p+2d ( ~,~y J. Bien entendu H T 
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qui est encore un isomorphisme (SGA 41/2 Cycle). 

c) Enfin, on peut combiner les deux cas ... 

L'outil Fondamental dans la preuve de 4.1 @tant la th@orie des sch6mas 

@clat6S, nous allons maintenant £aire quelques rappels Ace propos. D@signant par 

f : X'- X le X-sch@ma obtenu en £aisant @clater Y , soit 

J Y' --> X' 

g £ 
V V 

i 
Y >X 

le diagramme cart&sien construit A partir de £ et i . On rappelle (c£. SGA 6 VII,3.1, 

dont on adopte les notations), que j est une immersion r6Tali~re de codimension I 

d@finie par un Id@al 

et que Y'~ Py(N). Par ail!eurs, on a une suite exacte de @y,-Modules 

0 --F -- g*::N) -- ~Z' (I) - 0 . 

LEMNE 4.2 Pour tout Ax-Module M , les homomorphismes 

f*: ~y(×,M) - Hy,(Z',f*(M)) 

e t  f . :  H y , ( X ' , f * ( M ) )  -- Hy(X,M) 

sont li~s par la relation £.£ = id. De plus f. est de de~r~ 0 . 

Preuve : Comme le morphisme f est d'interseetion compl&te relative de dimension rela- 

tive nulle (SGA 6 VII 1.8), la derni&re assertion provient de la d~finition de l'ho- 

momorphisme de Gysin (SGA 41/2 Cycle). Pour la premiere, la formule de projection 

pour le morphisme f 

~.(×.f ( × ] )  ~ . ( ~ ) . × '  , 
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oh ×EH (X,A) e t  x ' E  Hy(×,M),  p e t e r  de se ra~ener  & mont re r  que ~ . ( 1 )  = 1 . 

Ii suf£it pour cela de voir l'assertion analogue au-dessus de U=X L y, qui est ~vi- 

dente, comme £ induit un isomorphisme de U'= X''- Y' sur U . 

Remarque 4.3. Bien entendu, l'~nonc@ analogue de 4.2, obtenu en &liminant les supports, 

est @galement vrai et se montre de la m~me mani&re. 

Venons-en en_Pin & la preuve de 4.1. Tout d'abord, d'apr~s un r@sultat g@n~- 

ral de (SGA 4 I/2 Cycle), qui se prouve de fa@on essentiellement formelle, on a 

i i.y) = y i i.(I) 

de sorte qu'il s'agit de montrer que 

w v 

i i.(I z) = cd(N) 

oh i~ d@signe ici l'isomorphisme de Gysin 

o 2d ~d H (Y,A,~) - H z (X, ).  

* 2dr 4d Comme £ i.(Iy) EHy,\X', . ) et le morphisme de Gysin 

j . :  H2d-2(y,  ® ( d - l ) .  2 d - ,  ®d , ~ ,  j-'~z,<x , ~ ,  ) 

est un isomorphisme, il existe u6H2d-2(y, ®(d-1)~ ,~y, / tel que 

( 4 .1 .1 )  £ * i . ( 1 y )  = j . ( u )  . 

Appliquant j aux deux membres de 4.1.1, il vient 

j £ (Iy) = j j.(u) . 

= ~I(0y,(i)), il resulte ~lor~ de 3.6.4 q~e 

g i i.(I¥) = -u~. 

admet une unique d&composition de la £orme 

_2d-2 -2 i  r.. ®(d-l-i)~ 
u = ~d-1 (aiE n L~'~Y ) )  ao+ a1~ +...+ ad_ I 

Posant 

(4.1.2) 

L'~l~ment u 

(4 .1 .3 )  

Compte tenu de l a  r e l a t i o n  de d&£±n i t i on  des c lasses de Chern de 



(4.1.4) d+  Cl(~)~d-1 

on en d@duit l'@9alit@ 
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v v 
*...+ Cd_l(N)~ + Cd(N' ) = 0 , 

v ~ v _ 
U ~= -ad_ICd(N ) + (ao-ad_lCd_l(N))~+...+(ad_2-ad_lCl(N))~d 1 

Comparant cette derni~re expression avec (4.1.2), on obtient, vu que g* 

(2 .2 .6) ,  l'6galit@ 

(4.1.5) 

Ii reste A d6terminer 

de 2d-2 , donc 

et par ailleurs (2.2,2) 

obtient done 

(4.1.6) 

Par ailleurs, appliquant 

4.2, 

(4.1.7) 

i*i.( v 
Iy) = ad_iCd(N ). 

ad_ I . Tout d'abord, l'homomorphisme 

I i g.<~ ) = 0 (0KiKd-2], 

Mais l'homomorphisme i. 

est in~ectif 

g~ diminue les degr@s 

g.(~d-1) = I . Appliquant g. aux deux membres de 4.1.3, on 

%(~) = ad_ ~ • 

£. aux deux membres de 4.1.1, on obtient, compte tenu de 

i.(iy) = i.~.(u) . 

en question est injecti£, d'oQ 

ad_ I = %(u) = Iy , 

ce qui ach@ve la d~monstration. 

Remarques 4.4 a) L'inNr~dient essentiel dans ce qui precede est le th&or&me de puret~. 

Une £ois qu'on en disposera en toute g~n~ralit~, l'~nonc@ 4.1 sera valable avec Y r@- 

gulier purement de codimension d dans X , et X excellent et r~gulier au voisinage 

de Y . Sou$ cette £orme, le r6sultat e£t en tout cas @tabli en caract@ristique 0 , 

grace A (SGA 4 XIX). 

b] Lorsque S est le spectre d'un corps s6parablement closet X et Y 
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sont quasi-projecti£s et lisses sur S , l'@nonc@ analogue dans l'anneau de Chow 

de Y a 6t@ @tabli par MUMFORD (cf. 9.2). 

COROLLAIRE 4.5.- Sous les hypotheses de 4.1, soient x e t 

i~(xJi.(y) = i.(xy Cd(~)). 

yEA'(Y). On a : 

Preuve : La formule de projection pour le morphisme i montre que 

• .~. f i.(x)i.(y) : ~.(x~ ~.~y)), d'o~ la conclusio~ ~r~ce ~ 4.1. 

COROLLAIRE 4.6.- Soien[ S un schema, E u n Os-MOdule localement libre de ran@ 

constant r et g : X=V(E) ~ S le £ibr~ vectoriel dont E est le £aisceau des 

sections. Pour toute section £ de X au-dessus de S , on a : 

~.(I s) = ~*(Cr(S)] 

darts H2r(x,~r). 

Preuve : Comme est un isomorphisme (1.2) et go£= id est bijecti£. II su_££it 

donc de voir que £ F.(Is) = F g (Cr(EJ). Or, notant N le £aisceau normal de £ , 

cette derni~re @galit@ @quivaut, d'apr~s 4.1, ~ Cr(N j = Cr(E j. En Gait. on a m@me 

v 
un isomorphisme N ~ E , car la suite exacte de (EGA IV 17.2.5) appliqu@ A la situation 

* 1 < *v 
S __~_b> X --i_> S Fournit un isomorphisme N ~£ QX/S et par ailleurs ~/S = g E 

(EGA IV 1 6 . 4 . 8 ) .  

de X 

COROLLAIRE 4.7.- Sous les hypotheses de 4.6, on suppose de plus S lisse et quasi- 

pro~ecti£ sur un corps s@parablement clos. Alors notant ~X le cycle section nulle 

e__t Y= f-1 (~X) 

dans H2r(S,~s ~r ) . 

le cycle des z6ros de £ , on a : 

~s(Y) = c (E) 



COROLLAIRE 4.9.- Soit X 

corps s@parablement clos 

nique~ on a 
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Preuve : D'apr~s IV, C£s(Y ) = £*C~x(<~X). Notant s o le morphisme section nulle de X. 

on a 

e~x(~x) den (%)*(ls) (~.6)g.(%(E)) , 

d 'o~  l ' a s s e r t i o n  en app l iquan t  l 'homomorphisme F aUx termes ext rgmes .  

Remarque 4.8. Soit ~ un nombre premier distinct des caract@ristiques r~siduelles 

de S. Par simple passage ~ la limite projective, on d~duit de 4.6 et 4.7 les @nonc@s 

correspondants en cohomologie Z-adique. 

Soient maintenant ~ un hombre premier el X un sch@ma propre sur un 

corps s@parablement clos k de caract@ristique premiere A £ . On rappelle (IV) qu'on 

appelle caract@ristique d'Euler-Poincar6 ~-adique de X l'entier 

E P£(X) = ~ ( -1)  i dim Hi(x,©g) .  
i 

un sch@ma lisse r propre~ connexe, de dimension n sur un 

k , avec car(k) / ~ . Notant p : X--k la projection cano- 

dans ~ =  H°(k,~£)  . 

Preuve : Soient j : X--X ×X 

vl E PZ(X) = P.Cn(~X) 

l'immersion diagonale de X et q : X xX--k la projec- 

tion canonique. II r@sulte de 4.1 appliqu@ au morphisme j que 

Cn(~) = j*j.(IX) 

d'o~ p.(Cn(~) ) = p.j*j.(Ix) = q+j.j*j.(Ix) . 

Utilisant la £ormule de projection pour le morphisme j , on en d@duit l'@galit~ 

vl 
p.(Cn(OX)) = q.(j.(1 X) Uj.(Ix)), dans laquelle, d'apr~s IV, le deuxi@me membre est ~gal 

la caract@ristique d'Euler-Poincar@ ~-adique de X . 
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4.10. Lorsque X est projecti£ sur k , le r~sultat rappel~ de IV montre que 

EP~(X) est, dans l'anneau de Chow de X ×X, la self-intersection du cycle diagonal, 

et par suite ne d~pend pas du nombre premier ~ ~ car(k). Ceci nous permettra par con- 

s&quent de parler de la caract~ristique d'Euler-Poincar~ EP(X) de X , sans r~f~- 

rence & l'entier L . 

PROPOSITION 4.11.- Soit X un schema lisse~ pro~ectif I connexe I de dimension n su__~r 

un corps s@parablement clos k . Alors on a : 

EP(X) = g ( -1 )  p+q dim HP(x,P~) 
P,q  

Preuve : Reprenons les notations de la preuve de 4.9, et notons J l'Id~al de l'im- 

mersion diagonale de X . Comme on l'a sifnal~ dans 4.10 , EP(X) est, dans l'anneau de 

Chow de X ×X, le produit d'intersection ~.A du cycle diagonal A par lui-m~me. 

Pour le calculer, on peut n~gliger la torsion, et par cons@quent se placer dans 

Gr[op(X ) . Ceci montre que EP(X) est l'image par le morphisme image direete 

q . :  ~(x ×x)  ~ ~(~)  = 

@X ×~J " Or d'apr&s (SGA 6 VII 2.5), ce dernier cart@ est du carr~ de la classe de 

~gal & 

i 

d'o~ aussit8t la £ormule d~sir~e, par d~finition de q~ 
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Soient S un sch4ma, E un @s-MOdule localement libre de rang r , 

(Pi)Igigm m entiers >0 v@rifiant l'@galit@ 

Pl ÷ P2 +'''+ Pm = r . 

On rappelle qu'on appelle drapeau de type (pl,...,pm) de E une filtration finie 

0 = EmC Em_IC...CEo= E 

de E telle que pour tout entier i E It,m] le quotient Ei_i/~ i soit localement fibre 

de rang Pi 

On d@finit un foncteur (Sch/S) ° ~ (Ens) en associant ~ tout S-sch@ma 

% 

u : T--S l'ensemble des drapeaux de type (Pl .... ,pm) de u {E] et & tout morphisme 

de S-sch@mas l'imaqe r~ciproque, en un sens 4vident, sur les drapeaux. On d~montre 

(EGA I 2 &me @dition) que ce foncteur est repr6sentable, et on appelle S-schema des 

drapeaux de type (Pl ..... pm ) de E tout repr@sentant. 

Dans la suite, on notera f : X-S le S-schema des drapeaux de type 

(Pl .... ,pm) de E . De plus, le sch@ma des drapeauX de type (1,1,...,I) de g sera 

not4 D et appel~ sch6ma des drapeaux de E , sans autre pr@cision, si aucune confusion 

n'est possible. 

II est clair par d4£inition que le @X- 

finie canonique 

O = FmCFm_ I 

pour laquelle le quotient 

Notant pour tout entier 

Module f <E) admet une filtration 

...=F: f'<E)" , o 

Ei= Fi_I/F i (IKiKm) est localement libre de rang Pi " 

i ~ [I ,m] 

gi: Di" X 

le X-sch6ma des drapeaux de E i et g : D I × ... × D m X 
X X 

X-sch6mas D i , il est clair que le compos6 

le produit fibr~ des 
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(5.1) h = £o g : ~X Di " S 
i 

est S-isomorphe au S-sch@ma de drapeaux de E ; A S-isomorphisme pros, on peut 

donc ~crire D = ~x(Oi) . 
1 

PROPOSITION 5.2.- On a, dans Db(s,A), un isomorphisme 

~.(A) ~ • R 2i ~ . (A ) [ -2 i ]  
i 

Preuve : Le morphisme k ~tant compos~ d'un nombre fini de morphismes du type 

(Q) PT(F) -- F (F OT-MOdule localement f ibre) 

il r~sulte de (2.2.1) que 

]R h.(A) ~ RJh.(A)[-j] • 
J 

Pour la m~me raison, on a aussi 

IR g.(A) ='~) R jg.(A)[-j] . 
J 

Utilisant ([6] 2.16), on en d~duit un isomorphisme 

4 (g .A )  = ~ RJ~.(g.A)[-j  ] • 
J 

Comme g est lisse A Fibres g~om~rriquement connexes, AX=" g.(AD), de sorte qu'il 

nous reste ~ montrer que 

(5.2.1) R 2i+I £.(A) = 0 !i6~) • 

Pour cela, on se ram~ne imm~diatement, grace A la conservativi t~ du syst~me des 

Foncteurs Fibres (SGA 4 Vlll 3.5), au cas off S est le spectre d'un corpss@parable- 

ment clos k . Alors, le morphisme g ~tant un compos~ de £ibr~s projectifs,il r@sulte 

de (2.2.4) que l'image r~ciproque 

H 2i+I(X,AX) -" H 2i+I(D,AD) 

est un monomorphisme, de sorte qu'on peut supposer que X= D . Darts ce ca$, comme le 
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morphisme de projection D-k est lui-m~me compos& de fibres projectifs, l'assertion 

r~sulte par r@currence de (2.2.4). 

COROLLAIRE 5.3.- Pour tout morphisme de schemas u : S --T , la suite spectrale de 

Leray 

E 2pq = RPu. Rqf~(A) = RP+q(uo£)~(A) 

est d@~@n@r@e. 

Preuve : c£. [6] 1 .2 .  

Nous allons maintenant pr~ciser la structure multiplicative de la cohomo- 

logie de X , en examinant d'abord un cas particulier. Avec les notations pr~c~dentes, 

on obtient un morphisme d'anneaux 

: A'(S)[Tij i] 1~i~m,1~Ji~Pm 

en envoyant 

- A'(X) 

A'(S) dans A'(X) par l'image r~ciproque £ et pour tout couple (i,j) 

~me 
comme ci-dessus l'~l~ment T sur la 3 i classe de Chern 

13 i 
entier p , on a d'apras (3.4 (iii)) 

cji(Ei). Pour tout 

c (~*E) = z ci1(E1)...c ~Em) 
P il+i2+...+im=P Im 

de sorte que, d'apr~s la fonctorialit~ des classes de Chern, le morphisme s'annule 

sur l'id~al JX engendr~ par les ~l~ments 

Cp(E)- ~ T1,il... Tm, i 
il+...im=P m 

pour p variable. D'o~ un morphisme d'anneauX 

~X: (A'(S)[TiJi](i,Ji))/Jx ~ A'(X). 

PROPOSITION 5.4.- Le morphisme d'anneauX ~X ci-dessus est un isomorphisme. Le A'(S)- 

module A'(X) est libre de ran ~ 

(r!)/(Pt!P2!...Pm~). 
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Preuve : On suit l'expos@ de Grothendieck (S6minaire Chevalley 1958, Anneaux de 

Chow et applications, Exp. IV]. Nous aurons besoin du lemme suivant (c£. Lemme I, 

p. 19 de loc. cit.). 

LEMME 5.4.~ a) Soit R un anneau commutati£ (ai) INi~r r @16ments de R . D6signant 

par oi l__a i @me £onction sym6trique 616mentaire des 616ments (Ui)1~iNr et par I 

l'id@al de 1 anneau de polynSmes R[UI,U 2 .... ,Ur] engendr@ par les @16ments oi-ai , l a 

R-alg&bre 

REU 1 , U 2 . . . . .  %]/I 

est un r-module libre de rang r ! 

b) Soient r,P1,P2 , .... Pm des entiers 

Alors le morphisme d'anneaux de polyn$mes 

>0 v@ri£iant l'6galit@ p1+...+pm= r . 

V : R[TiJi]1~i~m,1NJi~p m ~ R[Ui]IKiN r = W , 

&me 
obtenu en envoyant T sur la j £onctions sym~tri~ue 61~mentaire des 61~ments 

:,3 i 

(Up1+. " ) , est injecti£ et fair de W un V-module libre de rang 
• +Pi_1 + s 1~s~Pi 

Pl !''" Pm ! 

En particulier, le morphisme de R-alg~bres 

RET I . . . . .  T r ]  - REU I . . . . .  %]  

obtenu en envoyant T i sur la i ~me £onction svm6trique 61@mentaire des Ui, est in~ec, 

ti£ et £ait du deuxi~me membre un nodule libre de rang r ! sur le premier. 

Montrons comment (5.4.1) implique (5.a). Plagons-nous d'abord dans le cas 
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o~ X est le schema D des drapeaux de E et posons pour simplifier Til = U i . 

Comme la projection canonique D~S est compos~e de r-1 morphismes de la £orme 

PY.(Mi) ~ Yi (I ~i~r-1) , avec Mi un Oy.-Module localement libre de rang 
i i 

r-i+1, on d~duit de (2.2.6) que A'(D) est un A'(S)-module libre de ran~ r ! et que 

le morphisme ~D est surjecti£. Mais le lemme 5.4.1 a) montre que la source de 

~D est ~galement un A'(S)-Module libre de rang r! d'o6 l'assertion dans le cas X= D. 

Dans le cas g~n6ral, il est clair que le diagramme 

A" (×) "l 
C = A" (S)[Ti, ji]/J X 

> A" (D) 

% 

Y > A" (S) [Uk]/J D 

dans lequel l'application y est obtenue par passage au quotient & partir du mor- 

phisme de A'(S)-alg@bres 

A'(S)[Ti,Ji ] - A'[Uk] 

.@me 
d~fini en envoyant T sur la Oi fonction sym~trique @l&mentaire des @l@ments 

i,J i 

(u ) 
pl +...+pi_1 + s IgsKPi 

est commutati£. Comme ~D est un isomorphisme, il r@sulte de 5.4.1. b) que A'(D) 

un C-module libre de rang pl!...pm ! . Par ailleurs, l'expression de g comme produit 

£ibr~ de X-schemas de drapeaux montre que A'(D) est aussi un A'(X)-module fibre de 

rang pl!...pm ! . D'o~ aussitSt le £ait que ~X est un isomorphisme. 

Dans l'~nonc~ de la proposition suivante, on convient de poser pour tout 

sch@ma Y et tout Ay-MOdule M 

Q(Y,M) = • Hn(y,M®~ i ) . 
n,i 
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Le A-module Q(Y,M) est canoniquement muni d'une structure de A'(Y)-module, provenant 

du cup-produit. Si u : Z-Y est un morphisme de sch@mas, le morphisme image r~ciproque 

u : Q(Y,M) - O(z,~*M) 

est compatible avec les structures de A'(Y)-module de Q(Y,M) et de A'(Z)-module 

de 0(Z,u M). On en d@duit un morphisme de A'(Z)-moduies, dit canonique, 

A'(Z ) ® Q(Y,M) * . - Q(Z,u M) 
A" (Y) 

PROPOSITION 5.5.- Soient S un schema, E u n Os-MOdule localement libre de rang r . 

On note £ : X-S l e S-sch@ma des drapeaux de type (Pl ..... Pm ) de E . Alors, pour 

tout As-MOdule L , le morphisme canonique 

~ :  A'(X)@ Q(S,L) ~ Q(X,£ L) 
A'(s) 

est un isomorphisme. 

Preuve : Lorsque X= PS(EJ, c'est une cons@quence imm@diate de (2.2.4) et (2.2.69. 

On en conclut que c'est vrai pour X= D .Dans le cas g~n~ral, comme les morphismes 

canoniques g : D-X et h : D--S sont compos~s de £ibr@s projecti£s, les morphismes 

canoniques 

A'(D) ~ Q(S,L)--O(D,h*L) 
A'(s) 

et A'(D)® O(X,g*LJ ~Q(D,q L) 
4"(×) 

sont des isomorphismes. Par suite id ~ 
A" (D) 

puisque A'(D) est fibre sur A'(X). 

est un isomorphisme, d'o~ le r@sultat 

Nous allons maintenant donner une variante relative de (5.4) et (5.5). 

Avec les notations pr~c~dentes,soit u : S--T un morphisme de schemas. On pose 

A'(X/r) = ~ R2i(uo ~).(AX) 
i 

A'(S/T) = e R 2i u.(AS). En/in, pour tout As-MOdule 
i 

et de m@me L , on pose 
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Q(S/T,L) : ~ R 2i u.(L~ i ) 
n,i 

et  Q(X/T,£*L) : • Rn(uo £ ) . ( £ * L ~ 4  i). 
n , i  

Pour tout couple (i,j) d'entiers, avec I~ i~ m, l~j~ Pi ' l'image de la 

classe de Chern cj(Ei) par le morphisme canonique 

d@£init un A -morphisme. 
T 

cij : A T -- R2J(uof).(4 j ] . 

La donn@e des c 
13 

A" (S/T]-AI g~bre s 

et l'image r@ciproque f permettent de d@finir un morphisme de 

81 :A'(S/T)[Ti, ji](i,ji) -- A'(X/T) 

Notant c les sections de 1 

voit comme dans (5.4) que 

relations 

E 
ii+...+im=P 

A'(S/T] d@£inies par les classes de Chern ci(E), on 

@ I s'annule sur l'Id@al J engendr@ localement par les 

T1,il... T = c (pE~). m,i m P 

D'ofl un morphisme de A'(S/T)-Alg~bres 

8 : A'(S/T)[Ti,Ji](i,Ji)/J --A'(X/T) 

PROPOSITION 5.6.- Avec les notations pr6c@dentes : 

a) Le morphisme de A'(S/T)-Alg~bres 

: A'(S/T)[Ti,Ji](i,Ji)/J - A'(X/T) 

est un isomorphisme. 

b) pour tout As-Module L , le morphisme canonique de A'(X/T)-Modules 



A" (X/T)@ 
A" (s/~) 

e s t  un isomorphisme. 
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Q (S/T,L ' )  * -Q(×/T,2 L) 

Preuve : Simple £aisceautisation de (5.4] et (5.5) respectivement. 
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6. SCHEMAS EN GROUPES 

Commenqons par une propri@t@ g@n@rale des objets tordus par des torseurs. 

PROPOSITION 6.1.- Soient S un sch6ma, G un S-sch6ma en groupes quasi-compact, lisse 

et A fibres connexes, et X un S--sch@ma muni d'une op&ration & gauche de G . 

Si £ : E-S est un S-torseur (& droite) sous G , on note X E le S-sch6ma obtenu A 

p artir de X par torsion au moyen de E et de l'op~ration de G sur X . On note 

p : X~S e t q : XE~ S les projections canoniques. Dans ces conditions, pour tout 

i * 
As-MOdule M et tout entier i , l e ~-Module R q~(q M) est canoniquement isomorphe 

! Rip* (p-M)" 

Preuve : 

>X 

Prl V V P 

f £ 
E -~ S E > S 

<D 2 ) 

d6siqne l'application canonique de pas- 

£ ~tant lisse, le th~or~me de change- 

(D I ) 

On salt que le diagramme (DI], dans lequel ~p 

sage au quotient, est cart~sien. Le morphisme 

ment de base lisse £ournit un isomorphisme 

u:f R q.(q ) >R (pr1?.(~qM? . 

De m~me, on d6duit du diagramme cart@sien (D2) un isomorphisme 

v :  £ R p.(p M) > R (P r l ) . ( (P r2 )  p M). 

Mais p opr2= qo ~D donc, identi£iant de £aqon claire Jo q* ' ~ * et [Pr2) o p , on d@fi- 

nit un isomorphisme 

-I * i * * i 
v ou : £ R q.(q M) "~> £ R p~(p M) . 

Le morphisme £ @tant & fibres g@om@triques non rides et connexes, il r6sulte de 



il r6sulte de (SGA ~ XII 6.5 (i)) 

est un isomorphisme, de sorte que 
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que le morphisme d'adjonction 

(adj)-1o £.(v -I o u) o (adj) 

est l'isomorphisme d@sir6. 

PROPOSITION 6.2.- (Mme RAYNAUD ([5]). Soient S un schema et 

adj : id-o£.£ 

@roupes r@ducti£s (SGA 3 XIX). Pour tout 

M et pour tout entier i , l e ~-Module 

tructible. De plus~ pour tout morphisme 

G' 

u 
S' 

p : fi 45 un S-schema en 

Ag-Module localement constant constructible 

R1p.(p*M) est localement constant et cons- 

u : S'-- S d@£inissant un diagramme cart@sien 

>G 

P 

V 
>S 

le morphisme de chan~ement de base 

u*Rip.(p*M) --> Rip~(p ou')*(M) 

est un isomorphisme. 

Preuve : Les deux assertions de l'@nonc@ sont locales pour la topoloNie @tale de S . 

D'apr&s(SGA 3 XII 2.3), on peut doric supposer que G est d6ploy~. Soient alors B 

un sous-groupe de Borel de G du type indiqu6 dans (SGA 3 XXII 5.1.1), de sorte que 

le quotient G/B existe d'apr@s (SGA 3 XXII 5.8.5), et q: G-G/B et r : G/B - S 

les morphismes canoniques. Le morphisme r @tant propre et lisse, il satisfait au th~o- 

de changement de base propre et les £oncteurs Rir. trans£orment £aisceaux ab@- r~me 

liens localement constants constructibles en £aisceaux du m@me type !$GA z XVI 2.2). 

Par ailleurs, par (SGA 4 XXII 5.5.1), le S-sch@ma B est isomorphe A un produit £ini 

de £ibr@s vectoriels et de fibres vectoriels ~point~s et par suite il r~sulte imm4dia- 

tement de (1.1) et (1.2) que, notant t : B--S le morphisme canonique, les 
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faisceaux Rit~(t~M), avec M un As-MOdule localement constant constructible, sont 

localement constants constructibles et stables par changement de base. Soit maintenant 

M un As-Module localement constant constructible. Ii r@sulte des consid@rations 

pr@c6dentes et de (6.1) qua les faisceaux Riq~(p~M) sont localement constants cons- 

tructibles, et on en d~duit en utilisant la suite spectrale de Leray 

Rir.(RJq.)(p~M) = Ri+jp.(p*M> 

i * 
qu'il enest de m~me des £aisceaux R p.(p M). En£in, d'apr6s (6.1), les faisceaux 

Riq~(p*M) sont stables par changement de base ; grace au th6or@me de changement de 

propre pour r , on en d6duit qua les Faisceaux £ip.(p*M) sont 6galement stables base 

par changement de base. 

Remarque 6.3.- Co.he tout S-groupe r~ducti£ est localement pour la topologie @tale 

image r@ciproque par le morphisme canonique S-Spec(2) d'un Spec(~]-sch@ma r@ductif 

(SGA 3 XXIII 5.7 et XXV 1.3), (6.2~ montre que le calcul de la cohomologie CA coef- 

Ficients de torsion premier ~ la caract~ristique~ des schemas en groupes r~ducti£s 

sur un corps alg@briquement clos se ram@he au probl@me transcendant du calcul de la 

cohomologie des sch@mas en groupes r@ductiFs de m~me type sur le corps des complexes, 

dont la solution est connue par les m@thodes de la topologie alg@brique, compte tenu 

du th6or@me de comparaison (SGA < XI 4.4) 

COROLLAIRE 6.4.- Soient S un sch@ma et p : G--S u__n_n S-schema en @roupes extension 

d'un S-sch@ma en @roupes 6tale £ini F et d'un S-sch@ma en gmoupes r~ductif H . 

Alors, les conclusions de (6.2) sont valables pour tout ~Module localement constant 

constructible M . 

Preuve : Quitte A Faire le changement de base F--S, on peut supposer F de la forme 

FS, o~ F d@signe un qroupe fini ordinaire. Alors, on aun isomorphisme de S-sch@mas 

c~JJ ~ 
E F 

et on conclut par (6.2). 
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COROLLAIRE 6.5.- Soient S un sch@m$, G u n S-sch@ma en Nroupes r@ducti£ et H u n 

sous-S-sch@ma en @roupes r@ducti£ de G , tels que le £aisceau quotient de G par H 

pour la topolo@ie £id~lement plate quasicompacte soit repr@sentable. Alors, notant 

p : G/H -- S le morphisme canonique, les conclusions de (6.2) sont valables pour tout 

As-MOdule localement constant constructible M . 

Preuve : Soit f : G--G/H le morphisme canonique, qui est lisse, donc de descente pour 

les £aJseeaux @tales (SGA zl VIII 9.1). Posons pour tout entier r ~0 

G r = G XG/H GXG/H X...XG/H g (r+l i~ois) 

qui d'aprTs SGA 3 V 1.5, s'identi£ie canoniquement 

G X H X ... xH , 
S S S 

¢ J 
r l o i s  

et notons fr: Gr~ G/H et gr: Gr-- S les morphismes canoniques, de sorte qu'en parti- 

culier ~ = f . Notons enfin, pour tout entier q ~O , Zq(M) le complexe 
o 

D'apr@s (SGA ) , on a une suite spectrale de descente (ou de Cech) 

pq Hp(~q(M)) En= n = = R p~(M) (M) : E 2 

Comme les sch@mas G sont des sch@mas en groupes r@ductifs, il r@sulte de 6.2 que 
r 

Pq sont localement courants constructibles et compatibles avec tout les termes E 2 

changement de base. On en d@duit aussitSt qu'il en est de m@me pour les E n 
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7. INTERSECTIONS COMPLETES 

On suppose donn~ dans ce paragraphe un corps s6parablement clos k . Si 

est un nombre premier j car(k), on note pour tout k-sch@ma propre X et tout entier 

i b i i ~ 0 par b~ (X) [ou (X) si aucune confusion n'est possible] le i @me hombre de 

Betti de X pour les coe££icients ~£ . Si X est projecti£ sur k , on appelle 

section hyperp!ane de X le lieu des z@ros d'une section transversale A la section 

V 

nulle d'un £ibr@ vectoriel V(£) , avec £ un ~-Module inversible ample. 

THEOREME 7.1.- (Th@or~me de Lefschetz)Soient X u n k-sch@ma ~ro~ecti£ lisse, connexe 

de dimension n , Y un sous-sch@ma de X intersection de d sections hyperplanes 

de X , e~t L u n Ax-MOdule localement constant constructible. Alors : 

(i) L'homomor~hisme image r@ciproque 

Hi(X,L) -- H i ( y ,  LIy)  

est un isomorphisme pour 

(ii) Supposons Y 

Gysin 

i~n-d-1, et un monomorphisme pour i= n-d . 

lisse sur k , de dimension n-d . Alors l'homomorphisme de 

~i(y,(LIY) ~y~-~) .Hi+2d(×,n 
e s t  un  i s o m o r p h i s m e  p o u r  i ~ n - d + l  e t  un @pimorphisme p o u r  i = n -d  . 

Preuve : II est bien connu que le compl@mentaire d'une section hyperplane est un 

ouvert a££ine, et par suite U= X a Y est r@union de d ouverts a£gines. L'assertion 

(i t r@sulte alors imm@diatement de la suite exacte de cohomologie 

i . Hi A i+I 
-..~HI(U,LIU)-Hi(X,L) (Y,LIY) ~ > H I (U,LIU) ~ ... 

et du lemme suivant. 

LEMME 7.1.1.- Soit U un k-sch@ma de type £ini de dimension n , r6union de d ouverts 

a£fines, et F un Au-Module. 
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a) S_~i F est constructible t 

Hi(U,F) = 0 pour i~n+d . 

b) S_~_i F est localement constant et U lisse sur k , 

H~(U,F) = 0 pour i Kn-d . 

Pour d= I, l'assertion a) n'est autre que (SGA 4 XIV 3.2). Dans le cas 

g@n6ral, notant ~ un recouvrement de U par d ouverts a£Fines, on en d6duit a) 

grace & la suite spectrale de Cech 

HP(%~q(r)) - ~P+q(u,F) . 

Montrons b). Comme les £oneteurs H:(U,.) commutent auX limites inductives Filtrantes 

(SGA ~ VII 5.3], on peut supposer F constructible, et alors l'assertion r6sulte de a), 

grace A la dualit@ de Poincar@ (SGA 4 XVIII). 

Erz£in, compte tenu de la d@£inition du morphisme de Gysin via l'isomor- 

phisme canonique 

(7.1.2) Hi-2d(y,(LIy) 94-d)~ i ~Hy(X,L) , 

l'assertion (ii) r@sulte de 7.1.1 a) et de la suite exacte de eohomologie associ@e & 

un ouvert et son compl@mentaire 

...-Hi-I(U,LIU) ~ > H~(X,L)--Hi(X,L)'Hi(U,LIU)-... 

Remarque 7.1.3.- En Fait, il r@sulte de la propri@t6 d'excision que l'isomorphisme Ca- 

nonique (7.I.2) se g@n@ralise au cas od l'hypoth@se de lissit@ sur X , et celle 

que L soit constructible iocalement constant, sont v@ri£i@6s seulement au voisinage 

de Y , de sorte que 7.1 (ii) se g6n@ralise dans ce cadre. 

Pour des Formulations nettement plus ~6n@rales, voir (SGA 2 XIV 4.6), qui 

cependant est prouv@ seulement moyerLnant l a r@solution des singularit6s, donc provisoi- 

rement en caract@ristique 0 . 
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COROLLAIRE 7.2.- goient X u n k-sch6ma projecti£ lisse, connexe~ de dimension 

Y un sous-sch@ma de X intersection de d sections hyperplanes de X , e t L 

=~-£aisceau constant tordu constructible (~ ~ car(k)). Alors : 

(i) L'homomorphisme image r~ciproque 

~.: Hi(X,L) -- Hi(y,L[y) 
l 

est un isomorphisme pour i~n-d-1, et an monomorphisme pour i = n-d . Si de plus 

L est localement libra constructible~ le conoyau de ~n-d est sans torsion. 

(ii) Supposons 

Gysin 

Y lisse sur k , de dimension n-d . Alors l'homomorphisme de 

~i: Hi(Y' (L IY) C-d)) ~Hi+2d(x,L) 

i=n-d . Si de plus 

n 

un 

est un isomorphisme pour i~n-d+1 et un ~pimorphisme pour 

est localement libra constructible; l'@pimorphisme 

est sans torsion. 

L 

~n-d est direct et son noyau 

Preuve : Montrons (i), l'assertion (ii) s'en d6duisant par dualit@ de Poincar6. Dans 

le cas g@n6ral , un simple passage A la limite ~ partir de 7.1 (i) permet de conclure. 

Lorsque L est un ~- £aisceau localement libra, on applique le lemme suivant au 

morphisme image r6ciproque 

F(X,L) ~ ~ F(Y, LIY) 

de D(~%) , l'hypoth&se (iii) @tant r6alis@e gr$ce A 7.1 (i). 

LEMME 7.2.1.- Soient V un anneau de valuation discrete, ~¢ son corps r@siduel, 

u : K--L un morphisme de D(V). 

On suppose Rue K e_!t L sont A cohomolo$ie de type fini set on note M 

le mappin$-cylinder de u . Alors pour tout m6 ~ les conditions suivantes sont ~qui- 

valentes : 

(i) HP(M) = 0 pour pKm-1 , e_~t Hm(M) est sans torsion. 
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(ii) Pour tout V-module N , le morphisme 

HP(u~i%) : HP(K~N) ~EP(L~N> 

est un isomorphisme pour p~m-1 et un monomorphisme pour p = m . 

(ii bis) Pour tout V-module N on a 

HP(M~N) = 0 (p~m-1). 

(iii) Le morphisme 

HP(u~id) : HP(K~kV)~HP(K~k V) 

est un isomorphisme pour p ~m-1 est un monomorphisme pour p = m . 

(iii bis) HP(M~) = 0 pour p~m-] 

De plus, ces conditions 6quivalentes impliquent : 

(ibis] Le morphisme 

nP(u) : HP(K) - HP(L) 

est un isomorphisme pour pN m-l, est un monomorphisme de conoyau fibre pour p = m . 

Preuve : Le diagramme d'implications suivant est 6vident 

(ii) = (ii bis) 

(i) = <i his) 
(iii) = (iii Dis) 

Nous allons montrer s@par@ment que (i) = (ii bis] et (iii bis) = <i), ee qui s~£fira 

pour conclure, e'assertion (i) =(ii Dis) se volt sans peine sur la suite exacte 

de K~nneth 

O-H p(M) %N-- H p(M~Nj-Tor~(H p+I(Mj,N]-O . 

La m@me suite exacte, pour N=k V , montre que si (iii bis) est vrai, 

HP(vJ®k.= 0 (p~m-1) et ToJ(Hm(M),k_) = 0 . 
1 v 
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On en d6duit (i) par le lemme de Nakayama et le crit6re local de platitude 

(EGA Oii I 10.1.3). 

Sous les hypoth&ses pr@c~dentes, on voit que la connaissance des groupes de 

cohomologie de X ~ coefficients dans ¢% implique la connaissance de ceUX de Y , 

except@ en dimension n-1 . Le calcul de ce dernier se ram&he imm~diatement, sous ces 

conditions, au calcul de la caract&ristique d'Euler-Poincar@ de Y . C'est ~ ce 

calcul que nous allons maintenant nous int~resser, dans un cadre un peu plus g~n~ral. 

PROPOSITION 7.3.- Soient X un k-sch&ma propre, lisse t connexe~ de dimension n, 

E u nn Ox-MOdule localement libre de rang constant r , e__~t Y le lieu des z@ros d'une 

section de V(E) transversale ~ la section nulle. Notant p : X ~ k le morphisme can£- 

nique et p. le morphisme de Gysin correspondant on a l'6galit@ 

v l  -1 f EP (Y) = p . ( c ( ~ ) c ( E )  c r , E J )  

dans H ° ( k , ¢ ~ )  = 0 z . 

Preuve : D'apr~s (EGA IV 17.13.2), Y est lisse purement de dimension n-r et , 

notant i : Y--X l'immersion canonique, le faisceau conormal A i est l'image r@cipro- 

v 

que par i du faisceau conormal E A la section nulle de V(E). On a donc une suite 

exacte 

* f v  * 1 (7.3.1) O - i  ,S )~ i  ( o X ) ~ 4 ~ o  

d'o~ r~sulte aussitSt l'~galit~ 

(7.3.2) C(~) = i*(c(~)c(E) -1) 

On en d~duit par (3.10) l'expression suivante pour EP(Y) 

• * f  ~1 ] - 1  EP(Y) = p.l.l c(Qx)c(E , ) 

soit, compte tenu de la formule de projection pour le morphisme i , 

EP(Y) = p . ( c (~ )c ( s ) - l i . (1y ) )  • 

La £ormule de l~nonc~ en r~sulte imm@diatement gr$ce A (4.7). 
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COROLLAIRE 7.4.- Soient X un k-sch&ma propre, lisse I connexe, de dimension n e_!t 

Y tun sous-sch~ma £erm~ lisse de dimension n-1 d_ee X , d~£ini donc par une section 

d'un 0 X- Module inversible L . Notant p le morphisme canonique de X dans k e_~t p 

le morphisme de Gysin correspondant, on a l'~@alit~ 

EP(X)-EP(Y) = p.(c(~)c(L) -I) (7.4.1) 

darts H°(k,O~) = Q~ . De plus 

(7.4.2) bn-1(Y) = 2b n-l(x)-bn(X)+(-1)np.(c(~)c(L) -1) 

Preuve : L'~galit& (7.4.1) provient de 7.3 et de 4.2 compte tenu de l'&galit~ ~vidente 

1 - c ( L ) - l c l  (L) = c(L) -1 

Utilisant (7.2), on voit que 

Mais 

bn-1(y) = bn-I(x]-bn(X)+bn+I(x)+(-I)n(EP(X)-EP(Y)). 

bn-l(x) = bn+1(X) par dualit~ de Poincar~, d'ofl (7.4.2). 

COROLLAIRE 7. 5 .- Soit X un sous-sch~ma lisse~ connexe et de dimension n d__ee 

n+r n+r 
Pk , intersection compl&te ~lobale de r diviseurs de Pk , soient Xs,X2,...,X r. 

Pour tout entier i6 (1,r) , on note d i le de@r~ de X i . Alors : 

(i) Les @roupes de cohomolo@ie HP(x,~] sont des ~-modules libres de type fini. 

(ii) S!i p est un entier K 2n e_~t ~ n , 

[ 0 sip est impair 

HP(x,~) 

L ~ S__!i p est pair. 

(iii) La caract~ristique d'Euler-Poincar~ de X est donn&e par la £ormule 

n-i n+r+1 Jl 
EP(X) = d1...d r ~ (-I) ( i ) dl "'" d3r 

OKi~n r 

Jl +'" "+j =n-i r 

Preuve : L'assertion (i) r~sulte i~n~diatement de (7.2). De m@me pour (ii), compte tenu 

de la cohomoloqie des espaces projectifs (n ° 2).Montrons la partie (iii). Notons P 

l'espace projecti£ ambiant, p : P~k la projection canonique, p. le morphisme de Gysin 
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c o r r e s p o n d a n t  e t  ~ l a  c l a s s e  de Op(1) .  Pour t o u t  iE ( 1 , r 5 ,  l e  schema X i e s t  d@- 

£ini par une section d'un Op-MOdule inversible Li, de sorte que X est le lieu des 

V v 

z@ros d'une section de V(LI~... O Lr) transversale & la section nulle. Par ailleurs 

on salt que l'on a une suite exacte 

n+r+1 15 0 0 - @ ~ C p ( 1 5  ~ Op - Op( ~ , 

d 'oQ 
~I ~)n+r+1 

~ ( % 5  = (i + 

On d6duit alors de (7.35 l'expression suivante pour EP(X). 

~ v --I v v 
EP(X 5 = p. (c(  5C(L l~ . . .e  Lr5 e l (L lS . . . c1 (L r )  5 

= . 1 + . ~ n + r + 1 ( 1  - 1 ) .  P . ( d l - .  dr~r( ~) , + d l g S - t . . . ( l + d r ~ )  

p . ( g n + r ) =  1 ( 2 . 2 . 2  c ) )  , on en t i r e  sans  p e i n e  l a  £ormule  d< Utilisant le £ait que 

l'~nonc~. 

Remarque 7.6. On peut ~galement obtenir l'expression de la caract&ristique d'Euler- 

Poincar@ en utilisant (4.11) et en transcrivant les calculs de Hirzebruch (3,p.160-161) 

qui utilisent le th@or@me de Riemann-Roch. Pour un calcul plus completet la d@ter- 

mination de la cohomologie de Hodge des intersections compl@tes, on renvoie le lecteur 

(SGA 7 xz). 

7.7 Par analogie avec ce qui se passe dans le cas transcendant, o~ pour des 

coegficients constants on dispose d'un autre th~or~me bien connu de Le£schetz ([4]5 , 

• (*) 
on est amen~ A conjecturer l'@nonc@ suzvant. 

S__i X est un k-schema pro~ecti£, lisse et connexe de dimension n e_!t 

la classe darts H2(X,~ (I)) d'un @x-MOdule inversible tr~s ample, alors pour tout 

@~-£aisceau constant tordu L et tout entier p Nn, la multiplication par ~n-p : 

HP(x,L5 - H 2 n - P ( x , L ( n _ p ) )  

est un isomorphisme. 

(*) Comme Deligne l'a Observ4, les @nonces (7.7) sont faux sans hypotk~se suppl@- 
mentaire sur L . Cependamt, ~eligne les a d~mon~r~s (La conjecture de Weil II) 
lorsque de plus L est "purr". 
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Cet @nonc@ conjectural ales consequences suivantes, ~galement non 

prouv~es en car j 0 . 

Soient X u__nn k-sch@ma projecti£ lisse a connexe, de dimension n , 

Y une section hyperplane lisse de X , L u_qn @%-£aisceau constant tordu sur X . 

(i] Le morphisme image r@ciproque 

HP(x,L] - HP(Y,LIy) 

est tan ~pimorphisme pour p e n . 

(ii] Le morphisme de Gysin 

H p (Y, (L IY] (-I)] - H p+2 (X,L] 

est un monomorphisme pour p g n-2 . 

Preuve : Soit j : X c___> pr une immersion £erm&e et % (resp. ~y) la classe dans 

H2(X,Q~(1)) (resp. H2(Y,~(1]]) de @X(1] (resp. ~y(1]). On note ~ : Yt > X 
l'injection canonique. Pour 

U ~-l-q 

Hq(X,L] 

H2n-2-q(X,L(n-l-q)) 

q g n-1 , le diagramme 

-> Hq(Y,L IY] 

> H2n-2-q(Y, (L IY] (n-l-q] 

est commutati£ et la colonne de droite est (conjecturalement) un isomorphisme. Posons 

p = 2n-2-q ; pour q~n-2 , soit pan , la ligne du haut est un isomorphisme (7.2), 

d'o~ l'assertion (i]. L'assertion (ii] se prouve de m~me en consid~rant cette £ois le 

diagramme suivant, avec p ~n-1 . 
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Hp(y,(Liy)(_lj j Gysin 

u ~y-1-p 

H2n-2-p(y,(LiY)(n_2_pJj Gysin 

> HP+2(X,L) 

t' U ~-l-p 

> H2n-P(x,L(~-~-p)) 

dans lequel la ligne du bas eSt un isomorphisme pour 2n-2-p ~ n , soit p ~ n-2 

(7.2 (ii)) . 

Pour une discussion de ces conjectures et de leurs consequences, on renvoie 

le lecteur ~ l'expos~ de Kleiman (Algebraic cycles and the Well conjectures, in 

"Dix exposes sum la cohomologie de sch&ma5 .). 
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8. VARIETES ECLATEES 

Dans ce num~ro, nous donnons une variante cohomologique des calculs pour 

le groupe K et le "groupe des classes de cycles" d'un sch@ma ~clat@, donn~s dans 

SGA 6 VII 3.7 et 4.8 . Les hypotheses et les notations sont celles du d@but du paragra- 

phe 4 (4.1 & 4.3). Dans ces conditions, le morphisme "classe £ondamentale" 

@ -1 2 

£ournit, apr&s applicatiom du £oncteur ~£. , un morphisme 

f .(~) : i .~  g . (~T  1)[ -2] "~  £.(A X,)- 

THEOREME 8.1.- Le morphisme de D+(X,A) 

(8.1.~) 

d & f i n i  p a r  l a  m a t r i c e  

l adj ~ £*(Y) 1 

0 i.(trace) 

est un isomorphisme. 

Preuve : Grace & la conservativit~ du syst~me des £oncteurs £ibres, il suf£it" de v@- 

rifier l'assertion au-dessus de chaque point x de X . Elle est ~vidente au-dessus 

de U = X ~ Y . Pour x appartenant & Y , on se ram@he, gr$ce au th~or~me de chan- 

gement de base propre, & prouver le lemme suivant (avec r = d-l). 

LEMME 8.2.- Soient k un corps s~parablement clos, r ~ I un entier~ et 

Alors : 

a) L'application canonique A~H°(P,A) est une bijection. 

b) HI(p,A) : H2r-I(p,A) = 0 . 

r 
P=Pk " 
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O~p ~2r-2 , la multiplication par ~=c_Z(Op(1)) EH2(p,~) • 

H p ( p , 4 -  I) . HP+2(p,A) 

est un isomor2hisme. 

d 5 Le morphisme trace H2r(P,~ - 17 ~ H°(k,bk -(r+15) est une bijection. 

Le lemme est une cons6quence imm@diate de 2.2.2. 

Pour l'~nonc~ du corollaire suivant, on convient de poser pour tout 

X-sch@ma h : T--X , route pattie £erm~e Z de T et tout complexe M de Ax-MOdules 

H*(T,M) * * = H (T,h (M)) 

e t  ~(z,M) = Hz(T,h (MS). 

COROLLAIRE 8.3.- Pour tout complexe M d~e ~-Modules et tout p 6 ~ , les applica- 

tions 

(8.3.1.5 

et 

(8.3.2) 

d~£inies par la matrice 

HP(x,M ) ~HP-2(y,,M® ®- 1.) .HP(x,,M) ~HP-2d(y,M®b S - d )  

H~(X,M)~HP-2(Y',M®~ ®- 17-HY,, p (X',M)~HP-2d(y,M~2 -d) 

sont des bijections. 

Preuve : Notons provisoiremenY u le morphisme (8.1.1). Compte tenu de la formula de 

~mes 
projection, les £1~ches (8.3.17 et (8.3.2 5 sont callas induites sur les p objets 

de cohomologie par les morphismes ~ F(X,~idM5 et • F(X,u~i~) respectivement, 
= 

d'o~ l'assertion. 

8.4. Nous allons maintenant expliciter l'isomorphisme inverse de (8.3.2 5 et aurons 

besoin pour cela de quelques lemmes. 
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LEMME 8.4.1.- Soient S un schema I E 

d , e~t p : P = Ps(E) - S le £ibr~ pro~ectif associ~. D~si~nant par 

d6fini par la suite exacte canonique 

0 - F ~ / ( E )  -- Op( O 

on a la relation 

Preuve : D~signons par c 
1 

l'@galit@ 

un 0s-MOdule localement libre de ran~ constant 

F le 0 -Module 
-- p - -  

p. (Cd_l (~ ) ]  = 1 

(8 .4 .2 )  

les classes de Chern de 

40, 

E , et posons = C l ( O p ( 1 ) ) .  De 

Or l'homomorphisme p. 

lemme s'obtient alors en appliquant l'homomorphisme 

et en utilisant la formule de projection. 

p*(~(E) )  = c(F)(1 + O resulte qu~ 

c(~)  = p* (c (S) ) (1  + 0 -1 d'o~ 

Cd_ I (F)= E (_l)d-l-i ci~'d-l-i 
O~ i~ d-1 

diminue les degr6s de 2d-2 et on a p.({d-1) = I (2.2.2). Le 

p. auX deux membres de (8.4.2), 

LEMME 8.4.3.- On note 

canonique 

Soient M 

un entier 

F l_ee Oy,-Module localement libre d&fini par la suite exacte 

O-F -g*(N) ~ O y , ( 1 )  ~ 0  . 

un Ax-Module localement constant constructible au voisinage de 

0 . Pour tout y6HP(Y,M), on a l a relation 

t ~ v 

( i . t z ) )  = j . ( g  (y)cd_ 1 (F))  

dans HPt2d(,x ',M® ~d) . 

Preuve : Posons z=  £ ( i . ( y ) ) - j . ( g  , Y ] C d _ l ( F ) )  

On a ** . . v 

d'o0, grace & (4.1) et au lemme de lin6arit~ de <SGA 4 XVIII), 

Y , et p 
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* c *]~ v , I - l ) ) ' l =  0 (8.4.4) j * (z)= g (y)[ d(g ) -Cd_ l (F )C l (O  Y . . . . .  

Posant U=X "- Y et U'= X'" Y', on a un diagramme commutati£ exact @vident 

w 
p+2d Hp+2d- I (u , )  8 > Hy, (X ' )  ,,,l > HP+2df, y') 

( 8 . 4 . 5 )  ~ £ g 

H P+2d-1(U) ~ > ~py+2d(×) i > ~p+2d(y) , 

avec des simplifications de notations @videntes. ha consideration de (8o4.5) et 

(8.4.4) montre alors qua z est de la £orme 

~=E ( t )  

_p+2d~ ..~ @d 
avec t6ny <A,m~ ). Par (4.2), on a t=£.(z) , de sorte qu'il su££it de voir 

qua £.(t) = 0 . Or 

= - * J * ' g  'Y )  d - l '  )) ' 

d'o& en utilisant (4 .2 ) ,  

* v 
£ . (z )  = i . ( y )  - i . g . ( g  (yJCd_ l (F) ) .  

On conclut en utilisant la £ormule de projection pour le morphisme g , et (8.4.2). 

PROPOSITION 8.5.- Soit M un ~-Module localement constant constructible au voisina~e 

de Y . 

* fX' ~d a) Notant y: Hy,\ ,M~ ) -H*(Y',M®~®(d-I))(-2) l'unique application d@Ei- 

nie par la relation 

(8.5.1) £ 0 £.= j.O ~{+ id , 

on a 

(8.,5.2) g.o y = 0 , 
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et la matrice inverse de (8.3.2) est 

(8.5.3) I 
f. 

-y 

* -i. 1 

g (')%-I (F) 

b) Pour tout entier p ~0, la suite 

O.~HP-2d(y,M(_d) ) __k_k > HP-2(y, M(_ljjE)HP(x,Mj__F__> HP(x, M) wO, 

dans laquelle k et ~ d@signent les Fl~ches 

x : =, > [g (x)%_I(~), -i.(×)] 

: (x,y)- j.(x) + f*(y) 

est exacte. De plus, l'application k a pour inverse & gauche 

x, . .  ( ~ , y )  , > g . ( ~ )  . 

Preuve : Montrons a). Compte tenu de 4.2 (£.9"= id), il sufFit, pour voir que 

y g (.)Cd_ I(F g. 

= id , 

de prouver que 

(8.5.4) 
* v 

y j . +  id = g [g.(.)%_1(F)], 

et (8.5.5) y £ = 0 . 

De (8.5,1), on d~duit que 

w . w . 
£ £.£ = j.y £ + £ , 

w 
d'o~ par (4.2) j.y£ = 0, d'o~ r~sulte (8.5.5), puisque j .  est un isomorphisme. 

Mont ro r~  (8.5.4). De (8.5.1) r ~ s u l t e  que 
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£.J. = j .  YJ.+ J. , 

soit, puisque F.j.= i . g .  et compte tenu de (8.4.3), 

J.g*Cg.C.)Cd_ I (m)5=j. Y j .+ J. • 

La relation (8.5.45 en r@sulte en multipliant ~ gauche par l'inverse de j.. Enfin 

(8.5.2) s'obtient en ~crivant que le compos@ des deux matrices dans l'autre sens est 

l'identit@. Montrons b 5. De 8.4.3 et 8.4.1 respectivement r~sulte que ~o ~=O et 

%'o k = id. Par ailleurs, l'application ~ est surjective d'apr@s (8.35 . II reste 

donc A voir que Ker(~SCIm(% 5. Mais po (%oX') = O et %'o (Xo%' 5 = id de sorte 

que ~(x) = O implique que 

( ~ x ' ) ' , X o X '  (×55 = ( ~ x ' ) ( × )  , 

d'oO x=XoX'(x) d'apr~s 8.3. 

8.6. Nous allons maintenant essayer de d@terminer la structure multiplicative de 

la cohomologie de X' . Pour cela, nous poserons pour tout p E ~ et tout ~-Module M 

localement constant constructible au voisinage de Y 

vP(x ' ,M 5 : HP-2 Cy, ,M(-I)5~ HP(x,M5 

Pour p,q~2~ et M,N deux Ax-MOdules localement constants constructibles au vo is i -  

nage de Y , on d~£init une loi de composition 

(8.6.1) U : vP(x',MS'~ vq(X',NS~P+q(X',M~ N 5 
A A 

par la £ormule 

= ~ w w 

(8.6.2) (YI'Xl)UCY2'X2) ( -y4y~+ y19 1 (x25+(-15Pqy~g*i*Cx15,xlx25 

Cette loi de composition est clairement anticommutative, et un calcul £acile mais £asti- 

dieux montre qu'elle est associative. En particulier, 

V~(X ',A) = e vP(x ' ,A 5 
pE~ 
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est aussi muni d'une structure de A-alg&bre gradu@e commutative (au sens des alg&- 

bres gradu@es par Z~ ), et 

V*(X',M) = ~ vP(x',M) 
p6Zg 

est muni d'une structure de module gradu@ sum l'anneau gradu@ ~7*(X',A). 

PROPOSITION 8.6.3 a) Pour tout couple (M,N) d__ee Ax-Modules localement constants 

constructibles au voisina@e de Y , le dia@ramme 

V*(X',M')®V*(X',N) W' ® ~ > H*(X',M)(}H (X ,N) 

(8.6.~)[ u 

..K- 
~7*(X',M®N)- ~ > H (X',M~N) 

est commutati£. En particulier, l'application surjective 

: V*(X',A)-H (X',A) 
~A = 

est un morphisme d'anneaux, et l'application 

~ =  ~. : v*(x',M)-H (X ,M) 
est un morphismes de modules sur anneaux variables. 

l'application 

b) Si l'on £ait op@rer V (X',A) sur H (Y.M(-d))(-2d) au moyen de 

~P(X',AJ~Hq-2d(y,M(-dJ) -- HP+q-Pd(y,M(-dJ) 

( y ' , × )  ~ y ,  > i ( x ) . y  , 

-K- 
alors l'application k de 8.5 b) devient un morphisme de ~ (X',A)-modules. 

Preuve : Montrons a). Avec les notations de 8.6.2., il s'agit de montrer l'@galit@ 

• - , ,= , * * pq * * *f (-i) y~g i (×~)) f ~x,x~) 

= ( j . (y~)  + £ (Xl)')(j.~(y2')+ £ (x2')) • 
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Elle r@sulte sans peine des ~galit~s 

e (x~)f (x 2) = 

j .  (y' g*i*(X)) = 

£*(XlX2) (multiplieativit~ de £'5 
j . ( y ' ) j . ( y ' )  (4.5) 

j . ( y ' j *£ * (x ) )  J.(Y 5£ (x) (£ormule de projection). 

Montrons b). L'@galit@ & prouver, & savoir 

x( i ' (~ ) .y )  = (y ' ,× ) .x (y)  

se d~compose en les deux suivantes. 

9 ~f,l'*(x).y)cd_ I(F) = f-y'g*(Y)Cd_l(F)~+ y 'g~ i * ( - i . ( y ) )  

et - i~( i  (x)y) = -x i~(y). 
La seconde n'est autre que la £ormule de projection pour le morphisme i . 

La premi&re d@coule imm~diatement des relations 

-~ Cd_1(F ) = g [Cd(N)] (suite exacte de 8.4.3) 

[i*i.<y) = y %1~> (4.1) 
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9. ANNEAU DE CHOW D'UNE V A R I E T[  ECLATEE ET FORMULE DE S E L F - I N T E R S E C T I O N  

DANS L'ANNEAU DE CHOW. 

On se propose dans ce paragraphe de donner la d@monstration, dGe 

MUMFORD, de l'@nonc@ analogue de 4.1 dans l'anneau de Chow. On montrera ensuite comment 

on peut en d@duire la "formule-cle£" (8.4.3), et par suite d@terminer la structure de 

l'anneau de Chow d'une vari@t@ @clat6e. 

Con£orm#2nent aux conventions de 3.9, on note C'(X) l'anneau de Chow 

d'un sch@ma X quasi-projectif et lisse sur un corps k . La th~orie de classes de 

Chern utilis6e est celle de [I 3 . 

On se servira plusieurs £ois du lemme suivant. 

LEMME 9.1.- $oient S un schema quasi-projectif et lisse sur un corps s@parablement 

clos k , E u n Os-MOdule localement fibre de rang constant r+1 , e_! p : P= Ps(E) --S 

le Fibr~ projecti£ associ~. On d@signe par F le O -Module d@fini par la suite 
- -  p 

exacte canonique 

(9.~.o) o - F - p*(S)-o (i) - o, 
p 

et on pose { = c1(0p(O). A1ors : 

(i) Pour tout yEC'(S), on ! 

( 9 . ~ . 1 )  y = p . (p  ( y ) c r ( F ) ) .  

(ii) Supposons que E = N ~Os, avec N u n Os-MOdule localement libre de rang r , 

de sorte que P s'identifie A la compl6tion pro0ective N de V(N), et notons 

s : s - Ps(E) 

la section composle de la section nulle de V(N) et de l'inclusion canonique V(N)~[ . 

Alors : 

(a) Pour tou t  y E C ' ( S ) ,  on a l e s  r e l a t i o n s  : 

(9 1.2) s . ( y )  = p (Y)Cr(F)= p ,y ) (  ~ p * ( c i ( N ) ) g r - i ) ,  dans 
i=O 

(9 .1 .3 )  s * s . ( y )  -- y cr(N ] , dams C ' ( S ) .  

c(~) 
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(b) Pour t o u t  z C C'(N), on a : 

( 9 . 1 . 4 )  s* (z )  = p . ( z  C r ( ~ ) )  , d a n s  C ' ( S ) .  

Preuve : Montrons (9.1.1). Grace A la £ormule de projection pour p , il suf£it de voir 

que p.(Cr(~)) = I . Pour cela, il n'y a qu'& copier la preuve de 8.4.1, en utilisant 

les relations ( [CH] 4 ( 1 7 ) ) .  L'@galit@ du I e et du 3 e membre de ( 9 . 1 . 2 )  n'est au t re  

que l e  lemme 3 de [1]. Paraphrasant  l a  preuve de ( 8 . 4 . 1 ) ,  on v o l t  que 

r 
(9.1.2) bis Cr(F) = Z p*(ci(N))C -i , 

i=o 

ce qui ach@ve la d@monstration de (9.1.2). Appliquant le £oncteur s aux deux membres 

on voit, puisque po s= zd, que (9.1.3) sera cons&quence de I'6- extr@mes de ( 9 . 1 . 2 ) ,  

g a l i t ~  
. r -1  

s ( z  
i=O 

et A £ortiori des ~galit~s 

* i (9.1.5) s (~) -- 0 

Montrons (9.1.5). Notant oe : V(N)-~N 

j(~p(1)) ~%(~) d o~ 

p*(ci(~) )~r-i) = o 

(i > 0). 

l'inclusion canonique, on a @videmment 

~*(0 = ~ * ( C l ( ~ p ( t ) ) ) = e l ( ~ V ( N ) )  = 0 

par £onctorialit@ des classes de Chern. L'assertion en r@sulte aussit$t par d~£inition 

de s . Montrons (9.1.4). Nous utiliserons pour cela i ~galit@ 

(9.1.6) ~ Cr(~) = er+~(p*(~) e ~) = o , 

qui r@sulte aussitSt de la suite exacte (9.1.0). L'@l@ment z admet une d6composition 

unique de la £orme 
r 

* ~i 
= z p (~i) ~ec a E C'<S) 
i=O ' i ' 

([CH] 4 Th I). De (9.1.5) r6sulte que s*(z) = a . Par ailleurs, l'@galit6 (9.1.6) 
o 

montre que z Cr (~) = P*(ao)Cr(F)' et on conclut par (9.1.1). 
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Chow. 

Enongons maintenant l a "£ormule de self-intersection" dans l'anneau de 

THEOREME 9.2 (MUMFORD).- Soient k un c o r p s  s6parablement closet i : Y~-.X un___~e 

immersion £erm~e~ purement de codimension d , de k-schemas quasiproSecti£s et lisses. 

Alors~ notant N le £aisceau normal de i , on a pour tout yEC'(Y) l'6galit~ 

i*i. (y) = y cd(N) 

dans C'(Y). 

Pour la preuve, nous allons avoir besoin d'un certain nombre de notations 

et de sch&mas auxiliaires. 

I 
Plongeons X dans Z= X X Pk au moyen du morphisme u : t ~ (t,O), de 

k 
sorte que l'on a un diagramme cart~sien 

gl 

^ Jl  
N c > Z' 

i 1 
Y ¢ >Z 

off Z' d6signe l'6clat6 de Z le long de Y , et N=Py(N~Oy) est la compl6tion 

projective du £ibr6 vectoriel V(N). Comme dans l'@nonc@ de 9.1, on note s : Y~ N 

le morphisme compos@ de la section nulle de V(N) et de l'inclusion canonique 

V(N) ~ . 

L'inclusion YCX permet d'identifier yxpI= W ~ un sous-sch~ma £erm~ 

de X xpI . On note W' le "transform@ put de yxpI par f1" , i.e. le sous-sch~ma 

de Z' ~clat6 de yxp1 le long de Y= Y X 0 . Ii est clair que W'AN s'identifie 

la section nulle de Net que, comme Y est de codimension I dans yXpI, le mor- 

phisme canonique £2: W'- Y×PI est un isomorphisme. Les autres notations relatives 

W' sont £ix@es par le diagramme canonique 
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(D 1) 

Jl ^ 

N c__ > ~ 7  ~'~ 

y ~ 1> \.i, °" 

id I × / 

yr y > Y p1 

De m~me, notant X' le ous-sch@ma £erm6 de Z', 6clat@ de X = X X O le long de Y, 

il est clair que P(N) =X'A N s'identi£ie & l'hyperplan A l'infini H de N . Les 

autres notations relatives A X' sont £ix6es par le diagramme canonique 

'D 2) 

U r > Z' 

f" 1 

H e > X' 

X×~ =Z 
£ 

i y(L >X 

Nous allons maintenant donner sous £orme de lemme un certain nombre de relations utiles 

pour la suite. On note le 0^- Module localement libre d@£ini par la suite exacte ca- 
N 

nonique 

(9.3.0) o~E - g1(N¢Oz)-O^(O ~ o , 
N 
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et on pose 

(9 .3 .1 )  ~ = c 1 ( 0 ^ ( 1 ) ) .  
N 

Lemme 9 . 3 . -  Avec l e s  n o t a t i o n s  pr~cedentes~ on a l e s  r e l a t i o n s .  

( 9 . 3 . 2 )  . , = v j l < B . ( 1 ) )  cd(E) , d~s  c ' (~ )  . 

( 9 . 3 . 3 )  J l ( V . ( 1 ) )  = ~ , dams C ' (N)  • 

( 9 . 3 . 4 )  £1 u . ( 1 )  = ( j l ) . ( 1 ) + v . ( 1 ) ,  dans C ' ( Z ' ) .  

Preuve : Tousles k-sch&mas envisages ~tant lisses, il est imm~diat, pour des raisons 

de dimension, que les morphismes J1 et 8 (resp. Jl et v) sont transversaux. De 

([CH] 4Cor. 1 de la prop. 2) r~sultent alors les ~galit~s 

I- Jl f t . ( l )  = s . ( 1 )  

J l  v . ( 1 )  = k . ( 1 )  . 

Les ~galit~s (9.3.2) et (9.3.3) proviennent alors de (9.1.2) et de la normalisation 

des classes de Chern ([CH] 4-18) respectivement. Montrons (9.3.4). Le cycle X' 

~tant le trans£orm~ pur de X × 0 par £I' on a a priori une @galit@ de la 

° * *( 
(9 .3  5) £1 u . ( 1 )  = ( j l ) . g l , # )  + v . ( 1 ) ,  

avec #6 F ( Y , ~ ) ,  e t  i l  s ' a g i t  de v o i r  que ~= 1. On peut  l e  £ a i r e  en adaptan t  l a  

preuve de (SGA 7 X 2 . 6 . 3 ) .  Nous a l l o n s  donner i c i  une d ~ o n s t r a t i o n  d i r e c t e .  App l i quan t  

J l  aUX deux membres de ( 9 . 3 . 5 ) ,  on o b t i e n t  (c£. (D2)) : 

( 9 . 3 . 6 )  ~1 i u u . ( 1 )  = j l ( J l ) . g l ( # )  + J l V . ( 1 ) .  

Un cas tr~s particulier de (9.1.3), ou une v~ri£ication directe, montre que u u.(1) = O. 

Utilisant (9.3.3), il r~sulte de (9.3.6) que 

(9 .3 .7)  o = j~ ( j l ) . g  (~) + 

de Z' 

£orme 
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Quitte & se placer au-dessus d'un voisinage d'une composante connexe de Y , on peut 

supposer Y ¢onnexe, de sorte que (9.3.7) prend la £orme 

(9.3.7) bis 0 = ~ j l ( J l ) . ( 1  )+ ~ , avec ~E 

Comme j1(J19~(1 ) est homog~ne de degr~ I , il est de la forme 

j ; ( j  I ) . ( i )  : * 

avec 06C1(y) et 9E~. Portant metre expression dens (9.3.7) bis, on obtient aussi- 

tSt p= 0 et ~= -1 , avec ~E~ , d'o~ ~= I et ~= -I , ce qui ach@ve la preuve 

de (9 .3 .4 ) .  

La clef de la d~monstration de 9.2 r~side dans la preuve du lemme suivant 

LEMME 9.4.- Pour tout 

(qui serait ~vident si on savait, comme c'est le cas en cohomologie, que 

j l ( J l ) . ( y  ) = -y ~ pour tout yEC'(I~)).  

y~C'(N) , o~ a : 

cd(E)j l ( j l ) . ( y )  = 0 . 

admet dans C" (N) une unique d~composition de la forme 

* p 

y = Z gl (ap)~ , 
O~p~d 

Preuve : L'&l~ment y 

soit, d'apr~s (9.3.3), 

(9.4.1) y= E g~(ap)[ j :  v . (1 ) ]  P . . .  
O~p~d 

Compte tenu de la £ormule de projection ([CH] 4 I 9) pour le morphisme 

(9.1.6), on en d@duit que 

Cd(E) J l ( J l ) , ( Y J = C d ( E J j j ( J l J . g l ( a  o) ; 

autrement dit, on est ramen~ A montrer 9.4 lorsque y est de la £orme 

w w 
aEC'(Y) . Ceci dit, l'~l~ment j1(jl).(gl) (a) admet A son tour dans 

unique d~composition de la Eorme 

Jl et de 

g ; ( a ) ,  aveC 

c ' ( ~ )  ~ e  
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*( * * -- 
( 9 . 4 . 2 ` )  j l , J l ) . g l ( a )  = gl (bp)g p 

O~p~ d 

* v 
et, utilisant une nouvelle £ois (9.1.6), on a & montrer que g1(bo)Cd(E,) = 0 . En fair, 

nous allons voir (ce qui d'ailleurs @quivalent d'apr&s 9.1.1,) que l'on a m~me 

bo= 0 . Compte tenu de (9.3.3`), nous pouvons r@~crire (9.4.2) sous la £orme 

(9 .4 .3)  j l ( J l ) . g l ( a )  = gl(bo) + z JlV.(1,) , 

avec z6C'(N,). Appliquant (jl) . aux deux membres de (9.4.3) on obtient, compte 

tenu de la £ormule de projection pour Jl ' 

(9.4.4`) ( j l ' ) . g l (bo )  = [ ( j l ) . g  (a , ) ] . ( j l ) . (1 , )  - v . ( 1 , ) . ( j l ) . ( z  ) .  

Portant dans (9.4.4) l'expression de (jl,).(I,) d~duite de (9.3.4`), on obtient : 

(9.4.5`) * . * f f (J 1) .g l  (bo') --(J 1').gl (a).  £1u. ( l ' ) - v . ,  1'). [ ,  J 1).gl(a ')+ (J 1).(z ')  ] .  

X XpI , on a l'@galit@ Comme X x 0 est lin~airement @quivalent & X × I dans 

<u.(1,) ; ~',×xO d'o~, eo,,,,,,e ~n~71(×x~,) = # ,  

(9.4.6`) * * ( j l ) . g l ( a , ) . £1u . (1 )  = 0 . 

Comparant avec (9.4.5`), on en d@duit 

(9.4.7') (J 1 ) *g l  (bo') = - v . ( l ' ) [ j  1')*gl (a)+( j  1 ) *  (z) ] .  

Par ailleurs, il est clair que W'N X' = ~ ; en e££et, ils pourraient tout au plus se 

couper au-dessus de Y , o~ l'un donne la section nulle et l'autre l'hyperplan 

l'infini de N . Par suite, ~*v.(1,)= 0 , d'o~ par (9.4.7`) : 

(9.4.8`)  ~ ( j l , ) . g l ( b  o) = o . 

Mais, comme on l'a d~jA remarqu~ (c£. preuve de 9.3.2), ~ et Jl sont transversaux, de 

sorte que (9.4.8`) £ournit 

(9.4.9`)  0 = 6 .s*g~(%, )  = 6 . ( % ) .  
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En~in, appliquant ~2)~ & (9.4.9), on obtient 

fy admet une r@traction &vidente) est injecti£ , 

9.5. Montrons en£in comment ce qui pr@c~de entra~ne le th@or~me. Notons 

y.(bo) = O, d'o5 bo= O, puisque y. 

(9.5.1) (il)*({) avec i*i.(y) = 

D'apr@s (9.1.1), on en d@duit que 

(9.5.2) 

~= p•i.(y) . 

i*i.(y) * * - v = (gl).Egli1(x)Cd(E)] , soit 

i*i.(y) = (gl).[j1~£~(~).Cd(E)]. 

Pour prouver le th6or~me, on peut, par lin6arit@, supposer que y est le 

(9.5.4) 

d 'o~ ,  p ~  ( 9 . ~ . 4 ) ,  

(9.5.5) 

cycle irrCductible associ~ ~ une sous-vari@t@ 

au cycle T xpI de Z= X X p1 . Notant e 

i.e. l'adh@rence de l'image r@ciproque de 

tion de la £orme 

(9.5.3) / ~ 

e 
F ~ f ~ 

C'(~) £i[x) : + [jl).<w), avec w~ . 

Portons cette expression darts (9.5.2). II r~sulte alors de 9.4 que 

i i.(y)= (gl).[j1(@)Cd(E)] , 

i*i. ( y )  = s * j ~ ( 8 )  . 

Mais, comme le sch@ma (r@duit) sous-jacent g 8 est l'@clat@ de 

de T= (T ×PI) NY , il coupe transversalement la section nulle de 

de T par ladite section nulle. Par suite, 

ce qui, compte tenu de 

T de Y, de sorte que ~ correspond 

le transform£ put par #1 de T×pI, 

p1 
x au dessus de Z L y , on a une rela- 

T X p1 le long 

suivant I 'image 

j l(e) = % ( y )  , 

(9.5.5) et (9.1.3), ach@ve la preuve du th6or~me. 

I 
p : XxP k -~ X la premi@re projection, de sorte que i=po i I . Si yEC'(Y), on a 

@videmment 
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Venons-en maintenant & la "£ormule-cle£" mentionn~e dans l'introduction. 

Les notations adapt@es, rappel@es pour la plupart, sont celles de 4. On observera 

qu'elles sont compatibles avec celles introduites dans le pr@sent paragraphe, & ceci 

pr@s que le sch@ma not@ Y' dans 4 est ici not@ H (pour "hyperplan"J. On utilisera 

d'ailleurs les deux notations concurrement. 

PROPOSITION 9.6.- Soient k un corps s6parablement closet i : Y~X une immersion 

ferm~e~ purement de codimension d , d__eek-sch~mas quasi~ro~ecti£s et lisses. D~si~nant 

par £ : X '~ X l_~e X-sch@ma obtenu en £aisant 6clater X le lon@ de Y , soit 

Y'¢ J >X' 

i Y ¢ >X 

le dia@ramme cart@sien construit & partir de £ e_!t i . Alors t notant 

localement ilibre d@£ini par la suite exacte canonique 

F l__ee Oy.-Module 

(9.6.~) o - ~ - g * ( N ) - O y , ( ~ ) - o  , 

on a l'@@alit@ 

(9 .6 .2 )  ~ * i . ( y )  = j . (g* (YJCd_l<~) )  

dans C ' ( X ' ) ,  pour t o u t  y E C ' C Y ) .  

Avant de prouver 9.6, nous allons d~gager sous forme de lemme quelques 

propri~t~s des diagrammes (DI) et (D2) qui n'ont pas @t@ @tablies jusqu'& present. 

LEMME 9.7.- On ales 6~alit~s : 

v v ~ v ( i )  cd(E ) = k.(c~_lC~J) + ~ ~ rc rN~ 

( i i )  B .£2y . (y )  = 91~ .~ . (y )  pour tou t  y ( C ' ( Y )  . 
* = , ~[ 

(iii) £1u.(tJ ljlJ.[( io gl)*(t)]+V.£ kt) pour tout t ~C'<XJ. 
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(9.7.2) 

De (9.7.2), on d~duit : 

Preuve : Montrons ( i ) .  On pose ~= c l(0Y, (1)) = k*(~) .  En paraphrasant la  preu e de 

(@.4.1), on obtient les ~galit~s : 

v d 
(9.7.1) Cd(S ) = ~ g;(Cp(N))~ d-p 

p=O 
v d~1 . v 

=d_1(F ) = - g (=q(N))~d- l-q • 
q=O 

d-1 
* * v -d-l-q 

q=0 

d'oO, grace & la Formule de projection pour k et au £ait q~e k.(1)  = ~ , 

d-1 
(9.7.3) k . [Cd_ l ( { ) ]  = E g:(cq(N))~ d-q 

q=O 

L'assertion (i) r~sulte aussit8t de la comparaison de (9.7.I) et (9.7.3). Montrons 

(ii). On peut supposer que y est un cycle irr~ductible de Y , correspondant & une 

sous-vari~t~ notre de m~me. Alors le cycle ~.(Y) = y X O et rationnellement ~quivalent 

yx1, de sorte qu'il suFFit de voir l'~galit@ de cycles 

(9.7.4) 8 . £ 2 ( y x l )  = £ 1 a . ( y x l ) .  

Mais, co.me (yX1)A(YxO) = ~ , £ est un isomorphisme au-dessus d'un voisinage 
I 

omvert de yX I, d'oO aussitSt (9.7.4). Montrons (iii). Notant p : XXpI-. X la 

premiere projection, il r~sulte de (9.1.2) qme : 

(9.7.5) , ( t )  = p * ( t ) . u , ( 1 ) ,  

d'of~, comparant avec (9.3.4), 

(9.7.6)  £1u, ( t )  = (p o £1) ( t ) [ ( j l ) . ( 1 ) + v , ( 1 ) ] .  

Utilisant les £ormules de projection pour Jl et v respectivement, on en d&duit 

(9.7.7) £1u. ( t )  = ( j l ) .E (p  o £I ° j l  ) ( t ) ] + v . [ ( p  o £1 ° v ) * ( t ) ]  , 

ao~ ( i iO p~isq~e poll  o J l - -  ( p ° ~ ) ° i ° g l  = iOgl e t  poZlov=(pou)of= f 
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9.8 Montrons maintenant 9.6. Pour cela, nous allons d'abord voir l'~galit~ 

. v 
(9.8 I) v.f*i.(y) = v.j.(~ (y)Cd_ I(F)) 

puis prouver que v. est iz~ective. De (9.7) (iii) r~sulte : 

. . . w 

v.f i.(y)=£1u.i.(y)- (jl).[gli i.(y)], 

soit, compte tenu de (9.•9, 

(9.8.2) . . . v V.f i,(y) = £1 (il)*(Y) - (Jl)*gl (y Cd(N))" 

Par aille%u-s, on a i~m~diatement 

v.j.(g (Y)Cd_ I (F))=(J I).[ (%~ 91 (Y))%-I (~) ] 
soit, par la formule de projection pour k , 

* v * v 

v. j . (g (y)Cd_ l(F)}=(j1).[91(y)k.(cd_ 1(F))3. 

u t i l i s ~ t  ( 9 . 7 ) ( 0  o,~ ~ d ~ d u i t  

. ~, . v . v 

(9.8.3) v. j . (g (Y)Cd_ l (F))=( j l ) . (g  l (y)cd(E))-( j l ) .g l (y Cd(N)). 

Comparant (9.8.2)et (9.8.3),on voit que (9.8.1) ~quivaut & 

. . v 

(9.8.4) £1(ii)*(Y) = (Jl)*(gl(Y)Cd(E))' 

i.e. l'~galit& correspondant & (9.6.2) lorsqu'on remplace par XxP I . Par (9.1.2), 

on a 
. v 

(J 1).(g I (Y)Cd(E))=(j 1).s.(Y) = 8.6.(Y). 

Mais il est immediat (c£. (DI) que 8.= £2% , d'o5 : 

* v w (9.8.5) (Jl) .(gl(Y) Cd(E))= 8.%¥.(Y). 

Par ailleurs, on a ~videmment 

(9.8.6) * ~(± I ) . (Y)  = £1~.~.(y) de sorte que (9.8.4) r~sulte de la 

comparaison de (9.8.5), (9.8.6) et (9.7)( i i ) .  
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LEMME 9.8.7. L'application v. est injective. 

Preuve : Soit Z" l'@clet~ de Z' le long de W', on, ce qui revient au m@me, le 

lon 9 de NUW'= £~1(yxp1). Le trens£orm~ put X" de X dens Z" est eussi le trans- 

form@ pup de X' dens Z". Les notations sont d~termin@es pat le diagramme canonique 

v" 
X" > Z" 

v 
X' > Z' 

Comme X'N W'= ,~ , le morphisme £4 

ouvert de X', et en particulier £' 

transversal & v , on a l'&galit& 

est un isomorphisme au-dessus d'un voisinage 

est un isomorphisme. De plus, comme £~ est 

(9.8.8') (£1') o v .= v' j  o ( £ " ) *  

de sorte qu'il su/£it de montrer que v: est injective. Mais, d'apr&s la propri~t~ 

de commutativit~ des ~clatements (voir, pat exemple, Hironaka : Smoothing o£ algebraic 

cycles, Amer. Journal o£ Math. (1968), lemme 4.1), Z" peut ~tre aussi obtenu en &clatent 

d'abord XXP I le long de YxP I, d'o~ un schema Z~ , puis Z~ le long de l'image 

r~ciproque de Y II est clair que Z 1 X'× p1 '~ X XP I • ' = , avec comme projection Z I 

le produit £X id d'o~ le diagramme cart~sien @vident p1' 

.,t~-(t,o) >.xp1, jxid >z.×p1=z~ 
gl i gxid [ f×id 

: p1 i X id Y Y > YX • > XxP I 

le transform~ put de XxO par fxid s'identi£ie & X'xO , qui contient 

= ' le long de H comme H est H HxO= (£xid)-l(Y>. Si meintenant on ~clate Z I 

purement de codimension 1 dans X', le transform~ put de X' est canoniquement isomor- 

phe & X' (ce qu'on savait d~j&), d'oO un diagramme commutatif canonique 
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v It 
X' • > Z" 

i I 
> X, c v '  p1 > X'X 

t , > i t , o )  

Rappelons que nous voulons voir que v. 

qu'il revient au m~me de montrer que v. 

dimension 1 dans X , ce que nous allons maintenant £aire. Mais alors l'~galit~ 

(~I).O v.= u.o £. permet de conclure , puisque f. est un isomorphisme et u. un 

monomorphisme direct (u admet une r~traction). 

Enon¢ons maintenant le th@or@me correspondant & (8.5) b). 

THEOREME 9.9.-Pour tout entier p 20, la suite 

0 -~ cP-d(Y) -~--% > cP-I(Y')(~cP(x) ~ > cPix') - 0 

dans laquelle ~ et ~ d@signent les £1~ches 

w v 
: × > [~ (×)Cd i(~) -i.(x)] 

: ( x , y )  -- j . ( x )  + £ ' ( y )  

est exacte. De plus I l'application k a pour inverse a @auche : 

X ' :  ( x . y )  , > g . i x ] .  

Preuve : La derni~re assertion n'est autre que (9.1.1). De mSme, (9.6.2) exprime que 

~o ~ = 0 . Montrons que ~ est surjective. Nous aurons 5esoin pour cela de 

(9.9.1) * " 

qui r@sulte imm&diatement de la Formule de projection pour £ et du Fair. &vident, 

que £.(I) = I . Soit donc tEe'ix' ) . On a, d'aprEs (9.9.1), 

£ ~ ( t  -f f. it)) = 0 . 

Comme £ induit un isomorphisme de U'= X''- Y' sur U=X " Y , on en d~duit que la 

est in~ective. Comparant avec (D2) , on voit 

est in~ective lorsque de plus Y est de co- 



restriction & U' de 

~galit~ 

t - £  £ . ( t )  = j . ( a )  ave<= 

Montrons maintenant l'exactitude au milieu. Soient donc 

v~ri£iant 

(9.9.2) j . ( a )  + £* (b )  = 0 . 

Appliquant f. auX deux membres de (9.9.2), on voit que 

£ . j . ( a )  + £ J * ( b )  = O, 

d'o~ compte tenu ~e (9.9.1), 

(9 .9 .3 )  b = - i . g . ( a )  . 

x= g.(a), il nous su/£it donc de montrer que Posant 

(9.9.4) a = g~ (X)Cd_ I (F). 

Posons pour cela 
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t-£ f.(t), est nulle, et par suite ([CH] 4 th. 2), on aume 

aeC'(Y'). 

a £ C P - I ( Y  ' )  e t  b6CP(X) ,  

et montrons que 

j.(z) = 0 et q.(z) = O, puis qu'un ~l~ment z v&riFiant ces deux relations est 

n~cessairement nul. Par d@finition, 

v 

j.(z) = j.(a) -j.(g (x).cd_1(F)), 

soit, compte tenu de (9.6.2), 

J.(z) :J.(4 -£*i.(x) . 

Apr~s avoir remplac~ i~(x) par -b (9.9.3) darts l'expression pr6c~dente, on d&duit 

de (9.9.2) que j.(z)=O . Compte tenu de la d~£inition de x , on volt que 

g . ( ~ )  = x -  g . ( ~ * ( ~ ) % _ 1 ( ~ ) )  = o 

d'apr~s la derni@re assertion du th~or~me. Montrons maintenant comment la nullit~ 

z= a-g (X)Cd_I(F) (x= g.(a)), 

z=O . Pour ce £aire, nous allons voir que l'on a les deux relations 
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de z r@sulte des detax relations j.(z) : 0 et g.(z) : 0 . Corame Y'~Py(N) , 

l'~16ment z admet u_ne representation unique de la £orme 

z = ~ * ( a o ) + g * ( a l ) { + . . . + ~ * ( a a _ l ) {  a -1  , 

a v e c  a E CP-l-i(Y) . Comme g.(z)  = 0 , i l  r 6 s u l t e  de  l a  £ o r m u l e  de  p r o j e c t i o n  1 

pour g et du £ait que g. diminue les degr@s de d-1 unit@s q~e ad_ I = 0 . 

Par ailleurs, d'apr~s (9.2) , 

z~ =j j.(z) = 0 , 

* * )~d-1 
d ' o ~  g ( a o ) ~ + . . . + g  ( a d _  1 = 0 ; doric  t o u s l e s  

9.10. Avec les notations de (9.9) , l'application 

a. sont nuls et z : 0 . 
i 

t 

est un projecteur v6rifiant 

w : k o k '  

~m(®) = Im(~)  . P a r  s u i t e  enduit un isomorphisme 

Mais 

(9.10.1) 

En e££et, um @l@ment 

seulement si 

: ~ e r ( ® )  > CP(X ' )  . 

Ker(~) = K e r ( g . ) e c P ( x )  t__> cP-I(y.)OCP(X) . 

(x ,y)  de CP-I(Z ' ) e c P ( x )  a p p ~ t i e n t  ~ ~er(®) si et 

g*g.(x). %-i (v) :_ i.g.(x) : 0 , 

soit, compte tenu de (9.1.1) , g.(x) : 0 . 

D'autre part, la structure de l'aiqneau de Chow d'un £ibr& projecti£~ et notamment 

les relations 

d-1 g.({i) - : 0 pour i< d-1 ; g.(¢ ) : I 

montrent que 

K e r ( g . )  : g * c P - I ( Y )  e g * c P - 2 ( Y ) { O . . .  ~ g * c P - d + I ( Y ) {  d - 2  

Autrement dit, ] peut @tre interpr6t6 comme un isomorphisme 
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(9.qo.2) cP-I(y)@cP-2(y)@...ocP-d+I(y)ocP(x) ~ > cP(x ') , 

dont il est facile d'exhiber l'isomorphisme inverse. 

Ainsi que me l'a signal6 MURRE, l'@nonc@ (9.10.2) est prouv@ pour 

d = 2 par SAMUEL (Relations d'@quivalence, Proceedings of the International 

Congress, Edinburgh 1958 ) . 

Bien entendu, on a darts le cadre de la cohomologie 6tale ou ~- adique 

tun @nonc@ analogue ~ (9.10.2) , qui se d@duit cette lois de (8.5) • 
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E X P 0 S E VIII 

GROUPES DE CLASSES DES CATEGORIES ABELiEN}~S 

ET TRIANGULEES. COMPLEXES PARFAITS. 

par A. Grothendieck, r4dlg@ par I. Bucur 

Dans le pr@sent expos6~ nous esquissons rapidement les 

notions e% r6sultats qui nous seront indispensables dans les expos6s 

suivants~ oonoernant notamment les complexes pseudo-cob@rents et 

parfaits. Un expos6 plus complet de ces derniers, avec des d@monstra- 

tions plus d6taill@es~ figurera darts les premiers expos@s du s6mi- 

naire sur le th@or~me de Riemann-Roeh pour les sch6mas, qui feront 

(*) 
suite au pr@sent s@minaire. 

I. Cas des cat@gories ab@liennes. Soit C une cat@gorie ab61ienne 

et soit D une sous-cat6gorie pleine de C . On dit qu'une fonc- 

tion f de D dans un gToupe ab@lien C est additive si pour tou- 

te suite exacte de C 

0 --~ E' ~ E --~E" --~ 0 , 

telles que E' ~ E" ~ E soient des objets de D ~ on a 

f(E) = f(E') + f(E") 

Soit f un~ fon~tion additive de D dans un groupe ab@lien G . Les 

propri@t@s suivantes sent des cons6quences faciles de la d@finition : 

~) f(O) = 0 • 

~) f(X) = f(Y) si X et Y sent isomorphes. 

*)~SGA 6 I 
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y) f(x e ~) ~ f(x) + f(Y) 

&) Soit ~ = (~, ~) u~ eo~pl~e fini ~e D t~1 ~ue 

les objets B i+I = Im(d i) , Z i = Ker(d i) et Hi(E) = Zi/B i sent 

i i 

~) Si Fi~ Ob D a une filtration finie~ 

0 = Fo~ F I (I ... (i~ Fn = F ~ et si l'on suppose que pour 0 <i<n 
n 

F i et Fi/Fi_ I sent des objets de D , alors f(F)= ~<<f(Fi/Fi_1)= 

~) Si D est stable pour les sommes direetes infinies~ 

alors f = 0 

Pour d@montrer $) on utilise les suites exactes : 

0 --gZ i -~E i --~ B i+I --90 

0 --~B i --9 Zi -=~ Hi( E ) -~ 0 

La d@monstration de ~) se fair par r@currence sur n 

la suite exacte 0 --2 Fn_ I --~ F --m F/Fn_ 1 --~ 0 

Pour d@montrer ~o) soient E ~ 0b D et F = Q<~ ~n ' 

n 6 ~+ . Alors E @ F "---~J F et en appliquant ~) on a 

f(F) = f(F) + f(E) donc f(E) = 0 

en utilisant 

E = E Ii 

Si l'on consid6re~ pour tout groupe ab61ien G ~ le grou- 

pe ab61ien AD(G ) des fonctions additives de D clans G ~ on ob- 

tient de mani6re @vidente un foneteur covariant A D ~ Ab --~ Ab 

Le foncteur A D est repr6sentableo Un couple de repr@sentation 

(KD(C) ' up) peut ~tre obtenu de la mani&re suivante 
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D6signant par 

les objets de D ~ soit 

les 61@ments de la forms 

L le groupe abglien libre engendr@ par 

R le sous-groupe de L engendr@ par 

E - E' - E" pour chaque suite exacts 

0 --m E' --b E -,9 E" --~ 0 

de C . On pose K9(C ) = L/R o L ' a p p l i c a t i o n  <~ s ' o b t i e n t  en 

composant les deux applications canoniques Ob D -~ L -~ L//R 

Quand il n'y aura aucun danger de confusion, on peut abr@ger la 

notation , KD(C ) = K(D) 

2. Cae des cat@~ories trian6-ulgeso Soit C une cat@gorie triangu- 

l@e et G un groupe abglien° On dit qu'une fonction f de C 

dans G est additive si pour tout triangle distingu6 

Z w/" ~,v 
x ..... ;x 

u 

en  a f ( Y )  = f ( X )  + f ( Z )  

Etant donn@e une fonction additive f ~ les relations 

suivantes sont des cons@quences imm@diates de la dgfinition 

a) f(o) o o 

b) f(x[~]) : (-~)~ f(x) 

c) f(X) = f(Y) si X et Y sont isomorphes. 

~) f(x • Y) ~ f(x) + f(Y) 
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En effet les triangles suivants song distingugs 

/\ / / / 
X IX -~ X , X .... ~ 0 ~ X ..... u .~ Y ' X • Y ---~X 

(u isomorphisme). Pour former le dernier triangle, nous avons uti- 

lis@ le fair que la somme de deux triangles distingu@s est distin- 

gu@e. Comme dams le cas des cat@gories ab@liennes~ on obtient de la 

mani~re @vidente un foncteur A : Ab --~Ab ~ qui associe ~ chaque 

groupe ab61ien G le groupe ab61ien A(G) des fonctions additives 

sur C g valeurs dams G . Ce foncteur est repr6sentable et il 

est facile de eonstruire un couple de repr@sentation (K(C)~clc) 

En effet, on consid@re tout d'abord le groupe ab61ien libre 

(0b C) engendr6 par les objets de C et puis le sous-groupe R 

engendr6 par les 61@ments de la forme X - Y - Z , o~ 

'\ / 

F ~ \ 

Y ~- X 

est un triangle distingu@. Le groupe quotient ~ (Oh C)/R sera 

K(C) et cl C s'obtient en eomposant les deux applications cano- 

niques 

ob c ..... ~ ~ (0b c) .... ~ K(c) 

~. Caract~re fonctoriel. C et C' @rant deux cat@gories triangu- 

l@es, soit T : C --~C' un foneteur exact de C dams C' , c'est- 

Z-dire un foncteur additif, "gradu@" et transformant les triangles 
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distingu@s en triangles distingu@s. D@signons comme plus haut par 

A,A' : Ab --~Ab les foncteurs associ@s aux cat@gories C et C' 

I1 en r@sulte un morphisme fonctoriel A' --~ A de "composition 

avec T" done un homomorphisme K(T) : K(C) --~ K(C') unique tel 

que le diagr~mme 

Ob C ...... ~----'~ Ob C' 

Si C" 

F : CxC' --~ C" 

K(C) . . . . .  ~ T - - - - ~  K(C') 

soit commutatif. Ii en r@sulte que si les foncteurs T,T I ~ C --~ C' 

sent isomorphes, alors K(T) = K(TI) . En particulier si le fono- 

teur T est une @quivalence de cat@gories~ alors K(T) est un 

isomerphiame. 

est une troisi~me cat@gorie triangul@e et 

un bifoncteur exact en chaque variable, alors il 

est clair qu'il en r@sulte une application bilin@aire 

K(F) : K(C)xK(C') ----> K(C") , t e l l e  q u e l a  r e l a t i o n  su ivan t e  s o i t  

v~aie : 

K(F)(olc(X) , o l c , ( x ' ) )  = olC(F(X,X,))  

Proposition 3.1. Soit A une cat@gorie triangul@e, B une sous- 

catggorie triangul@e @paisse de A ~ A/B la cat@gorie quotient 

de A par B , Q ~ A -~ A/B le foncteur canonique de passage 

au quotient~ i : B --~A le foncteur d'inolusiono Alors la suite 

suivante est exacte: 
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K(s) ~:! K(A) ~ ~(*/S) --~ o 

D@monstration. Ii est clair ~u'il existe un homomorphisme naturel 

Coker (K(i)) -~-#K(A/B) . D'autre part il existe une application 

@vidente oh(A/B) __E__~ Coker (K( i ) )  , puisque oh(A/3) : 0b(A) 

Soient X~Y 60b(A/B) et supposoms qu'ils sent isomorpheso Nous 

voulons d@montrer que ~(X) = ~(Y) . La cat@gorie A/B s'ob- 

tient par un ealeul de fractions & droite ou & gauche~ le systbme 

mu]tiplicatif S @rant constituG par l'ensemble des morphismes f 

qui sent eontenus dams un triangle distingu@ (X'~Y'~Z'~f~g~h)~ o~ 

Z' est un objet de B (S est un syst~me multiplicatif satur@). 

+ 

:i en rGsulte alors qu'il existe X I et X I --~-~X ~ X I --~-~ Y 

• ~ ~-(X I ) tel q.ue s~t ~ S Ii nous suffit done de d@montrer que (X) = 

ce qui r@sulte de fair qu'il existe un triangle distingu@ de la 

forme (XI,X~Z,S~o..) avec Z ~ Ob B 

L'application ~ est une fonetion additive. En effet, 

(X,Y,Z~f,g~h) Grant un triangle distingu@ de A/B , il faut d@- 

montrer que ~'~(X) + g(Z) = ~(Y) . Mais la relation s'ensuit main- 

tenamt~ parce ~ue le triangle (XsY~Z~f~g~h) est isomorphe & un 

triangle distingu@ de A o Par cons@.luent~ on obtient 

~:  K(A/B) --~ Coker (K( i ) ) ,  et il est imm~diat de v@rifier que 

est inverse de 

4. Com~araison avec le cas des cat@~ories ab@lienneso C @rant une 

eat@gorie a b@lienne~ D(C) la catGgorie d@riv@e de C ~ on d@signe 

comme d'habitude par Db(c) la sous-cat@gorie pleine de D(C) em- 
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ge~zlree par les complexes born@So Si l'on associe & ehaque objet 

X de C le eomplexe dent toutes les composantes sent nulles~ sauf 

celle en dimension zero qui est @gale & X , on obtient un homo- 

morphisme K(C) -~-~ K(Db(c)) . Cet homomorphisme est en fair 

un isomorphismeo En effet, nous pouvons utiliser la proposition 3.1 

pour construire un inverse de ,~ , en tenant compte que 

Db(c) ~ Kb'b(e)/Kb~¢(C) , Kb'~(C) @rant la sous-cat@gorie @pais- 

se de Kb~b(c) des complexes aoycliques. Soit X'=(Xi) 60b(Kb~b(c)) 

Si l'on pose 

f(x') = i~i (-~)~olc(x i) , 
i 

on obtient une fonetion a d d i t i v e  de Kb'b(c) & valeurs darts K(C) 

En effet, on observe tout d'abord que si X" et Y" sent homotopes, 

alors f(X') = f(Y') ~ puisque f(X °) = f(H(X')) . Ii en r@sulte 

denc nn homomorphisme K(Db(c)) --%~ ~ K(C) st il est imm@diat de 

verifier qu'il est l'inverse de ~ 

L'invariant K(C) 6tant souvent sans inter@t lorsque C 

est "trop grosse"~ il y a l'inter@t de le relativiser par rapport 

& une sous-categorie C de C o Soit done C une sous-categorie 
O O 

pleine de C • Nous pouvons d@finir d'une part le groupe 

Ko(C ) = K C (C) . Supposons d'~utre part que la condition suiv&nte 
o 

soit remplie 

(A) C est stable pour les sommes directes finies. 
O 

Ii est alors facile de d@finir la categoric triangulee D~(C) 

en utilisant les complexes (& cohomologie bornee) de C ayant eomme 

composantes des objets de la sous-oategorie C , et passant au 
O 
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quotient p~r les quasi-isomorphismes de tels complexes. II en r4sul- 

te comme plus haut un homomorphisme 

(.) Ko(C ) -----> K(D~(C)) 

Supp~-~ons que la sous-cat4gorie C satisfasse en plus ~ la condi- 
o 

tion (B) suivante : 

(B) Si X,Y ~ Ob C et X u__~y est un @pimorphisme (d~ns 
o 

C bien entendu), alors Ker u ~ Ob C 
o 

En raisonnant comme plus haut, on peut montrer que l'homo- 

morphisme (~) est un isomorphisme. 

canonique d'inclusion D~(C) --~ Db(c) Le foncteur n'est 

pas en g@n4ral pleinement fidgle. Cepend~nt : 

Proposition 4.1. Supposons que la seus-cat4gorie 

aUX conditiens (A), (B) 

(C) Tout diagramme 

C satisfasse 
o 

ainsi qu'~ la condition (C) suivante : 

A m-u---~ - B 

L , 

o5 u est un ~pimorphisme et 

un diagramme commutatif : 

L6 07. C 
o 

, peut Gtre cempl@t4 en 

A ---uw~ B 

l I v 
L I ---~--~ L 
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L 1 60b C O et que w est un @pimorphisme. 

Dans ces conditions~ les foncteurs canoniques 

Dbo(c) ..... -~ Db(c) 

Do(C) ...... ~ D-(c) 

sont pleinement fiddles. En plus, l'image essentielle de DR(C ) 

(resp. D0(C ) ) est stable par facteurs directs. 

La d@monstr~tion de cette proposition utilise essentiel- 

lement un crit&re de Verdier ([2], 4-2 Th@or~me) et sera donn&e 

dans le premier expos@ du s@minaire sur Riemann-Roch (SGA 6 I 2.7). 

Corollaire. Supposons de plus que la sous-cat4gorie C est stable par 
o 

Ker et Coker , done une oat6gorie ab@lienne, et d@signons par 

Db(C)o la sous-eat@gorie triangul@e pleine de Db(c) engendr@e 

par les complexes de Db(c) & objets de cohomologie isomorphes 

des objets de C . Alors le foncteur d'inclusion 
o 

Db(co) ---~ Db(C)o est une @quivalende entre les deux cat@gories, 

et par cons@quent on obtient la suite d'isomorphismes 

K(Co) ~- Ko(C ) --~ K(Db(Co) ) ~ K(Db(C)o ) (*) 

Observation. $upposons que la sous-cat@gorie C satisfasse aux 
o 

conditions (A) et (B) et que chaque objet de C admette une r@- 

solution finie & gauche par des @l@m~nts de C .Dans ce cas, C o o 

satisfait aussi & la condition (C) et le foncteur canonique 

D~(C) ---~Db(c) est en fait une @quivalenee de cat@gories. Par 

cons@quent, on a l'isomorphisme K C (C) "~-~ K(C) 
o 

(~) cf. (SGA 6 IV 1.6) . 
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5~ Complexes pseudo-coh@rents. Soient C une catSgorie abSlienne 

et C une sous-cat@gorie pleine de C satisfaisant aux condi- 
o 

tions (A) , (B), (C) . Nous d@signerons par D~(C)coh l'image 

essentielle de D-(C)o p a r  l e  fonoteur canonique D~(C) --~D(C) 

Les objets de D~(C)ooh seront appel@s des complexes Co-pSeudo- 

ooh@rents. Done un eomplexe de C est C -pseudo-oohSrent s'il 
o 

est isomorphe dans D(C) ~ un complexe born@ sup@rieurement et 

dent les composantes sent des objets de C 
o 

La cat@gorie oj(C)ooh est une sous-catSgorie triangul@e 

de D(C) ~ dans le sens que tout triangle distingu@ de D(C) dent 

deux des sommets sent des objets de la sous-cat@gorie D~(C)ooh 

est isomorphe ~ un triangle dent les trois objets sent des objets 

de la sous-cat@gorie D~(C)coh 

Tout d'abord, il est clair que la sous-cat@gorie D~(C)ooh 

est stable par l'automorphisme de translation T : D(C) --9 D(C) 

Pour dSmontrer done que D~(C)coh est une sous-cat@gorie triangu- 

l@e de D(C) , il suffit de v@rifier que si U" V" sent des 

objets de D~(C)coh et si le triangle : 

.~o 

w/\v 
U'- .... --~ V" u 

est distingu@ (pour la structure de cat@gorie triangul@e de D(C)) , 

alors W" est aussi un objet de D~(C)coh . Par hypoth&se~ il 

existe des complexes X" ~ Y', isomorphes dans D(C) ~ U ° resp. V°~ 

dent les composantes sent des objets de C . On obtient le carr@ 
o 
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°o~mutatif (dans D(C)) , 

U" u ..... ~ V" 

X" - .... -~ Y" 
f 

Mais, quitte & remplacer X" par un autre isomcrphe, nous pou- 

vons supposer, grgce au fait que le foncteur d'inclusion 

Do(C ) - - ~ D - ( C )  est pleinement fiddle (prop. 4 .1 ) ,  que f est 

un v6ritable morphisme de complexes. Soit Z" le "mapping cylinder" 

de f et g ~ Y" ---~ Z" le morphieme canonique. Par la construc- 

tion m@me~ les eomposantes de Z ° sont des objets de C (condi- 
O 

tion (A)). D'autre part 

Z ° 

2 
X" - ..... -~ Y" 

@tant un triangle distingu@ dans D(C) , il en rgsulte que Z ° est 

isomorphe & W" 

La cat~gorie D0(C)coh est munie donc d'une structure de 

oat@gorie triangul@e ~ un triangle dans D0(C)coh sera disting~@ 

si et seulement s'il est distingu@ dane la cat@gerie triangul@e 

D(C) 

L ' i n t e r s e c t i o n  d e  D0(C)coh a v e c  Db(e)Coh s e r a  n o t @ e  

D~(C)coh 
Un objet M de C sera appel@ pseudo-coh@rent s'il l'est 

comme complexe r6duit au degr@ z@ro ~ on prouve qu'il faut et euffit 
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pour eela qu'il admette une r@solution & gauche dont les composan- 

tes sont des objets de C 
o 

Proposition ~.I. Un complexe X est C -pseudo-coh@rent si et seu- 
o 

lement s'il est isomorphe & un complexe qui est limit@ & droite et 

dent los composantes sont C -pseudo-coh@rents. 
o 

La d@monstration de cette proposition figurera dans le 

premier expos@ du sgminaire sur Riemann-Roch (SGA 6 I 2.7). 

6. Complexes parfaits. Un objet de la cat@gorle D(C) sera appel@ 

un complexe C -parfait s'il est isomorphe & un objet de Db(c) , 
o o 

c~est-&-dire & un complexe born@ dont tousles composants sont dans 

C o • Nous d@signerons par Do(C)par f la sous-cat@gorie pleine de 

D~C) engendr@e par les complexes parfaits. 

La cat@gorie Do(C)par f n'est donc pas autre chose que 

l'image essenti~lle de D~(C) par le foncteur d'inclusion 

D~(C) --~ D(C) . ll est facile de voir que Do(C)par f est uze 

sous-cat@gorie triangul@e de D(C) , et est munie par cons@quent 

d'une structure de cat@gorie triangul@e. 

7. Cas particulier important. Soit A un anneau et C la cat@gorie 

des A-modules (& gauche par exemple). D@signons par C la sous- 
o 

cat@gorie pleine de C engendr@e par les A-modules projeetifs de 

type fini. La sous-cat@gorie C satisfait les conditions (A), (B), 
o 
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(C). Nous utilisons dans cecas los notations suivantes 

D-(A)coh = D~(C)co h 

Db(A)coh = D~(C)co h 

D(A)parf = Do(C)parf 

L2s complexes de D(C) qui sont C -pseudo-coh@rents (resp. C - 
0 0 

parfaits) seront appel@s simplement des complexes pseudo-coh~rents 

(resp. parfaits). 

Ii sera int@ressant de consid@rer les groupes suivants : 

K.(A) = K(Db(A)coh ) 

K'(A) = K(D(A)parf) 

En oe qui conoerne le groupe K'(A) , nous avons (prop. 4.1,corollaire): 

K'(A) = K(D(A)parf) --~ K(Db(c))v ~ KC (C) 9 

0 

ce qui montre qu'il est donc aussi le classique "groupe des classes 

de modules projectifs de type fini" de A 

Dans le cas particulier d'un anneau A noeth@rien, le 

groupe K (A) admet aussi une description classique. Soit pour cola 

C I la cat@gorie ab~lienne des modules de type fini. On a alors 

K (A) ~ K(CI) 

En effet, en utilisant la proposition 4.1, on a 

K(CI) ---~K(Db(cl) ) ~K(D~ (C)) 
I 
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c a r  on a aussit6t Db(cl) "" h b (C) 
C I 

En fait, si A est noeth@rien et L" ~ D-(A) , alors il r4sulte 

de la proposition 5.1 que L" est pseudo-coh4rent si et seulement 

si les Hi(L ") sent de type finio 

Pour un anneau A quelconque, on a un homomorphisme 

K °(A) ......... ~ K.(A) , 

qui prcvient du foncteur d'inclusion 

(~) D(A)parf 

En g@n@ral, l'homomorphisme 

------~Db(A)oo h 

~A n'est ni injectif, ni surjectif. 

Dans le cas particulier d'un anneau A r@gulier, tout A-module M 

de type fini a une dimension projective finis et il en r@sulte, gra- 

ce & 5.1, que le foneteur d'inclusion (~) est en fait une @quivalen- 

ce entre les deux cat@gories, Dans ce cas~ l'homomorphisme f 
A 

est done un isomorphisme. 

8. Tot de complexes. Soient A un anneau (non n@cessairement oom- 

mutatif) et A C (resp. CA) la cat@gorie ab41ienne des A-modules 

A gauche (resp. ~ droite). Par K-(AC ) nous d@signerons la cat@go- 

tie triangul@e des complexes de AC born@s sup@rieurement et par 

AD la sous-cat4gorie triangul4e pleine de K-(AC ) des complexes 

dent les composantes sent des A-modules (& gauche) plats. 

Soit X" un objet de K-(CA) , et consid~rons le foncteur 

~X" = X'~A" : K-(AC) --~K-(Ab) .Dans ces conditions~ les pro- 
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positions suivantes sont vraies 

I) Tout objet acyclique de A D 

un objet acyclique de K-(Ab) 

est transform@ par r~X. en 

En effet, N" @tant un objet de A D tel que zi(N ") , 

Bi(N ") , Hi(N ") sont plats, on a l'isomorphisme classique 

~ Hp(X') ~ Hq(N') ---~Hn(X" ~A N') 
p+q=n 

2) Tout objet Y" de K-(AC ) est le but d'un quasi-isomor- 

phisme dont la source est un objet de A D 

I1 suffit pour cela de prendre une r@solution de Cartan- 

Eilenbergo Nous pouvons dons appliquer le th@or~me 2 du §2, n°2 de 

~2~ pour conclure que ~X" admet un foncteur d@riv@ & gauche 

~-~X" ' D-(AC) --~ D-(Ab) 

L'objet ~-~j~x.(Y) pest ~tre obtenu , & un isomorphisme 

pr@s~ de la mani~re suivante 

Soient P" un objet de A D et P" --~ Y" un quasi-iso- 

merphisme. Alors ~-~x.(Y') est isomorphe & Q(X" ~ P), o~ nous 

avons d@sign@ comme d'habitude par Q le foacteur canoni&ue 

K-(Ab) --~D-(Ab) . Iien r@sulte done que pour chaque objet Y" 

de D-(AC ) le foncteur 

K-(c~) . . . . . .  ~ D-(Ab) 

x" ~___~ ~- ~ . ( Y ' )  

est exact et s'annule sur les complexes acycliques, d'o~ un bifonc- 
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D-(c A) ~ D-(~c) .... ~ n-(Ab) 

L 
(x ' ,Y' )  .... ~ x" ~A Y" 

Em passant ~ l ' h o m o l c ~ i e ,  on d ~ f ~ m i t  l e s  TorA (X',Y') ( o f  a ~ s i  
1 

~I]~ 6.3). Dans le cas particulier d'un anneau A commutatif on 

obtient en fair un bi-foncteur exact 

D-(C) x D-(C) ---~ D-(C) , 

is produit tensoriel au sens des cat6gories d@riv6es (C = C A = AC) 

D6finition. Nous dirons que le complexe X de D(CA) est de tor- 

dimension finie s'il est dams D- et s'il existe n @ ~+ tel que 
o 

Tori(X,Y ) = 0 quel~ue soit Y g Ob(AC ) et n > n 
" o 

Nous utiliserons la notion de tor-dimension pour obtenir 

une caract@risation des complexes parfaits : 

Proposition 8.1. Soit A un anneau (non n6cessairement commutatif) 

et L" un complexe de A-modules. Les conditions suivantes son$ 

@quivalentes : 

a) L" est parfait. 

b) L" est pseudo-coh6rent~A cohomologie born@e~et de tor-di- 

mension f i n i e .  (* )  

Pour faire la d6monstration~ on utilise le lemme suivant : 

(*) cf. (SGA 6 1 5.8.1) . 
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Lemme. (Bourbaki, Alg. Comm. I, §2, ex. 15). Tout A-module E qui 

est plat et de pr@sentation finie est projectif. 

D@monstration du lemme. Soit u ~ F --~ F' un @pimorphisme° I1 

faut d@montrer que HomA(E,F ) -~HOmA(E,F' ) est un @pimorphisme. 

I1 nous suffit de d@montrer que pour tout groupe divisible G , 

Hom~ (HOmA(E,F'),G) --~ Homz~ (HOmA(E,F),G) est un monomorphisme. 

Or le diagramme 

Hom~ (HOmA(E,F'),G) ---~Hom~ (HOmA(E,F),G) 

i 

est commutatif, et les fl~ehes verticales sont des isomorphismes, 

grace ~ l'hypoth~se faite sur E 

D@monstration de la proposition 5.2. L'implication a) ~--~ b) est 

imm@diate. Pour d@montrer b) ~ a)~ soit 

d 
~-~-~ "'" --~ Pn "'' ---T~ Pi -~ 0 --~ ... 

un complexe isomorphe & L" dans D(C) , les P Grant des A- 

modules projectifs de type fini° Le complexe L" @tant de tor-di- 

mension finie et sa cohomologie @tant born@e, il en r@sulte qu'il 

existe n ~ Z~ tel que : 
O 

I) La suite 

d 

..... p - --.Ker d .... > 0  
• n -p " --" " n +I 

O O O 

est exacte. 
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II) Ker d n +I est plat. 
o 

III) Le complexe 

0 ~ Ker d n +I --->l'n +I ---~ "'" --~ P'l "~0 ---~ 
o o 

est i~morphe & L" dans D(C) 

Or Ker d est de pr@sentation finie, donc projectif 
n +I 
o 

de t y p e  f i n i  g r a c e  a u  l e m m e ,  c e  q u i  p r o u v e  8 . 1 .  

Si A est un anneau commutatif, et si X" , Y" sont deux 

complexes parfaits, alors leur produit tenseriel X" ~A Y" (dans la 

cat4gorie d@riv@e) est encore un complexe parfait. On obtient un 

bifoncteur 

O(A)parf ~ O(A)parf -~ O(A)parf 

exact en chaque variable. Par cons4quent, on d4finit sur K'(A) un 

produit, et il est facile de voir que K'(A) est mun± de cette fa- 

9on d'une structure d'anneau commutatif~ ayant un 414ment unit@. En 

fait, K'(A) peut @tre muni d'une structure de ~ -anneau (voir pour 

les d@tails le S4minaire sur Riemann-Roch faisant suite ~ celui-ci(*)). 

Le produit tensoriel X" ~A Y" d'un complexe parfait X" 

et d'un complexe pseudo-coh4rent born@ T" est un complexe pseudo- 

cob@rent born@ (A toujours un anneau commutatif). Par consequent, 

on peut introduire sur K.(A) une structure de K'(A) -module. 

(*) SGA 6 V 2 
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9. Proprigt@s fonctorielles. 

a) Soient A et B deux anneaux (non n@cessairement commuta- 

tifs) et u : A -~ B un homomorphisme. Tout B-module & gauche 

(resp. & droite) M peut @tre muni d'une structure de A -module 

gauche (resp. & droite) qui sera d@sign@ par M~u ] . En particu]ier 

B[u ]est un A-module ~ droiteo 

Le foncteur 

E ~-~--~ Br~l~ A E 

permet de d@finir le fcncteur exact 

D(A)parf --.~ D(B)parf 

et par cons@quent l'homomorphisme 

~'(A) __u __~ K'(B) 

On obtient en fait un foncteur covariant de la cat@gorie des anneaux 

(resp. des anneaux commutatifs) darts la cat@gerie des groupes ab@- 

liens (resp. des anneaux commutatifs). 

b) Supposons maintenant que le A-module ~ gauche B[u ] soit 

pseudo-coh@rent. I1 en r@sulte donc que le foncteur 

F .... ~ Fi~] 

transforme un B-module libre de type fini en un A-module pseudo- 

eoh@rent. On obtient en utilisant la proposition 5.1 un foncteur 

exact 

~b(B)so h ---~Db(A)co h 
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et par consgquent un homomorphisme canonique 

u 
K.(B) -----~----~ ~.(A) 

Les homomorphismes u , 

formule de pro~ection") : 

u v@rifient l'identit4 suivante ("la 

Cette formule facile sera d@montr@e sous une forme plus g@n4rale 

dans les expos@s du s@minaire sur Riemann-Roch (SGA 6 IV 2.11.i.2). 

10. Construction relativet~gSoit 

d'anneaux, et 

u ~ A --> B un homomorphisme 

le foncteur exact assoei@. Nous pouvons consid@rer dans D(B) les 

complexes pseud~-coh4rents relativement & A , ceux de tot-dimen- 

sion finie relativement & A , et aussi les complexes parfaits re- 

lativement ~ A . En sp4cial, il y a lieu de consid4rer les sous- 

cat@gories triangul4es 

D(~)A_parf , Db(B)A_°o ~ 

de D(B) ~ engendr@es par les complexes parfaits (resp° pseudo- 

coh4rents et born4s relativement & A . Ces deux cat@gories trian- 

gul4es permettent de d@finir les groupes suivants 

K'(B rel A) = K(D(B)A_parf) 

K.(B rel A) = K(Db(B)A_coh ) 

(*) cf. (SGA 6 llI, IV) 
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Exemple8. Soient G un groupe et /\ un anneau commutatif. L'ho- 

momorphisme -/~ -~@~] permet donc de d@finir les groupes 

K'(A:G: reliC) , K.(/\[G] relA) , qui seront d@sign~s par 

R:/~ (G) , R#- (G) • En fait, RIX (G) est un anneau commutatif 

et R i~. (G) un module sur ce dernier. 

Remarques. 

a) Si l'anneau ~ n'est pas n@cessairement commutatif, on peut 

poser par d@finition A I-G] = ~  G et par cons@quent, on 

obtient un homomorphisme /~ -~--~[G~ . De cette fagon, on peut 

donner un sens aux groupes R~[ (G) , R ~.~ (G) mGme darts le cas 

d'un anneau ~u non-commutatif. 

b) La construction ~r@c@dente peut ~tre g@n@ralis@e au cas d~un 

pr@sch@ma en groupes (ou d'un pro-pr~sch@ma en groupes) O sur 

Specd~ , en partant de la cat@gorie ab@lienne des /[ -modules sur 

lesquels G op~re - qui ne s'explicite plus en termes de modules 

sur un anneau - et le foncteur naturel d'inclusion dans la oat@gorie 

des zA~-modules . (Si .~ est un corps, on peut l'expliciter en ter- 

mes des modules sur un pro-anneau, et dans le oas g@n@ral, en termes 

de Comodules, du moins si G est affine sur ~t , cf SGA3 I 4.7.2). 

Bibliographie. 

rl] A. Grothendieck et J. Dieudonn@, Elements de G@cm@trie Alg@- 

brique, Publ. Math. I.H.E.3. IV (Seconds Pattie). 
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(*) publi@ dans (SGA 41/2 ) 



FOR~JLE D'EULER--I:01NCARE EN COHOMOLOGIE ETAL~ 

par A. GROTHENDIECK 

(R@dig@ par I.t~JCUR) 

Le but du pr@sent expos@ est l'@nonc@ et la d@menstration de la 

formule (7.2), du type d'Eule~oincar@. Cette formule g@n@ralise une 

formule obtenue ind@pendamment par Ogg et Chafarevitch, dent les r@- 

sultats sent expos@s (du point de rue de la cohomologie @tale )dans 

l'expos@ de M. Raynaud ~1]. 

La formule d'Euler-Poincar@ utilise de fagon essentielle le forma- 

lisme des eat@geries d@riv@es. Cemme dams loc.oit, la d@monstration se 

fait par l'interm@diaire d'une variante (5.]) d'une formule bien connue 

de Weil. 

J° ~aisceaux sur u n s ch@ma ~ o~@rateu.rs. 

Soit X un sch@ma muni d'un groupe G op@rant par automorphismes. 

En proo@dant oomme dans ([T] chap. V) on peut d@finir la notion de 

faisceau @tale sur X ~ groupe d'op~rateurs % ou simplement "faisceau 

sur (Xet , G)" . 

Par d@finition, se donner un faisceau @tale sur X i groupe d'op@ra- 

teurs G , c'est se donner un faisceau F E 0b(~et) et un morphisme 

@ 

g 
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pour chmque g E G, de fa~on que lee conditions suivantes soient rem- 

plies : 

a) S e - 1 F 

b) }our g,h E G, Is diagramme : 

F %g ~ (h~)*(F) 

f(%) 
h*(F) , ~ ~*(~*(F)) 

est commutatif, od Ch,g(F ) : (hg)*(F) ~(hW~*)(F) est l'isomorphisme 

canonique. 

Lee mnrphismes entre deux faisceaux (F~Sg), (F',S'g) sur X 

groupe G d'op@rateurs sont d@finis d'une m~ni~re @vidente, et on obtient 

une oat@gorie ~et,G qui est un topos, comme il r~sulte ais@ment du 

crit~re de Giraud (SGA 4 II 4.12) • 

Un anneau A de Xet,G @tant donn6, on peut consid~rer la cat@gorie 

eb@lienno des A-Igodules~ qu'on d@signera par ~d(A). 

Par exemple, un anneau A @rant donn@, on peut munir trivialement 

le faisceau constant A X assooi@ ~ A d'une structure de faisceau 

groupe G d'op4rateurs~ en utilisant lee ieomorphismes canoniques de 

transitivit4 

s ~ A x _ ~  (A X) g 

T o u s l e s  r@sultats d~montr~s dans ~T] chap. V~ peuvent s'@tendre 

dane ce cadre, et nous en laissons los d@tails au lecteur. 
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2. O~ l'on prouve ~Jun oe_rtain complexe de A [G]-medulos est parfait 

~ppelon8 le r@sultat suivant de (SGA 4 XVII) : 

Lemme 2.1. Soient X et Y deux soh6mas et f:X--e.Y un morphisme propre~ 

avcc Y quasi-c0mpact. D4si~nons par A un anneau de torsion, et soit 

F" un complexe de faiscsaux de A-modules sur X de tot-dimension finis 

(SGA 4 XVII); alors ~ f.(F') est de tot-dimension finie. 

Propo,sition 2.2. Soient X un sch6ma propre sur le corps k s@parablement 

clos, Gun groupe fini op@rant sur X~ V un ouvert de X stable par G 

et tel que G op@re de fa~on admissible (SGA I V 1.7) et librement sur 

V, A = g/gnz avec gun hombre orem~@r diff6rent de la caraot@risti~ 9 

dee k , e_tt A V le faisceau constant sur V associ6 ~ A , muni de sa 

structure triviale de faisceau ~ groups G d'op4rateurs. D@si[nons par 

i : V ~--~X l'immersion de V dan___ss X et soit AV, X - ii(Av) • Dan_~s 

ces conditions le complexe de A[G]-modules ~I~ X (Av~x) est un complexe 

parfait (VIII 7). 

D6monstration z Si p : X--)Y = X/G est la projection canonique, 

il est bien connu qu'on a l'isomorphisme canonique 

~x(^v,x ) ~ ~rx(~* (^v,x)) 

dans la cat@gerie D(A[G] )  • D'autre part le complexe Rp. (Av ,x )  de 

A[G]-modules sur Y est de tot-dimension finis. En effet p ~ X--~Y 

6tant un morphisme fini de sch6mas, on a ~qp.(Av,x) = 0 si q ~ 0 

(SGA 4 VIII 5-5~. IIen r4sulte done que 
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~P*(^v,x) = P*(^v,x) 

(SGA 4 Vlll 5-5) nous donne ~nssi la possibilit@ de d@terminer les 

fibres du faiscea~ p.(Av,x) ~ et on trouve,si l'on tient compte du 

fait que G op~re librement sur V 

/' "D %~X,x = ^[G] siy 6 p(V) 

~ / 
p.(Av,x) ~ - 

! o ~i y ~ p(v) 

(7 est le point g@om@trique &e Y localis@ en y). 

Par cons@quent ~p.(Av,x) = p~(Av,x) est plat sur A[G]~ 

l'@tant fibre ~ fibre (SGA 4 XVII), donc de tot-dimension finis. Appli- 

quant 2.1 au m6rphisme canonique Y-->Spec(k) on d@duit que 

Rff~x(Av,x) = ~I~y(Rp.(Av,x) ) est de tot-dimension finie. 

Pour conclure que R Px(Av,x) est parfait il nous rests ~ d4- 

montrer qu'il est pseudo-cob@rent et ~ cohomologie born@e (VIII 8.1) 

~'~is A[G] @tant noeth6rlen~ pour v6rifier que R@-~(Av~x) est pseudo- 

coh@rent il suffit de montrer que lee Hq(X,Av,x) sont de t~e fini 

sur ACG](VIII 7.2), ou ce qui revient au mSme, sur A, ce qui r@salte 

de (SGA 4 XIV 1.1) appliqu4 au A-Nodule AV, X 

La formule de Weil 6.1 donnera une expression de la classe 

cgK.(ACG])(R~x(Av,x)), pour le cas d'une courbe X , en termes d'in- 

variants globaux connus et d'invariants locaux que nous allons d@finir 

O aun 5 . 
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3- R~ppels sur les repr@sentations lin@aires des groupes finis. 

Dans ce n ° ~ A d~signe un anneau commutatif, et G un groupe- 

3.1. Consid4rons la seus-cat@gerie pleine ~ de Mod(~{G]) des 

A[G]-medules M dent le A-module sous-jacent soit prejectif de t3~e 

fini. Pour un tel module M et pour un g E G on censid~re l'endomor- 

phisme~our la structure de A-module) 

gN : M~-*M , ~(x) = gx • 

On obtient une fonction 

qui est une fonction centrale 

A[G]-module M . 

Si l'on associe ~ chaque 

xM(~) = ~rA(~ } , 

sur O et qui s'appelle le caract~re du 

60b(~ ) son caract@re X~ on obtient 

une fonction additive (VIII I). Utilisant le sorite des traces pour les 

endomorphismes de complexes parfaits, on obtient m~me une fonc- 

tion additive Tr sur la eat@gorie des complexes de A[G]-modules qui 

sent parfaits en rant que complexes de A-modules. D'o~ un homomorphisme 

Tr 
R'(G) ~ } ~ ' (G,A) , 

o~ ~ ( o )  e~t l '~nneau de~ repr@~entations de 0 eur A (VIII  I O ) , / ( O , A )  

le module ~es fonctiens centrales G = ~ A  

Lorsque G est fini, le compos@ de l'homomorphisme canonique 

K' (A [C] )  , ~ ( 0 )  aveo Tr sera d@sign4 par tr. 

l~appelons le r@sultat suivant (IX th.1 , cot. 3) : 
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Proposition 3.2. Soient ~ l'anneau des ?ntiers i-adiques et O 

un groupe fini. Alorsl'homomorphism__e 

est un monomorphisme. Deux ~e EG]-modules projectifs ayant ~me fon~ 

trace darts T(a,~) ~o~t i~omor~e~. tion 

3.3. Soit m ~ G--~G, un homomorphisme d'un groupe G dans G' • Par 

restriction d'op@rateurs on obticnt un foncteur exact : 

J : Mod(AEG']),~--~,~d(AEG]) 

Ce foncteur admet un adjoint ~ gauche : 

savo i r  I (F)  : AEG,~AEG]F . Si F est  p r o j e c t i f  de type f i n i  ( resp.  

de type fini) I(F) l'est aussi. 

Si cp E~G',A) est une fcnction centrale sur G' , la fonction 

~o~ est une fonction centrale sur Get on obtient par cons@quent 

l'application 

Si m est l e  caractare d'un A[C' ] -module M dzns C(G')9 ~@ (~) est l e  

Supposons maintenant que ~ ~ G---eG' est une injection et que 

G soit d'indioe fini dans G' . Dans ce cas si F est un A[G]-module 

dans C(O) dent le caract~re est ~ : G---~A~ alors I(F) est dans 

C(G') et le caract~re ~* : G, ~A de I(F) est le caract~re "induit" 

par ¢ , i.e. la fcnction sur G' d@duite de ~ par la formule 
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(3..~.~) ¢<(~) : t=Q/o ¢(t -~t)  

en convenant que ~ (t-lgt) = 0 si t-lgt ~ G 

3.4. Soient X" et Y" deux complexes de A-modules. De m~me que dans le 

eas des modules, si l'un des complexes X" , Y" a une structure suppl@- 

mentaire de A-B-bimodule, alors il est possible d'introduire sur 

HomA(X" ,Y') une str~icture de complexe de B-modules et en cons@quence 

une structure correspondante sur ~ HomA(X',Y °) • 

Supposons par exemple que X" est un objet de D'(A) et Y" est 

un complexe de A-B-bimodules, disons pour pr@ciser que nous sommes dans 

le cas d@crit par le symbole A_B Y" . En particulier Y° est un objet 

de D(A) • Seit P" =;X" une r~solution projective de X" . Alors 

HomA(P',Y ") est @videmmen± un complexe de B-modules ~ gauche~o'est-~- 

dire un objet de D(B) • Si on utilise une autre r@solution projective 

P~-~x" , le co~loxe do ~-module= ~om~(P~,Y') ost i=omorphe c~o- 

~iq~ement d~ns ~(~) ~u oomplexe I~om~(P',Y') . nen r~s~l~e do=o qu'on 

peut d@finir ~ HomA(X',Y" ) eomme un objet de D(B) d@termin@ ~ isomor- 

phisme unique pros, dgpendant fonotorlellement de X" dans D'(A) et Y 

~n= ~(A ®z~). 
Des consid@rations analogues s'appliquent pour le ca= du complexe 

X° ®A ¥" • $i par exemple Y" est un complexe de A-B-bimodules eomme 

plus haut et X et un complexe de A-modules ~ droite et borng a droite, 

on peut d@finir X" ®A Y° eomme un objet de D(B) d@termin~ ~ isomorphis- 

me unique pros° 

3.5. Soient A un anneau commutatif, A et B deux alg~bres sur A et 
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C . A ®A B • Les C-modules sont donc les A-B-bimodules. 

Si A est une sous-cat@gorie triangul@e pleine de D(A), en d4si- 

gnera par D(C)~ la seus-cat@gorie triangul4e pleine de ~C) engendr4e 

par les complexes qui, consid@r@s comme objets de ~A) appartiennent 

Proposition 3.6. Les notations @taut ce!les de 3-4 et 3-5 ~ soit A 

une sous-cat@~orie trian~ul@e pleine de D(A) stable par facteurs directs. 

S__ii P" est un objet de D(B)parf (VIII 7) e_% ~ est un objet de D(C)& , 

~9 comp%exe de A-modules m HomB(P',M" ) 6 D(A) d@fini darts 4-I est un 

ob~et de ~ • I1 en r@sulte en particulier un accouplement de cat@~ories 

triang~!ges 

( 3 .6 .1 )  e Hom : D(B)par f x D(C)~ .... )& , 

c ' e s t - ~ - d i r e  un b i f o n c t e u r  exact en cha~ue va r i ab le~  et  par  cons@quent 

(VIII 3) une application bilin@aire : 

(3.~.2) K'(B) x K'(D(C)A) hom ~K(8) 

telle que 

(3.6.3) K(a)(c~K.(B)(P),C~K(D(C)A) (M')) ~ CgK(~)(~ HomB(P',M')) • 

On obtient un @nonc@ analogue si l'on remplace B par son oppos~ B ° e__~t 

HomB(P~ ~ par P" @B g" " 

D@monstration. On montre d'abord que R HomB(P~O est un objet de A 

dans le cas particulier o~ P" a une seule compcsante non nulle , puis 

on raisonne par r@currence suivant le hombre des eomposantes non nulles 

de P" . 
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3.7.  Soit Pun A[G]-module. C'est en particulier un A-module. On 

peut munir le A-module ~= HomA(P~A ) d'une structure de A[GS-module 

en posant pour ehaque u E HomA(P~A) et g 6 G ~ (gu)(x)=u(g-lx), gauche, 

i.e. : 

(3.7 .~) gp ~ t(c1)p 

Le module ~ sur A[G] ainsi obtenu sera appel@ le dual de P . 

On peut done d@finir le dual ~" = Hom~(P',A) d'un eemplexe P 

de A[G]-modules somme ~tant un complexe de A~G]-modules. 

Si Xp est le caractSre de P, le caract~ ~ de son dual est 

donn@ par la formule 

(3-7.2)  x~(g) ~ × p ( - 1 )  , 

qui se d@duit imm@diatement de (4.3.1) en utilisant la formule : 

$i P est un A[C]-module projectif de type fini il est clair 
v 

que P est aussi un A[G]-module projectif de type fini. En plus, dans 

A-modules ce oas, l'homomorphisme canonique de 

p ------~p 

est en fait un isomorphisme de 

sur K'(AKG]) une involution 

v 

v 
qui associe ~ la classe de P la classs de P 

sl ~ : A--~ [~ est un homomorphisme d'anneaux commutatifs et 

u : A~G]---~K~EG] llhememorphisme assoei@, l'homomorphisme 

v 
u*: K'(AKG]) ~ ~K'([~G]) commute aux involutions x .... ~x 

A[G]-modules. De cette fa9on on d~finit 

. Ii est imm~diat que 

SUr 
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K'(A[G]) et K'(P[G]) • 

Soit A un alg~bre sur A et 

A[G] : ^[C] % A 

Un oomplexe X" de A[G]-modules @rant donn@, on d@signe par 

X "G le complexe de A-modules image de X" par le foncteur qui associe 

chaque A[G]-module X de module sur A formg par les @l@ments de 

X invariants par G . 

PToposition 3.8. Soient Gun groupe fini, P" un com~lexe born@ de 

A[G]-modules dont routes les composantes sont projectives de type fini, 

o t ~ un c omplexe de A[G]-modules. Sous ces conditions il existe des 

isomo.rphismes canoni~ues de com~lexe.s ' d e A,modules : 

(3.8.1) H°mA[G] (P''M) : H°mA(P''M)G~--~ ('{" @A NI°)G---~" ®A[G] ~'~I" 

La d@monstration utilise lee isomorphismee bien-connus pour le 

cas des modules, etest laise@e au lecteur. Noter que dans les deu- 

xi~me et troisi~me terme, les op@rations de G sur Hom~(P',~') resp. 

~" ®A~" se d@finissent par transport de structure ~ partir de ses 

op@rations sur P" et M" resp. et • 

Corollaire 3-9- S~ P" E Ob(D(A[G])parf) @t M" E D+(A[G]) alors on 

a dans la eat@gorie d@riv@e D(A) les isomorphismes suivants : 

(3.9.1) m ~omA[o] (P" ~') mO°('~" ~ '~" : %M) ~ % [ Q ] ~  

que 

En effet grace ~ l'hypothSse P" E D(A[G]parf on peut supposer 

P" est born@ et routes ses composantes sont projectives de type 
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fini. On a donc 

R HomA[G](P',M') = Hom~[G](P',M? ) 

V 
et on peut utiliser les isomorphismes (4.3-4) . Nais P" est comme P', 

borng ~ composantes projectives de type fini, donc 

composantes du oomplexe ® ~" sont oohomologiquement triviales 

( E3] IX 3) et on a dono : 

4. La repr@sentation de Swan. 

Soit E une courbe alg@brique lisse et connexe sur le corps k 

algTbriquement clos. Si x 6 E est un point ferm@ de E , son anneau 

local % (ou simplement %) est un anneau de valuation discrete ~X 

dont le corps de fractions est isomorphe au corps de fonctions ration- 

nelles sur E et dont le corps r@siduel est k . La valuation corres- 

pondante sera d@sign@e per v • 
X 

Lemme 4. I. Soient E une courbe alggbrique lisse sur le corps k al- 

g@briquement clos et g ." E )E unoendomorphisme de E cliff@rent de 

l~identit@. Supposons que x 6 E est un point fixe isol@ de g et 

soit ~ une uniformisante de (f'E,x • __Si v x est la valuation de 

~E,x correspond~nte, alors la .multiplicit@ ~x(g ) &u point fixe x de 

l.'applioation g (IV ) es± @gale ~ Vx(g(~)-~ ) . 
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Dans le produit E x E la dia~onale et le graphe de l'endomorphisme 

g seront d@sign@s respectivement par A et [~ . Soient 

: E @E x E 

: E----~E x E 

los immersions respectives. Elles sent donn@es~ sur los anneaux lo- 

caux compl~t@s de x resp. (x,x), par les homomerphismes 

o~ 

~,~* : ASA-----) A ( A - %) , 

~*(a ® b) - ~b 

¢(a ® 9 - a:*(b) . 

la multiplicit4 ~x(g ) du point 8(x) dans l'in- 

E x E • Or le diviseur A correspond ~ l}id~al 

Ii s'agit d'@valuer 

tersectien A~g sur 

enga~dr~ par l'@14ment I ® ~ - ~ ® I de A~A • Done la multipli- 

cit~ de 8(x) dans l'in~ersectien A ~ est g 

~ (g) = ~(~*(I ® ~ - ~ ®I)) = ~(g(~)-~) , eqfd. 

4.2- Seit C une courbe alg4brique lisse, propre et connexe sur 

le corps k alg@briquement cles. Si ~ est son point g@n@rique? d@si- 

gnens par K = k(~" son corps de fonctlons rationnelles. 

Soit 

une extension galoisienne finie de degr4 n 

D@signons par C, la normalis4e de C dans 

et de groupe de Galois G o 

K, et soit 
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p • C,~-@C 

!a projection canoniaue . Le g~roupe de Galois G 

C' . Le stabilisateur de y' E C, d~ns G sera not@ 

Hi ~ est une uniformisante de COC, et sl 

posons 

(¢ .2 .1)  ,%, (~ (~) -~ )  = ,~y, (s) 

(la multiplicit@ du point fixe y' pour l'application s : C,---~C, 

(lemme 5. I)). 

La rspr@sentation de Swan associ@e ~ y' est d@finie par son ca- 

r~ct~re %, , qui est donn@ par la fermule : 

(4.2.2) %,(s) = ~ I - ~y,(S) si s ~ s 

~s~e 

op~re ~videmment sur 

Gy, . 

s EGy, s ~e 

Les r~sultats de Artin-Serre-Swan (IX Th 4) montrent que, ~ @tant 

un nombre premier distinct de la caract@ristique de k ~ il existe un 

Zg EGy,]- module projectif de type fini SWy, , d@termin@ ~ isomorphisme 

pros, qui a pour caract~re ~, • 

I1 y a aussi in%@r~t ~ consid@rer le Zg [Gy,]-module 

Le oaract~re ~' de Sw' est donn@ par la formule : y' y' 
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(4.2.4) ~,(s)  
sis=e 

°~c'/c 
n'@t~nt autre que [3, Chap. VI 

Enfin, la fonction 

(4.2.5) ay, : %, + U G 
y' 

est la diff4rente &u revStement C'/C , la derni~re fermule 

2, prop. 4] o~ on fait H = [ I }  . 

= ~,- 10 
y' 

o~ u G d@signe le caract~re de l'id@al d'augmentation de Z4 [G] , 
y, 

est aussi le caractSre d'un Q4[Gy,]-modulecla repr6sentation d'Artin 

dee Gy, , qui sera d4sign@ part Arty, • 

On a doric : 

(4.2.6) ay,(~) 

- '~y,(S) si s ,Z e 

,~',(~)y . Vy~( o/c, sis=e 

Consid@rons maintenant l'inclusion Gy, c G • On pose : 

(4.2.7) % .. s,,y, ®z~EQ~. ] z~[a] , s ~  : Sw~,, ® z $ % , ]  z~[o] 

(4.2.8) Arty = Arty, ~ % [ % , ]  %[o3 

Les caractSres des repr@sent~tions pr4c@dentes sont not@s 

%,,~'y,~ ay • 
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4.3. Notons que les modules ain~i obtenus ne d@pendent - ~ isomor- 

phisme pr6s -que du point y E C , et non du choix du point y' et C' 

au dessus de y • Soit donc y" un autre tel point. I1 existe dono 

g E G tel que y" = g.y' • La situation (C'~ y" ~ G) se d@duit dono 

de la situation (C , y' ~ G) par l'isomorphisme g sur C' 

-I 
int(g) : h a~-~gh g sur G • On en conclut par transport de structure 

que les modules Sw etc. associ~s ~ y" se d@duisent de ceux associ@s 
Y 

y' par extension des op6rateurs ~ l'aide de int(g) ~ G----~G . On 

salt que cette extension transforme un module en un module isomorphe- 

Proposition 4-4- Les notations 6rant celles de 3.7 avec (A = Zg et 

Nf @tant un objet de D+(A[G]) on a des isomorphismes : 

V 
(*) sw = s~ 

Y Y 

(~) Hom~Ea](Sw ,~" ) = SWy ®Z~E0] M" 

l'on d4signe par 
Y 

D4monstration. Pour que deux Z$[O]-modules projectifs de type fini 

soient isomorphes il suffit qu'ils aient mSme caract~re (3.2). Or si 

V 
le caractSre de Sw on a (3-7.2) : 

Y 

D'autre part on a : 

donc Sv~, ~ Swy, , a,o~ la ~ormle (*) par a~inition (4.2.7). ~ 

formule (**) en r@sulte grace ~ 3.8. 
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4.5. Nous aurons besoin plus bas d'une formule explicite pour le ca- 

ractSre de la repr@sentation de Swan. On a en fair les formules : 

>-~ (1-%,(s)) sis¢ p( ,l=y 
s<z')=z' 

ch, 
- - " / - - ( I + V z ' ( ' / ~ ' / C ) ) -  ~ si S = e 

p(z')=~ 

(4.5.2) =y(s) = ~ y,,(s) 

l (1 (s)) si s ¢ -- ~z~ e 
I =Y T 

q 

(4.5-3) ~ , ( s )  = ~ . , ( s )  = ay(~) = 

-~. %,(s) 

~-- %, 2c/c) 
~p(z')=y 

sis~ e 

sis = e 

Pour d4duire ces formules on utilise (3.3.1) et l'on tient compte du 

' 6 C alors on peut trouver~ pour fait que si l'on fixe un point Yo 

chaque y' E C, tel que p(y')=p(y~), un @14ment g~ 6 G tel que 

' • Les ~14ments g, constituent un syst~me de repr@sen- g'(Y') = Yo 

tants pour les classes ~ droite de G dans G et on a de plus 
Yo 

Gy = g'Gy,g '-I t" . Ce sys eme de repr@sentants peut ~tre utilis~ dans 

le deuxi~me membre de la formule (3.3.1), et on obtient les formulas 

@crites. 
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4.6. Les invariants % , Sw~ , Arty peuvent se d@finir dans des 

conditions olus g@n@rales. Soit pour cela C' une courbe alg@brique 

lisse sur k , non n@cessairement connexe. Supposons que le groups fini 

G op~re sur C, et qu'il exists un ouvert U de C = C'/G dense darts C 

tel que C3 I U soit un rev~tement principal de U ds groups G . Pour un 

point y E C on peut d@finir les modules SWy , Sw~ , Arty en proc@demt 

comme plus haut. On peut se ramener au cas o~ C' est connexe de la fa- 

9on suivante. Soient y' 6 C, tel que p(y')=y, C~ la compssante irr@- 

ductible de C, qui contient y' et C I la composante irr@ductible de C qui 

contient y • Si GC~ est le stabilisateur de la composante CIet si D~ 

(resp.~1) est le point g@n@rique de C~ (resp. CI) alors l'extension 

K~ = k(~) D k( = K I est galoisienne de groups de Galois GC~ et C~ 

est la normalis@e de C I dans K[ (SGA I I 10). On psut donc appliquer 

les consid@rations faitss plus haut pour les courbes C~ , C I et le 

groups GC[ • De cette fagon on obtient les Z6!Gc[]-modules projec- 

tifs de type fini SWOc~,y , SW,Gc ~'y , Art GC~ 'y ~ et SWy , SW'y , Arty 

sont les modules induits associ4s ~ l'inclusion GC~ c G . 

Remarque 4.6. Les modules SWy, ~ SW'y,, Arty, sont des invariants pu- 

rement locaux ~ ils sont connus par ls groups Gy, op@rant sur le com- 

pl4t4 de l'anneau local ~C',y, . En plus on a SWy, = 0 si et seulement 

si p ~ C'----) C est mod@r4ment ramifi4s en y' ou, c~ qui revient au 

m~me, si Gy, est d'ordre premier ~ la caract@ristique de k [3 VI]. 
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5- La formule de Well (comparer [3 VI § 4])- 

5.0. Tousles sch@mas consid@r@s dans ce num4ro seront d@finis sur 

un corps de base k alg@briquement clos. 

Nous utiliserons les notations suivantes : 

= Z/p~. , $ @tant un nombre premier donn4, distinct de la A 

caract4ristique de k 

Soit Z&---~ A 

phisme 

et par cons@quent 

l'homomorphisme canonique. II induit un homomor- 

[VIII 9] un homomorphisme de r@duction : 

Les images par k~'j des @l@ments associ@s aux modules SWy , SW'y 

seront ~sign4s par swA~ sw'A~ y ' y 

L'homormorphisme de r4duction k~ est en fair un isomorphisme 

[IX 1.5] . L'inverse de k sera d@sign~ par M~ • 

Le faisceau constant sur le sch4ma X associ@ ~ l'anneau A ~) 

sera d@sign4 par A ~,X 

Soit V un ouvert de X , j : V~.--~X l'immersion canonique. On 

pose 

J l ( ^ ~ , v  ) = ,a,;~v, x 
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Proposition 5.1. Soient C' une courbe alggbrioue, lisse et propre sur 

l e corps k alg@briquement clos, Gun groups fini op6rant sur C, 9 

C = C,/G , p : C'. ) C la projection canonique, U un ouvert dense de 

C tel que U, = p-1(U) soit un rev~tement principal de U de groupe G, 

Y C-U , Y' p-1(X) C,-U, et soit EP(C) la caract@ristiqus 

d'Euler-Poincar@ de C ~ (@gale ~ 2 - 2g s i C est connexe de genre 

~ ) .  

(5.2) 

Darts ces conditions on a la formule de Well : 

o~ le premier membre de (6.2) est d@fini grace ~ 2.1. 

D@monstration. D@signons par S1(resp. $2) le premier (resp. le deuxi~- 

me) membre de la formule ~ d@montrer. L'homomorphisme de r@duction 

X; @rant en fait un isomorphism~ il suffit de d@montrer que 

p~(S 1) = g~(S 2) • 

D'autre part (3.3.1) l~homomorphisme trace : 

est un monomorphisme. P a r  consSquent il suffit de d4montrer que 

tr(~(Sl)) = ~r(~(S2)) 

Le oaract$re ~2 = tr(gv(S2)) est @videmment donn@ par la f o r -  

m u l e  

( 5 . 2 . 1 )  % = ~ ( C ) r  o - T ' - - - o - )  , 
y E Y  
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o4 ~' est le caractSre de Sw' ((4.2.7) et (4.2.3)), r G la repr@sen- 
Y Y 

tation rgguli~re. 

Consid@rons maintenant les homomorphismes de rgduction pour les 

traces : 

On a @videmment 

= 

I1 suffit done de d@montrer qu'on a~ quel que soit n 

X~ ( t r ( ~ ( S l ) ) )  = X~ ( % )  • 

Se premier membre est ~al ~ t r ( × ~ ( ~ ( S l ) )  , or 

grace ~ la formule de K~nneth (SGA 4 XVIII) 

L Rr'C,(An,u,,c,) ®An A = Rr'C,(A U,,C,) pour lq ~ 

On est done ramen@ ~ Pr0~er ],@galit@ : 

tr(c&K'(An[O ~(Brc'(An,U',C'))) = k~(G2) • 

D@signons le premier membre de cette ~alit@ par ~ et soit g 6 G . 

L'@l@ment g induit @videmment un endomorphisme du triangle distingu@ 



392 

R r~y, (An,y ,) 

/ \ 
:Rr'c,(An,u, c , )  _ ~. RF'c,(An,c,) 

On a donc : 

i(@) = T'r*gR~c,(An,u, C,~ ~ T~;~gR~c,(An~c] ) - Tr*gR~y,(An ,i,) 

(Pour abr@ger on a @crit Tr* au lieu de Tr A ) . Or on a~ en appli- 
n 

quant une "formule de Lefschetz" triviale sur l'espace diseret Y' sur 

lequel g op~re 

=nombre des points fixes de la restriction 

gy, de g ~ Y' =V 1 . 

,EY~ 

gy'= y '  

D'autre part la formule de Lefschetz (III4.7) pour 

nous donne, si g ~ e • 

T r  

g op@rant su±. C' 

~y,(g) = la somme des multiplicit@s des p6ints 

fixes de l'application gc'" C'---~C'~ 

et on a : 

T ~ r c , ( , , n , c , )  = ~ ( c , ) . 1 ^  pour ~ -- e , 

grace au oaloul explicite des H~(C ' ,An,C, ) , via (SGA 4 IX 47) et 



393 

K~nne%h (SGA 4 XVII) . 

!I en r4sulte donc la formule suivante pour 

(5.2.2) ~(~) = 
y'6Y' 

EP(C') - card(Y')  

sig~e 

sig=e 

Com;~t a~ec (~.2.0 on troupe ~aoilement ~ ~ X~ (%) • 

En effet si g ~ e l '6gal i t@ entre ~(g) et k~n(~ 2) est imr~4diate 

(4.5.2) • 

Si g = e la formule ~ v6rifier s'6crit 

~ ( C " )  - °~rd(Y')  = N ~ (C)  - ~ _  ~'y(~),  oh N = card(G) 
y6Y 

c ' e s t - [ - d i r e  (4.5.2)  

qui n'est pas ~utre chose que la classique formle de Hurwitz. 

A . 
6. D~finition des termes locaux ~(F) 

6.1. Soient Cune courbe alg@brique connexe lisse sur le corps k al- 

g@briquement clos, A une A-alg~bre (A = Z/~Z , ~ distinct de la carac- 

t6ristique de k) et A c D+(A) une sous-cat@gorie triangul@e de D÷(A) 

stable par facteurs directs. Soit Fun complexe de faisceaux de 

A'modules surC tel que les conditions suivantes soient remplies 

i) Pour tout point g@om4trique ~ 6 C(k), on a F- E (A) • x 
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it) I1 existe un ouvert non vide de C sur lequel F soit "loca- 

lement constant", ou ce qui revient au m~me, il existe un ouvert non 

vide U ~e C et un rev~tement galcisien connexe C, P ~C de C , de 

groupe G , tel que, si F' ~ p*(F) est l'image inverse de F par p~ 

alors F'IU est constant (U' m p-1(U)) • 

Le faisceau FIu est donc d4fini par un complexe ~[ de A-modules 

sur lequel G op~re. Si on d4signe par ~(resp. ~') le point g@n@rique 

de C(resp. C,) st par ~ (resp. ~') un point g4om6trique sur ~(resp.~') 

on a : 

(6.1.1) F- ~- F_' ~ M 

Comme complexe de A-modules M est isomorphe ~ F~ , et grace ~ la 

condition i) c'es~ un objet de A • Donc (3.6) pour tout x E C(k) 

Hom~[G](SwA~ ~) est un objet de A, d'o,~ un 41@ment de K(A) o 

En fair l'ebjet de A d @ f i n i  p a r  HomA[G](S<, ~0 ne d@pend pas~ 

isomorphisme pros, du rev~tement galoisien C, P) C qui trivalise 

FIU • Pour le d@montrer il suffit de comparer les @l@ments associ4s 

deux rev~tements C,_~ 9 C , C" P'9 C, P) C .Dans ce cas, si G' 

eet le groupe de Galois du rev~tement C" ~ C, aiors G est un 

groupe quotient de G,. Soit 

• %[O'] ..... ; Z~EG] 

l'@pimorphisme canonique associg. Les modules de Swan sont alors ligs 

par la relation 
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~o,,~ s%,,x z~[o,]z~ , 

qui r~sulte imm~diatement du fair que le oar~ot~re ao~ x est le ca- 

r~cf.~re induit de G' ~ G ([3] vl Prop. 3) • 

D~autre part on a un isomorphi~me de complexes de A[G']-medules : 

F~, ~- EFt, 3 (~) 

IIen r4sulte un is~morphisme canoni~ue de complexes de A-modules entre 

H • , A ~--,~ et " A °mAEG]tSvcG, x' n" H°mA[G' ](SWG' ,x' F~,,) (formule d'~djonotion). 

6.2. Nous utiliserons les notations suivantes : 

(~.2.2) ~(F) = ~(F) + (e~x(~)(F ~) - ~(~)(~)) 

Bien entendu dans la formule (6.2.1) F- est muni de la structure 

~e A[O3-module ~r~ee ~ 1'isomorphisms (6.~.I) . ~oto~s que si ~ 6 C(I~) 

est tel que C, soit mod~r~ment ramifi~ en x , on aura (4.6) S~v x = 0 

dono ~(A) = 0 , dons dzns ce cas on aura (en oonformit6 ~veo 

Ogg-Chafar4vitch) : 

I1 est clair que e~(F) = 0 si x $ Y = C - U, et par cens4auent il 

existe seulement un hombre fini de x tel que k~(F) ~ 0 . 
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Donnons maintenant des exemp!es de cat@gories Aet de complexes 

de faisceaux F tels que les conditions gnoncQes plus haut soient v@- 

rifi@es. 

a) Soient A = Db(A)ce h (VIII 5) et F un complexe de fa~sceaux 

de A-modules constructible (SGA 4 XVII) et ~ cohomologie born@e°Dans 

oe oas ~(F) ~ K~(A) 

b) On prend A ~ D(A)par f (VIII 6) et Fun complexe de faisceaux 

de A-modules censtructible et de tot-dimension finie° Dans cecas 

c) Boient A , B deux A-alg~bres et ~ A~-~B un homomorphisme 

de A-alg~bres. On prend A~= Db(B tel A)coh (VIII 10) et Fun complexe 

de faisceaux de B-modules~ constructible comme faisceau de complexes 

de A-modules et ~ oohom~logie bornge. On obtient ¢~(F) E K.(B tel A) 

~videmment on peut varlet comme plus haut pour obtenir, par exemple, 

des @l@ments e~(F) E K'(B tel A)° 

Y. Foxmule d' Euler-Poincar@. 

Th@or~me 7.1. $.oie_nt C une courbe al$@bri~ue oonnexe , lisse et pro- 

pro sur le corps k alg@bri~uement ' clos, ~ le point ~@n@ri~ue de C, 

A C D+(A) une sous-catggerie triangul@e de D+(A) stable par facteurs' 

directs , Fun complexe de faisceaux de A-modules tel que les condi- 

tions i), ii) de 7.1 seient remplies° Sous ces conditions on a 

R~C(F) E Ob(A), et la formule suivante (formule d'Euler-Poincar@) est 

v~aie : 
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(7.2) ~K (~ ) (Rq (F I )  = EP(C) C~K(~I(F~) -.~ " ~A (F) 
x 

x ~k) 

oR les ¢~(F) sent d@finis dans 6.2 (formule 6.2.2). 

La d@menstration de ce th@or~me sera faite en quelques @tapes. 

a) $oit Y un complexe bcrn~ ~ gauche de faiscoaux de A[G]-med~les 

sur C . On a un isomorphisme : 

(7.3) Rt'IG(R~C (~)) = Rq(R£ G (~)) , 

6~P G est le fonoteur : "sous faisceau des sections G-invariantes" • 

effet~ C transforme un faisceau injectif de A[G]-modules dans un En 

A[G]-module injectif et ~G transforms un faiseeau injeetif de A~G~- 

modules dans un faisceau injectif de A-modules (utiliser pour cela par 

exemple des adj nts @vidents de~ C et ~G ), et d'autrs part on a 

rGer C = r C oCc  . 

Prenant les foncteurs d@riv@s des deux membres et appliquant 

([5] prop. 3.]), on obtient donc (7.3). 

b) Soit ~ un complexe limit@ ~ gauche de faisceaux de 

, nul en dehors de U . On a un isomorphisme : 

= R_pG(p.(~')) ,o~ ~' = p*(~) 

A-modules 

sur C 

(7.4) 

Remarquons d'abord que les foncteurs p ,_~Go p. @tablissent des @qui- 

valences quasi-inverses l'une de l'autre de la cat@gorie des faisceaux 

de A-modules sur C, sur lesquels G op~re et nuls en dehors de ' = 

U' = p-1(U) , et de la cat@gorie des faisceaux de A-modules sur C nuls 

en dehors de U. On aura donc l'isomorphisme : 
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~ ~((_r '° o p ) o p~)(~) 
.H- 

D'autre part on peut appliquer de nouveau ([5] Prop 3.1) qui nous don- 

ne, compte tenu que Rp* p* = ~ Rp. = p. : 

~ ~(_r,°o p.)(~o*(~)) = (Rf°)(p.  p*(~)) , 

oe qui est l'isomorphisme voulu. 

c) Soit ~ un complexe de faisceaux comme dans b) . On a l'iso- 

morphisme 

(7.5) R~0(~) ~ (~r"o>(R,"a,(+,)) 

En effet on a : 

(Rn 0 )(R.~,(~')) ~ (R~O)(R~(p.(~,))) 

o~ 9' : p*(~) • 

grace ~ (7.3){ et (7-5) en r@sulte grace ~ l'isomorphisme (7.4) 

d) D@signon$ par i': U'--gC' , i: U---gC les inclusions canoni- 

ques et posons 

. Fu, c ~ it(Ft.) • 

Pour calcul~r R~(~) on peut appliquer la formule (7.5). D'autre 

part, avec les notations de 7.1 , ~ ~ AU, C,®AM et la formule de 

Kunneth (SGA 4 XVII) nous donnent 

(7.6) R%,(~,) ~ R~,(~,,c , %~0 ~ R~,(AU,.C,) ~AM . 
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Ce dernier isomorphisme est en fait un isomorphisme entre les 9bjets d9 

D(A[G]) d~finis par les dsux membres. En combinant (7.6), 47.5) et la 

forn~le (3.9.1)~ qui est appliquable grace ~ 2.1~on obtient • 

(7.7) R F~c(Fu, C) ~- Rf"G(R,%,(Au, C, ) ~A M) ~- R IIomA[G](R%,(Au, ' C,)v,M) . 

Donc compte tenu de M= F~ 60b(A) (condition (i)) et de (3.6), on 

trouve : 

D'autre part on ale triangle distingu@ (o~ Y = C - U) 

(7.8) 

R%(FIY) 
/ \ 

I I O~ @videment R~y(F) = Fy E Ob(A), car Fy E Ob(A) (condition (i)). 

I1 en r@sulte donc que R~c(F ) 60b(A) , c'est-~-dire la premiere asser- 

tion du th4or~me. Le ~riangle distingu4 47.8) nous donne de plus la re- 

lation : 

et en utilisant l'isomorphisme 7.7 : 

O~K(A) (R%(F)) = C~K(A) (I~ HOmA[ G] ( RCC' ( AU', C' 
f )v ,F~)) +~ 6 Y c4K(A)~'F~)" 
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Pour obtenir la formule d'Euler-Poincar@ il suffit maintenant 

d'utiliser la formule de Weil (5.2) • En effet d'abord 4-4,(5-2) et 

3.6 (dans lecas particulier B = A[G]) nous donnent 

~ K ' ( A E a ] ) ( R P 0 , ( A U , , C , ) )  = C~K. (A [G] ) (RO0, ( tU~ ' C,)"  . 

O4'K(A) ( R~C (F) ) =hom( O6K. (A[ G ]) ( R ~0, ( AU,, C' ) ) '  e2"K(D (A [ G ] A) ( F~ ) ) +y~60%K(A) ( F~ ) 

=y~O~(A) (F~)+hom(EP(C) c~K. (A [ G](A[ C]-y~( Sw~+o4.K. (A [ G])(A[ G])), 

C~K(D(A[G] ) A) (F~)) 

que %a(F) _- 0 pour  .x ~ % t ,  oec i  n ' e s t  ~ u t r e  ~ue l a  Compte tenu 

formule ( ~ . 2 )  . 
Pour un complexe de faisceaux F , satisfaisant les conditions d~ 

~.I on intrcduira la notation 

A(C,F) : O~K(A) (R~(F)) 
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Corollaire 7.9. Si F , F' sent des complexes de faisceaux satisfaisant 

aux conditions de 7.1 et s'ils sent localement isomorphes (pour la topo- 

logie 6tale) comme complexes de A-modul?s~ on a : 

(7 .1o)  ~ a ( c , F )  = ~ z ~ ( c , F , )  . 

En particulier, si F est localement constant de valeur M" ~ on_.__~a : 

(7.11) 

Corollaire 7.12. Soient C une courbe, alg@bri~ue connexe lisse, p~- 

pre sur k , V un ouvert non vide de C , A une sous-cat@gorie de D+(A) 

co mme dans 7. I, e t F u n oo m~lexe ~e faisceaux de A-modules F su____r V 

tel que sa restriction ~ un sous-ouvert non vide convenable de V soit 

trivialis@e ~ar un revStement galoisien de V . Supposons de plus que 

F- 60b(~) que!~ue soit x £ V . Sous oes conditions on a : 
X L. _ , 

(*) ~!nv(F)  , .~r'v(F) e ob(~)  , 

(~) 

~(v) = ~(;~)coh(V, = ~(c) - card(Z) , 

o_~ Z ~ C - V et o~ F& est le faisceau sur C d@fini en dimension 

~ro par i e faisc eau constant associ4 ~ F~ = F,/~Z . On a alors la for- 

mule : 
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X 
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et A sont dgfinis par (6.2.1) ~ (6.2.2) . 
X 

Nous utiliserons le lemme suivant : 

Lemme 7.14 . Soient K le corps des fractions d'un anneau de valuation 

discr$te strictement local R , W = Spec K , A un anneau noeth@rien qui 

est annul@ par un entier n premier ~ ia caract4ristique r4siduelle p 

d_~e R , e t Fun complexe de faisceaux de A-modules sur W trivialis@ par 

une extension finie de K . Si A est une sous-catggorie triangul@e de 

D+(A) stable par facteur~ directs et si F~ E Ob(A) (~ le point g@n@ri- 

que do S) a l o r s  Rr'W(F) 6 0 b ( A )  e_~t CgK(A)(I~w(F)) = 0 . 

D@monstration de 7.14. Soit ~ le groupe fondamental de W . Alors F 

correspond ~ un complexe de A-modules M" ~ groupe ~ d'opgrateurs. Le 

complexe de A-modules sous-jacent ~ ~(" est isomorphe ~ F- et par 

cons@quent il appartient ~ Ob(A) Introduisons le gl~upe quotient 

de ~ par son unique p-sous-greupe de Silov P [4 , II 33] , e'est 

dire la limite projective de groupes quotients discrets de x qui 

sont d'ordre premier ~ p ~ o~ p 

corps r@siduel de R • (Sip = I 

exacte 

et on obtient 

est l'exposant caract6ristique du 

, on pose ~ = ~.) On a done la suite 

I ) P ---~x --~W --~0 

RFw(F ) ~- R~(M ") "l'_ RC~(R~P(M')) 
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M* ("isomorphisme de Hochschild-Serre"). Or P opSre sur via un groupe 

quotient fini, qui est donc un p-groupe donc d'ordre premier ~ n . 

Donc on a R~P(M ") ~P(M') ~ et ~P(M') est un facteur direct de M" 

et appartient donc ~ Ob(A) . 

D'autre part ~ =~-~ ([4], II 33). Nous sommes donc ramen@s 

d@montrer que si M" 60b(A) , alors R~(~') 6 Oh(A) et 

CgK(A)(R~(M')) = 0 . Soit pour cela fun g@n@rateur topologique de 

• Nous pouvons supposer que les composantes M i de M sont des ~-modu- 

les tels que HJ(~,M i) = 0 si j ~ I . II existe alors un triangle dis- 

tin,u@: 

En effet d'une part il est clair que R~ ~ - Ker( l-f). D'autre 

part 1-f : M" > M" est surjectif. En effet 

HI(~,M) -_ M'/(I-f)M" 

(voir pour ce calcul [4"] pp- 197) dans un cas sensiblement analogue) done 

il en r@sulte M" = (1-f)M" . Le triangle (7.15) nous donne en m~me 

temps Rr~(M ") ~ Oh(a) et o~K(A)(Rr~(~')) = 0 , ce qui prouve 7.14. 
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D@monstration de 7.12. Le fait que RII~v(F ) E Ob(A) r@sulte imm~dia- 

tement de 7.1 appliqu6 au complexe it(F) , od i : V---PC ! en effet 

on a RII~v(F) = RPc(i I ~F)) • Pour prouver que R~v(F ) E Oh(A) , on con- 

sid~re le triangle distingu~ : 

Q" 

/\ 
Ri:(F) -----7 Ri,(F) 

oK Q" est concentr4 sur Z = C-V , d'od en appliquant R{-~C 

gle distingu~ : 

Rq(Q" Iz) 

R,rV(F) ~ ~rv(;) 

le trian- 

Cormme 

merit si 

x E Z • Rappelons que pour calouler 

R~V(F) E Ob(A) , il en r@sulte que I~v(F) 60b(A) si et seule- 

R~z(Q" I Z) 60b(A), c'est-~-dire (Ri.(F)) x 60b(A) pour tout 

(Ri#(F)) x on considSre le cart@ 

v ~i_J > % 

V ~-----~ C 

cart@sien 

o~ C est le sch@ma localis@ strict correspondamt au point g@om4tri- X 

on a Ri.(F~ x. _ -~ R~.(u*(F))v. " -- , en vertu de 7.14,et on a que x 
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doric (Ri.(P)) x E Ob(A) et C6K(A)(Ri.(F)) x = 0 . II on r@sulte que 

CiK(A)(R~z(Q'IZ ) = 0 et le triangle distingu4 (7.16) nous donne 

O&K(A)(Hi~"v(F)) = c4K(A~(R~v(F)) • Enfin pour @tablir (7.13) il suffit 

d'utiliser la formule d'Euler-Poinoar4 (7.2) pour le complexe de fais- 

o e a u x  i , ( F )  : 

Or on a " 

) :~" : x ~ V ( k )  ~ ~ Z  

Mais pour x 6 Z on a (i[ (F)) x = 0 et par cons@quen% pour un tel x 

on a + , 

d'od la formule (7.13). 
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i. Soient X' un schema propre sur le corps k alg~briquement closet G 

un groupe fini operant sur X ~ 

Pour chaque ~l~ment g E G on d~signe par gx' : X' ~ X' l'automor- 

phisme de X' induit par g 

Supposons qu'il existe un ouvert U' de X' stable par G et tel 

que G op~re librement sur U' et soit A n =~/6 n~ oO £ est un hombre 

premier different de la caract~ristique de k 

D~signons par A le falsceau I!(An,u ~) sur X' oO A 
n,U',X' n,U' 

est le faisceau constant sur U' associ~ ~ l'anneau A n et i : U' ~ > X' 

est l'immersion canonique de U' dans X' Le faisceau An,U,,X , est muni 

d'une mani~re naturelle d'une structure de faisceau ~ groupe G d'op~rateurs. 

Par consequence le complexe ~n,U',X' = ~rX'(Anju',x') est un complexe de 

An[G ] - modules et plus pr~clsement un complexe parfait (VIII,7) de 

An[G ] - modules (IX,2). 

On verra dans la suite qu'il est plus commode pour notre but de consi- 

d~rer au lieu du complexe ~rx,(An,U,,X ,) son dual ~Vn,u,,x, = ~rx (An,u',x')V 

par rapport ~ l'anneau A n , au sens des categories d~riv~es : 

)V 
~nV U,,X , = ~rX,(An,U,,X , = ~R HOmAn( ~R]~x,(An,u,,x,),A n) 

Le complexe ~rx,(An,u,,x,) Vest un complexe parfait de An[G ] - modules. 

SupposonB qu'on se donne malntenant un endomorphlsme f' : X '  ~ X'  

du schema X' et un endomorphisme ~ : G ~ G du groupe G tel que les deux 

conditions suivantes soient remplies : 



409 

(I.i) f'gx' = ~(g)x'f' Vg E G 

(1.2) Le compl4mentaire Y' = X' - U' est stable par f' 

(Sous les hypotheses d~j~ faites Y' est stable par 

n'exige pas que l'ouvert U' solt stable par f' ). 

G . E_n 54n4ral on 

On obtient donc les homomorphismes de falsceaux : 

fAn,X' : An'x' > An'x' 

fAn,Y' : An'Y' ------> An'Y' 

' : An,U,,X, > An,U,,X, fAn,u,,x, 

gAn,u,,x, : An,U, X, > An,U,,X, 

tel que le diagramme suivant, oO lea lignes sont axaetes, solt ~ommutatif : 

(1.3) 

O > An,U,,X, > An,X, > An,y, > O 

n,U',X' ~ n,X' ~n,Y' 

0 > An,U,,X, > An,X, "> An,y, > 0 

plexes de 

On en dJd~it, en partlculler, des homomQrphlamea de co~- 

A -modules : n 
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f<,U',X' = ~Fx'(fA ) : ~n,U',X' > ~n,U',X' 
n,U',X' 

! f',V (f# )V V V 
= : ~ n , u ' , x '  > ~ n , u ' , x '  ' ~n,U',X' n,U' 

g~ = ~x'(gA ) : ~n,U',X' > ~n,U',X' n,U',X' n,U',X' 

V 
: U v > , 

g~v U' (g )V ~V 
n, ,X' ~n,U',X' n, ,X' ~n,U',X' 

tel que les relations suivantes soient vraies : 

(1,4) g~ o f, = f' o ~(g)~ 
n,U',X' ~n,U',X' ~n,U',X' n,U',X' 

i 
(1.5) f~V ° g~v = ~(g)~V o f' 

n,U',X' n,U',X' n,U',X' ~n,U',X' 

La relation (1.5) nous montre (cf. Exp. XI sur la th4orie g4n~rale des traces, 

5.2.1, 7.1) que la trace 

~--~,(G ,A ) (~) Train[G], ~ ( f ~ V  ) E An[G~, ~] . ~ , ~  n 
n,U',X' 

Notre premier but sera de donner, sous quelques hypotheses suppl~mentaires, 

une formule e x p l i c i t e  de TrAn[G ],~(f',V~n,U,,X,) en termes d ' i n v a r i a n t s  locaux 

associ~s & f' ~ termes que nous allons d4finir plus bas. 

2. En fait on peut faire mieux. Soient pour cela 

tel que m ~ n Les homomorphismes d'anneaux : 

(~) 
cf. III B 5.12 . 

n,m deux entiers positifs 
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a : A >A 
m~n m n 

engendrent les homomorphismes de faisceaux d'anneaux sur X' : 

~m,n,X' : %,X' > An,X' 

~m,n,U:X' : Am,U',X' > An,U',X' 

L'application de la formule de KUnneth nous donne : 

(2.1) 
]L 

~ r X ' ( % , X ' )  ®A An -~I'x'(An,X') ' 
m 

IL 
(2.2) ~RT'X'(%,U',X') @A An = IRFx'(An,u',X') ' 

m 

(2.3) ~rx'(f~m,x,) ~A An "~rx'(fi 
m n~X f 

(2.4) ~X '(f' ) ®A An ~x'(fA ) 
Am,U',X' m n,U',X' 

On en d~duit ais@ment : 

(2.5) I~ HOmAm(]RFx,(Am,U,,X,),Am) @AmAn •IR HOmAn(]R Y'x,(An,u,,x,),An) 

(2.6) f'v ® A n ~ f'v 
~,U',X' Am ~n,U',X' 

Le morphlsme de complexes parfaits ~Fx,(f ~ ) 
n,X' 

(resp. ~rx,(f i ) , f~v ) s'obtient donc par extension des scalalres 
n,U',X' ~n,U',X' 

(XI, 6.3) & partir des morphismes ~Fx,(f<,x,)(res p. ~rx'(fAm,u',x')'f~V~m,U',X') 
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l'aide des morphismes ~m,n (resp. ~m,n ' ~m,n,G : Am[G] '> An[G]) 

tlons 

En utilisant (XI, 6.3, 6.3.2, 6.3.3), 2.3, 2.6 on obtient les rela- 

(2.7) Tr~ ( IRrx,(f i )) = ~ (Tr~ ( ~Rrx,(f' ))) , 
n n,X' m,n A m Am, X , 

, )) 
(2.8) Tr~ r~ (f~v ) = ~m'n'G(Tr^[G]'~(f~V,u~~m 

~X T 

Le syst~me des fonctions (Tr A [G ~ (f~v )) d~finit une fonction 
n J'~ n,U',X' n>O 

Tr ~[G],~( f'~,,X,V (6)) E ~!.(G~, ~) , ~-centrale sur G ~ valeurs dans 

l'anneau ~6 des entlers ~ - adlques. 

entier 

De m~me les 414ments Tr~ (~Fx,(f~,x,)) 
n 

~-adique Tr~ (f'~X, (~,X,)) 

, n ~ 1 , d~finissent un 

Notre but sera de trouver une formule pour [G] ,,X,(6) 

3. L'invariant local de Nielsen-Wecken (of. [i] ). Supposons en plus des 

# . 
hypotheses decrltes au num~ro I, que toute orbite de G est contenue dans un 

ouvert affine. Ii existe donc un quotient X = X'/G et grace ~ la formule I.i, 

l'endomorphisme f' de X' passe au quotient : 

f : X >X 

On va utiliser dans la suite les notations sulvantes : 
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p : X' > X = X'/G 

Y = p(Y') = Y'/G , 

U= X- y 

pour la projection canonique, 

U' est un rev~tement principal ayant G conm~e groupe structural . Soit x E U 

un point fixe de f . On va lui associer une classe de ~0-conjugaison (XI,7.1) 

NwG'~(x) de la mani~re suivante : 
f' 

Soit x' E U' tel que p(x') = x U' ~tant un rev~tement principal 

ayant G co,me groupe structural et le point x ~tant fixe pour f il 

existe un ~l~ment unique g E G tel que f'(x') = gx' . La classe de ~-conju- 

gaison de g ne d~pend que de x . En effet si p(x") = x , il existe h 6 G 

tel que hx" = x' . Par cons4quent si f'(x") = g'x" on a : 

gx' = f'(x') = f'(hx") = ~(h)f'(x") = (~(h)g'h-l)x ' , 

g = ~(h)g,h -I , 

c'est-A-dire g et g' sont ~0-conjugu4s. Par cons4quent, on obtient une classe 

bien d~termin~e de ~-conjugaison, l'invariant local de Nielsen-Wecken associ4 

au point fixe x 6 U de f qui sera d~sign4 par NW~'~(x) 
i 

La classe de ~-conjugaison NW~,~(x)C 

(cf. XI, 7.1) : 

NwG'~P(x) : G ~2Z 

d4finit une fonction ~-centrale 

\ 
valeurs entiere$,caract4rls4e par les relations suivantes : 
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s'il existe x'E X' tel que (g-lf')(x')= x' 

NwG'C~(x)(g) =If sinon . et p(x') = x 

4. Supposons X' lisse sur k et en plus que le nombre des points fixes de 

f est fini. Iien r~sulte en particulier que le nombre des points fixes de 

g-lf, est fini pour chaque g E G 

Pour chaque point fixe x E X de f on introduit la fonction 

~-centrale 

S (f',f,G,~) : G ~ ~ , 
X 

& valeurs rationnelles, d~finie par la formule : 

(4.1) Sx(f',f,G,~)(g) = ---!---i ~- (Vx,(g-lf') - 1 ) 
c~(g) ~-- -i 

x,Ex,g f 
X 

Nous avons utilis~ les notations suivantes : 

(4.2) c~(g) = Card G ~ G ~ = {x E G / ~(x)gx -I = g] g ' g 

-if 
(4.3) X~ g ' = {x'E X' / p(x') = x , (g-lf')(x') = x'} . 

(4.4) vx~(g-lf ') = la multiplicite du point fixe x' de g-lf, 

Par compositi~,avec les inclusions eanoniques 
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la fonction S (f',f,G,~) engendre des fonctions ~0-centrales 
x 

sur G & v a l e u r s  darts le  corps  @~ des nombres 6 - a d i q u e s .  

S £(f', f, G,~O) x~ 

Conjecture 4.5. Pour chaque 6 # car(k) les valeurs de la fonction 

Sx,g(f',f,G,~) sont des entiers £-adiques. 

On va prouver dans la suite que la conjecture 4.5 est vraie si la 

dimension de X est ~gale & I. 

Proposition 4.6 Soient R un anneau de valuation discrete, m son ideal 

maximal~ ~ une uniformisante, k = R/m son corps r~siduel suppos~ alg. clos, 

v sa valuation/ f~ : R ~ R un endomorphisme de R e__~t G un groupe fini 

! d'automorphismes de R Supposons que l'endomorphisme fR et les automor- 

phismes gR induisent l'indentit~ sur k et qu'on se donne en plus un endo- 

morphisme de G : 

¢~: G > G , 

tel que la relation suivante soit remplie : 

fR ° gR = ~(g)R ° fR 

Si l'on d~signe pour chaque g E G 

et si l'on d4compose c~(g) (cf. 4.2) sous la forme 



416 

c~(g ) = pSq , (p,q) = I , p = car(k) , 

alors ql(V<gRlf~) - I) 

Pour d4montrer la proposition 4.6 on se r4duit au cas g = e et 

= id G En effet on peut se r4duire d'abord au cas g = e en associant 

g~l it = i la situation (f~,G,g,~) la situation (fR fR ' G,e,~' = int(g)o~) 

(~'(a) = g-l~(a)g) et en observant ais4ment qu'on a : 

v(gRlf ') - I = v(f~) - I 

c~(g) = e~'(e) (G ~ = G ~') (cf. 4.2) 
g e 

Pour se r4duire simultan4ment au cas 

qu'on peut assoeier ~ la situation (f~,G,e,~') 

et qu'on a : 

idG~0' 

e 

g = e , ~ = id G remarquons 

la situation (~" a ~ ' , e  idG~' )  
-R,~e e 

La d~monstration de la proposition 4.6 utilise essentiellement le lemme suivant : 

Lermne 4.7. Les hypotheses et les notations 4tant celles de la proposition 4.6 

supposons en plus que ~ = id G , c'est-~-dire que les op4rations de G su[ 

R commutent avee f~ , et que r = v(f~) ~ 2 

Soit 

c = Card(Im(G AUtk(~/m2)) 

On a alors la relation sulvante de dlvislbillt4 : 
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cl(r-l) 

D6monstration. Ii est clair que l'entier 

a) I 'homomorphisme 

f'r : A/mr- > A/mr 

indult par f' est l'identit4. 
R 

r satisfait aux conditions suivantes : 

b) i 'homomorphieme 

f'r+l : A/-mr+l_ . A/-mr+l 

est diff4rent de l'identit4. 

D'autre part il est ~vident que G op~re sur tousles espaces vectoriels 

~i/_mi+l sur k 

On va montrer d'abord que sous les hypotheses du lermue il existe un 

homomorphlsme de k[G]-modules 

u(f~) : 2 > _m r+l 

et un seul tel que les deux conditions suivantes soient satisfaites : 

I) u(f~) # 0 

2) u(f~)(x mod m 2) = (f~(x) - x) mod _mr+l qmel que soit x E m 

II est clair que la condition a) implique f~(x)-x E_m r quel que solt 

x 6 R , ce qui donne un sens ~ la condition 2). 
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Cette observation nous donne aussi la possibilit4 de dCfinir un 

homomorphisme de groupes ab41iens : 

/ 

m > r+l 

> (f~(x)-x)mod r+l 

2 
Cet homomorphisme s'annule sur _m , En effet, si Xl,X 2 E 

r+l 
f~(xlx 2) - XlX 2 E ~ car on a grace ~ la condition a) : 

alors 

f~(x I) = x I + 61 , 61E m r , 

r 
f~(x 2) = x 2 + 02 , 62E _m , 

et par consequent : 

f~(xlx ~) = f~(xl)f~(x 2) = (Xl+~1)(x2+d 2) = ~ix2+xl~2+~2~l+61~2 

r+l 
et 4videmment XlO2+x201+~lO 2 ~ _m 

Iien r4sulte donc par passage au quotient un homomorphisme de 

groupes ab41iens : 

m/m u(f~) : m 2 "f _m r+l 

L'homomorphisme u(f~) est en fair un homomorphisme d'espaces vectoriels su~ 

k Pour le voir il faut montrer qu'on a quel que soit x E _m , o C R : 

f{(sX) - O~x ~ fl(f~(x)-x) rood _m r+] , 
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c'est-~-dire 

r+l (4.7.1) f~(~x) - c~f~(x) ~ 

Mais on a : 

f~(~x) - ~f~(x) = (f~(~) - ~)f~(x) , 

ce qui donne la relation (4.7.1) parce que 

fR(~) - ~ C m r (Condition a)) 

f~(x) E m (x 6 m) 

L'homomorphisme 

effet, on a pour x E m : 

u(f~) est un homomorphisme de k[G]-modules. En 

u(f~)(g(x mod _ m2)) = (f~(gx) - gx) mod _ m r+l 

g(f~(x) - x) mod r+l = gu(f~)(x mod _m 2) 

Enfin u(f~) # 0 En effet grace ~ la condition b) il existe un 414ment 

XoE R tel que f~(Xo) _ Xo ~ r+l . Mais il nous faut un tel ~l~ment 

appart6nant ~ m . Pour obtenir un tel 414ment ~crivons x sous la forme 
-- O 

= ~ x,x'~ m x'~ m r+l 

L'un au moins des ~l~ments x,x' satisfait ~ la condition voulue. 
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Supposons par l'absurde qu'on ait en m~me temps : 

f~(x) x ( m r+l ~( r+l - _ , f x') - x'~ 

On aura donc, dans le corps K des fractions de A : 

f'(x) f~(x') 
R E l+m r ~ l+m r 

x -- ~ x ! -- 

On peut supposer que f~(x') # 0 , parce qu'autrement 

l'~l~ment cherch~. Sous cette hypoth~se, compte tenu du fait que 

groupe multiplicatif il r4sulte que : 

x' est 

l+m r est un 

x I 
f~(x') E l+m r , 

et par cons4quent : 

f~(x) X' 

x f~(x') 
E l+m r 

Mais cette derni~re relation implique : 

f~(x O) 
E l + m  r 

x - -  
o 

En effet : 

f ; po  ~ ~ )  ~ f;<~,) ~;(x) , ~ , f , ~ , )  ~;<.) ~, x R.x 
. . . .  ~q r~v= fR - x o x x x ~ x x f (x') 

(x,f,~ ,,~,_x _ x,fR(x)) I R ~x J~R(x ')- 
= i " f~(x') = 0 



421 

Si l'on munit l'espace vectoriel sur k : 

_ ' ~r/mr+l) H°mk (~/m2 

de la structure habituelle de 

espace 

HOmk (m/m2 

G-module son 41~ment u(f~) 

, ~r/mr+l)G 

appartient au sous- 

des Invar£ants sous G 

mTm D'autre part il est classique que l'espace vectoriel i+l s'iden- 

tifie canoniquement avec la i-i&me puissance tensorielle ®ki(m/m 2) et par 

7mq  consequent l'espace vectoriel Homk( 2 , r+l) s'identifie par l'homo- 

morphisme de "contraction avee la (r-l)-&me puissance tensorielle ~-l(m/m 2) : 

m/m m3/m _r-i m/ . Y : H°mk( _2 , -- _r+l ) > ~k (--/m 2J 

m/m mm?m Par l'isomorphisme y la structure de G-module de HOmk( 2 , r+l) se 

transporte dans la structure de G-module de <-l(m/m 2) induite par Is struc- 

m/m ture de G-module de 2 : 

g(~l ® ~2 ® "'" ® ~r-I ) = g~l ~ ''" ®g~r-I 

Nous d~signerons par ~(f~) l'image de u(f~) par l'isomorphisme y 

On a d o n e  

r l--m/_ m I) 0 # ~(f~) E ®k ( 2) ' 
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II) u(f{) est invariant par G 

Nous pouvons maintenant conclure la d4monstration du len~ne 4.7. Tout d'abord, 

-Tin l'espace vectoriel 2 ~tant de dimension I on a 

AUtk(~/m 2) = k W , 

et par cons4quent Im(G----> AUtk(~/m2)) est un sous-groupe fini de k ~ 

cyclique, engendr4 par une racine primitive c-~me de l'unit4. D~signons par 

m 
e une telle racine. Le sous-groupe Im(G----> AUtk(--/m2)) est donc engendr4 

par l'automorphisme 

m/m X: 2 > 2 

r lm/  
L'4l~ment ~(f~) de ®k ( 2 ) 4tant invariant par G on a : 

u(f~) = xu(f~) = x z ~ii ® ~2i ® '"® ~r-t,i 
i 

= Z £~ii ~ C~2i ~ ... ® e~r_l,i = er-l~(f~) 
i 

c'est-&-dire 

(l-er-l)u(f ~) = 0 , 

u(f~) 4tant different de zero (Cond. I) il en r~sulte l-c r-I = O , c'est-&- 

dire cl(r-l) 
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D~monstration de la proposition 4.6. Nous avons d~j~ remarqu~ qu'on peut se 

r~duire au cas g = e , ~ = id G . Si l'on d~signe par G 1 le noyau de l'homo- 

morphisme : 

G > AUtk(~/m 2 )_ , 

alors on a grace ~ la th~orie de la ramification : 

t 
Card(Gl) = p 

Par cons~quen~ en utilisant les notations du lemme 4.7 on a : 

t 
Card(G) = p c 

Corm~e d'autre part cidG(e) = Card(G) l'~nonc~ de la proposition 4.6 dans le 

cas g = e , ~ = id G , et par consequent en g~n~ral, r~sulte du lemme 4.7. 

Corollaire 4.8 Pour eha~ue ~ # car(k) , l'image du nombre rationnel 

(~(gRlf~) - I) 

c°(g) 

par l'inclusion canonique : 

est un entier ~-adique. 

Proposition 4.9. La conjecture 4.5 est vraie si la dimension du schema X est 

~gale ~ I. 
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D4monstration. Nous allons introduire l'endomorphisme 

~ : G >G 

d4fini par : 

= intgo~ , intg(~) = g-l~g 

On voit fa¢il~ment qu'on a : 

i) @(Gx,) c G ,Gx, 4tant le stabilisateur du point 
g-lf, x, 

ii) c~(g) = Card(G ~) , G @ = [~ ! ~(~) = ~} 

X I 

-If, 
iii) G ~ op~re sur X 'g 

X 

iv) ~x,(g-lf ') = Vhx,(g-lf ') pour chaque h E G ~ 

~) (g-lf')(glx) = ~(gl)(g-lf')(x) 

Par cons~quen~ on peut d~composer 

orbites et on obtient : 

x,g-i f ' 
X 

(4.9.1) Z -If, (~x '(g-lf')-l) = Z -If, 
x'E X 'g x'E X~ g /G ~ 

cormme la r~union de ses 

~x, (g-lf')-I ) 

Card(G~,) 
Card(G ~ ) 

(Vx,(g-lf ') = v((g-lf')~x,)) , 

c'est-~-dlre : 



(4.9.2) 
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S (f',f,G,~)(g) = ~- (~x'(g-lf')-i 
x x'E X 'g-lf~ Card(G~,) 

/GO 

et la proposition r~sulte de la proposition 4.6. 

5. G4n~ralisation d'un formule de type Nielsen-Wecken. (cf. [I]) 

proposition 5.1. Les hypotheses et les notations ~tant celles de 1,2,3,4, 

supposons en plus que Y' est une partie finie de X' 

on a : 

si 6 est un ~ombre premier different de la caract4ristique de k , 

a) les valeurs de la fonction ~-centrale 

z._ ~- Sx,6(f'f',G,~) 
f xEY 

sont des entiers 6-adiques. 

b) la formule suivante est ~raie : 

T~£[ G], ~0( f ~ ~'- Vx( f)NwG, ~0(x ) + (5.1.1) (~)) = ~__ 
',X' xEU f 

xZyf Sx, £(f'f''G'~) 

D~monstration. Ii est clair que si l'on prouve l'~galit4 b) en pensant tout 

comme fonctions ~ valeurs dans ~ , il r~sulte d~j~ l'assertlon de a) parce-que 

Nwf,G'~ (x) ' T~Z6[G]'~(f~',X' (~)) sont des fonctions ~ valeurs dans ~ 
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D'abord on voit en r~duisant modulo £n pour chaque n ~ 1 et en 

utilisant (XI, 7.2.3.6) qu'on a pour chaque g 6 G : 

(5.2) c~(g) T (f'v -I 
~6[G],~ ~,,X,(£) )(g) = TSz6(gx'f')~,,X,(£) 

Le diagramme commutatif (1.3), dont les lignes sont exactes, nous 

donne (XI, §4) : 

(5.3) 
-i , -i , ~ -i , 

rr~%(gx,f )%,,X,(~) = Tr~ (gx,f) IRI.X,(~,X, ) - Tr~ (gy,fy,) 
% IRFy, (Z~%,y,) 

Les deux termes du deuxi~me membre de la relation (5.3) peuvent ~tre 

~valu~s grace ~ la formule classique de Lefschetz (cf. ). (En fait pour 

le dernier terme il s'agit d'une formule triviale de Lefschetz) : 

x•Cx -I ,) 
(5.4) T~£(gx~f') = Vx,(gx,f 

~x,(Z~£,X,) f Z -if, 
x'Ex'gx ' x 

-i , (5.5) T~£(gy, fy, ) 
~Fy, (~%,y,) 

=nombre des points fixes de -if, gy, y, 

Par consequent 

-i 
T~Z~( gx' f Vx' ( gx' f' ) (5.6) -i ,) = I ~ -if, 

%',X '(£) x6U f x, 6x,gx, 
x 

(gx, f') ) 
xEyf -i , 

x,~,gx ,f 
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Mais x E U f ~tant donn~, l'ensemble x'gx ~f' 

si NW~(x) = i . Comme on a aussi : 

-I , 
(5.7) Card x'gx 'f = cC0(g) , x E U 

X 

est non vide si et seulement 

-I , 
(5.8) Vx,(gx,f ) = Vx(f) , x 6 U 

les relations (5.2) , (5.6) donnent : 

(5.9) T~Z£[G] (f'.v t0,)(g) = >- ~x(f)NW~'~(x)(g) 
,~ ~ U,,X ,~; xEU f 

(l-Vx,(gx~f')) 

%--~f ~ -if, c%0(g) 

x,EX, ~X 

c'est-~-dire la formule ~ d~montrer. 

5.10. Cas particuliers, a) Le cas non-ramifi4 : yi= ~ , c'est-~-dire 

Y=# 

Dans ce cas la formule (5.1.1) devient : 

(5.11) 

b) 

T~Z£[G],~(f~v U ,X,(£) ) = Z Vx(f)NW~ '~(x) 
' xEX f 

Le cas des multiplicit4s 1 : ~x,(gxlf ') = I 

-if, 
Vx'6Y 'gY Y et Vg ~ G 

Dans ce cas la formule 5.1.1 se r4duit ~ la formule 5.11 Ce cas est en particu- 

lier r4alis4 si l'on a : dim X = i , V (f) = i pour tout Y E Y 
X 
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6. Application ~ une formule de Lefschetz. 

6.1. Nous garderons les notations et les conditions du num4ro i x). Soient 

de plus A une A n - alg~bre commutative noeth~rienne , F 

un faisceau (pour la topologie ~tale) constructible de A-modules parfaits 

sur X et 

u : f~(F) >F 

un homomorphisme de faisceaux de A-modules. 

On obtient en particulier un endomorphisme de la paire 

(X,F) : 

(u,f) : (X,F) ) (X,F) , 

et par consequence un endomorphisme de complexes de A-modules : 

Fx(u,f) : ~ Vx(F) >(m Fx(F) 

Le sch4ma X 4tant par hypoth~se propre sur k et le faisceau F 4tant 

constructible et de torsion, le th4or~me de finitude (S.G.A.4. XVII 5) nous 

assure que le complexe R Fx(F) est un complexe parfait de A-modules. 

La trace TrA(~Fx(U,f)) est donc dgfinie 

TrA(~ Fx(u,f)) 6 A 

Notre but sera de donner, sous quelques hypotheses suppl4mentaire~ une 

formule explicite de TrA(~ ~x(U,f)) en termes d'invariants locaux 

associ4s aux points fixes de f 

x) X~ d~signe l'ensemble des points fixes ferm~s de X . 
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6.2.D4finition des termes locaux. Supposons que 

dimension un et que la restruction du faisceau 

constante. 

X' est irr4ductible de 

F' = p~(F) & U' soit 

Si le nombre des points fixes de f' est fini, 

faite dans la suite, on peut toujours supposer qu'on a 

Le faisceau F' IU , 

op&re : 

hypoth&se qui sera 

X f C yf 

est donc d4fini par un A-module M sur lequel G 

, ~ MU, F IU , 

En fait si on d4signe par ~ (resp.~') le point g4n4rique de X (resp. 

X') et par ~ .(resp. ~' ) un point g~om4trique sur ~ (resp ~' ) 

p (.q,) = 

F--I.1 ~ F%, 

on a : 

Le complexe F' est isomorphe & M et par cons4quence M est un 

A-module parfait. 

D'autre part si le morphisme 

laisse fixe le point g4n4rique de 

(p~(u),f') de la paire 

F' : 

(X',F') 

f' n'est pas constant il 

X' . Par ¢ons4quent le morphisme 

induit un morphisme sur la fibre 

~, :F~, > F~, 

d'ofl 4vidermnent un morphisme de A-modules : 

UM : M )M 
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On voit ais4ment que la relation suivante est satisfaite 

(6.2.1) UM<q~(g)m) = guM(m) V m ~ M, V g ~ G. 

V 
Le dual M de M par rapport ~ A est donc muni d'une structure de 

A[G]-module et d'un endomorphisme 

V V 
M IiI ~ S 

tel que la relation suivante soit vraie : 

trace 

V 
UMV (gx) = q~(g) ~<x> V g E G, V x C M 

V 
En p l u s  M e s t  un A - m o d u l e  p a r f a i t  e t  p a r  c o n s g q u e n t  l a  

- t  V 
TrA(g u M) est dffinie pour chaque g ~ G 

Soit x E X f un point fixe ferm4 de f . Le morphisme u 

induit un endomorphisme du module F x , la fibre du faisceau F dans 

le point x (On identifie les points ferm4s de X avec les points de 

X ( x ) )  : 

u X 

La trace TrA(u x) 

associ4 au point fixe x 

: Fx° > F x 

nous feurnit un premier invariant local 

On introduit un autre invariant local Or (f,u f',G,~), 
x 

414ment de l'anneau A , par la formule : 

(6.2.2) o~ (f,u, f ' ,G,q0) = 
x 

gEG 

-i v 
Sx, zn(f,f',G,~)(g)TrA(g u M ) 
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oh la fonction 

S ~n(f,f',G,~) : G ) A x, ~ n 

s'obtient A partir de la fonction i £ 

duction modulo ~n , c'est-g-dire : 

o Sx(f,F',G,~) (cf.4) par r6- 

S (f,f',G,~)(g)=(i~ o Sx(f,f',G,c~))(g)mod £nzg x,% n 

6.3. Une formule de Lefschetz. Sous les hypoth6se et avec les notations 

de 5.1, 6.1, 6.2, on a la formule : 

(6.3.1) TrA(~ Fx(U,f)) = E ~x(f,u,f'~G,~) , 
xEX f 

oO on a pos@. 

(6.3.2) Tx(f,u,f~,G,qo) = TrA(Ux) - ~x(f,u,f',G,%c) 

D@monstration. Le sous-sch@ma Y 6tant stable par f , 

le morphisme 

(u,f) : (X,F)--------> (X,F) , 

induit unendomorphisme de triangles distingu6s 

~ , ~  IR %(u IY,f IY) 

~-'~ >~ %(FO]R Fx(U,f) rx((U,f)  x) 

d'oO la relation : 
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(6.3.4) TrA(~rX(u,f)) : TrA(~rx((U,f)u,x))+ TrA(~ry(Uly,fly)) . 

Le dernier terme de la formule (6.3.4) peut s'expliciter grace ~ la for- 

mule de Lefschetz @l@mentaire et au fair qu'on peut toujours supposer 

X f = yf . 

(6.3.5) TrA(~ ry(U Iy, f Iy)) = x -~f~X TrA(u x) 

D'autre part, on a 

(6.3.6) IR rX(u,f)u, X) % I~ r G m rx, (u' 'f')u' ,x ')' (u':p*(u)) , 

(6.3.7) M,(u',f')u ' 
FU',X' An,U',X '® A 'x'=f'f~,U ,X'®An M 

n I 

d'o~ par la formule de KUnneth : 

(6.3.8) RFx'(U''f')u'x' % mFx'(f'A ) ®A uM 
n,U',X' n 

On conclut de (6.3.8) : 

V ~ (~rx,(f 'An,u, )V ~A A)~AUV (6.3.9) m FX,((u',f')u,,x,) ,X' 
n 

Grace ~ la formule 6.3.6 on obtient : 

(6.3.10) rx( (°' f)u,x )=~ rx, (f ' An,~ ' ,x, )~A[G ] ~ 

d'o~ compte tenu de la formule g~n~rale (cf.Exp.XI,7.5.9) : 

(6.3.11) TrA((u'f)u X )= ~ TrAn[G],M (f'~v )(g)TrA (g-luV) 
• gEG@~ n,U'X' 

Mais la trace Tr. - ~ (f' ) se calcule ~ l'aide de la for- 
~0 j,~ ~n,U',X' 

mule de Nielsen-Wecken (cf. Proposition 5.l.b)), @videmment en r@duisant 

modulo ~n~ 
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On obtient compte tenu de la relation X f = Yf 

(6.3.12) rr A rG~ f'~ V )(g) = x6~X S x ~n(f,f',G,~)(g) 
n L "J'CP n,U' ,X' f ' 

En combinant les relations 6.3.12, 6.3.11, 6.3.5, 6.3.4 on obtient la 

formule de l'4nnonc~. 

6.4. Remarques sur les termes locaux, a) Ii est facile ~ voir que si 

g £ G , alors on a la relation : 

(6.4.1) C~x (f,u,g -I f ' ,G, ~g)=~x(f,u, f ' ,G, ~) 

o5 on a pos4 

(6.4.2) q0g(~) = (intg o ~0)(~) = g-lq~) g , l~ ~ 6 G 

La relation 6.4.1. permet de nous ramener toujours, quitte ~ remplacer 

-i 
f' par g f' et ~ par ~ au cas ou il existe au moins un point 

x' 6 X 'f 
x 

b) Soit x' = X'fx et Gx, la stabilisation du point x'. Evidemment 

Gx, est stable par ~ et on obtient donc un endomorphisme 

~x' = ~IGx' : Gx'~ Gx' 

D4signons par X'/Gx, le sch4ma quotient obtenu ~ part, de 

X' par la relation d'4quivalence d~finie par Gx, , par F'/Gx, l'en- 

domorphisme de X'/Gx, obtenu ~ partir de l'endomorphisme f' de X' 

par la m~me relation d'~quivalence et par x' la classe du point x' 

modu]o cette relation d'4quivalence. 
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La projection canonique 

p : X' >X'/G = X 

se faetorise de la mani~re suivante : 

p : X'-------~ X'/Gx, 
En prenant l'image inverse par 

homomorphisme 

P2 
> X = X'/G 

P2 de !'homomorphisme u on obtient un 

v = P2(U) : (f'/Gx,)~ (p~(F)) >p~(F) 

Ii est facile ~ voir qu'on a : 

(6.4.3) ~x, (f'/Gx, ,U, f ' ,Gx, ,~x, )=~x(f,u, f ' ,g, ~) (x=p (x')) . 

On peut donc se r~duire toujours au cas "totalement ramifi~" c'est-g-dire 

au cas quand la fibre du point x se rgduit ~ un point. 

c) Le cas "mod~rement ramifi~". 

tel qu'on a 

-i 
Supposons qu'il existe x'E p (x) , 

f'(x') = x' , (p(x') = x) , 

cas auquel on peut toujours se ramener (cf. le cas a)), et que l'ordre du 

groupe G , est premier avec la caract@ristique du corps k .Dans ce 
X 

cas on a : 

(6.4.4) ~x(f,u,f',G,~) = S (f,f',G,~)(e) TrA(u ~ ) xj~n 

En tenant compte du cas b) on peut supposer que G = Gx, . La formule 

(6.4.4) r~sulte alors du lemme suivant : 
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La projection canonique 

p : X' ) X'/G = X 

se factorise de la mani~re suivante : 

Pl P2 
p : X' > X'/Gx, 

En prenant l'image inverse par 

homomorphisme 

> X = X'/G 

P2 de l'homomorphisme u on obtient un 

c) Le cas "mod4rement ramifi4". 

tel qu'on a 

f'(x') = x' , (p(x') = x) , 

Supposons qu'il existe x'E p-l(x) , 

cas auquel on peut toujours se ramener (cf. le cas a)), et que l'ordre du 

groupe G x , est premier avec la caract~ristique du corps k . Dans ce 

cas  on a : 

(6.4.4) ~x(f,u,f',G,~) = Sx,%n(f,f',G,~)(e) TrA(u ~ ). 

En tenant compte du cas b) on peut supposer que G = Gx, . La formule 

(6.4.4) r4sulte aiors du lemme suivant : 

v = P2(U) : (f'/Gx,)~ (p~(F)) >p{(F) 

Ii est facile ~ voir qu'on a : 

(6.4.3) (Ix, (f '/Gx, ,U, f ' ,gx,, ~x, )=~x (f,u, f ' ,G, ~) (x=p (x')) . 

On peut donc se r4duire toujours au cas "totalement ramifi4" c'est-~-dire 

au cas quand la fibre du point x se r4duit ~ un point. 
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Lemma 6.4.5. Si les relations suivantes sont vraies : 

~x,(f') > I, 

~x,(g-lf ') > 1 , 

alors $ appartient au premier groupe de ramification G I (cf.4.7) : 

g 6 G I 

c'est-&-dire g induit l'identit4 sur l'espace vectorial mx,/~, . 

D~monstration. Soit ~, = k ~T~ . L'automorphisme de m/ 2 induit 

-i e(g-l) par g est d~termin~ par une racine E k de l'unit4 par la 

condition 

g'i T = ¢(g-l)T 

o~ m est l'id4al maximal de l'anneau 
w 

D'autre part l'hypoth&se Vx,(f') > i 

2 
mod m , 

nous donne 

Par cons4quence 

f'(T) = T + avTV+av+iT~+l + .... v ~ 2 

g'ifl(T ) = 6(g'l)T+b T~+ bv+iTV+l+ .... 

et IIhypoth&se ¢(g-lfl) > i implique e(g-l) = I , c.q.f.d. 



d) L__£_e cas du faisceau 

de l'endomorphisme f 
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F qui ne se ramifie pas dans les points fixes 

Dans ce cas le terme local 

(6.4.6) Tx(f,u,f',G,~) = ~x(f) TrA(u x) 

et par cons4quent il ne d4pend que de la paire 

En effet on a dans ce cas : 

(6.4.7) Sx,'~n(f,f',G,~) (g) = 

7x(f,u,f',G, ~ ) est donn4 par la formule : 

(f,u). 

0 si il existe x' 6 X' tel 

qu'on a (g-if,) (x') = x' ou 

4quivalent si la classe de ~0- 

conjugaison de g coincide avec 

la classe NW~'~(x) (cf.3) 

(v (f)-l) sinon x 

Ii en r4sulte en particulier qu'on a : 

(6.4.8) Sx,~n(f,f';G,~) (g)= 0 si g ~ NW~'~(x) 

On trouve donc : 

(6.4.9) ~X(f,u,f',G,~) = Vx(f) rrA(g -I u~) = ~x(f) TrA(g-lu')x , 

= Vx(f) TrA(u x) 
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7. Commentaires sur les conditions de validit4 de la formule de Lefschetz. 

7.1. Bien entendu, en pratique, on part d'un schema X propre sur k et 

d'un endomorphisme 

(u,f) : (X,F) >(X,F) , 

tel que : 

- F est un faisceau constructible de A-modules, 

- l'ensemble X f des points fixes de f est fini. 

Le probl~me est de d~finir sous ces conditions des termes locaux 

Tx(U,f) , x E X f te~ que 

Tx(U,f) (~) TrA(~ rx(U'f)) =x f 

En utilisant les deux th~or~mes de dualitY, globale et locale, 

Verdier arrive ~ d~finir les termes ~x(U,f) tel que la formule (~) soit 

vraie (cf. II~. Malheureusement la d~termination explicite des T (u,f) , 
x 

d~finis par Verdier, en termes d'invariants locaux connus, semble dificile, 

d'ou l'int~r~t des d~finitions propos~es en chapitre precedent. (~) 

En revanche ces derni~res d~finitions supposent des hypo- 

theses supl~mentaires sur F , f et u , ~ savoir l'existence de 

U,U',G,f',~ ayant les propri~t~s exig~es dans 5.1,6.1,6.2 . 

(*) 
Voir cependant III B pour la comparaison des termes locaux de 6.3.1 

aux termes locaux de Verdier. 



Proposition 7.2 . Soient 

tructible et 
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X un schema lisse de dimension i, F cons- 

(u,f) : (X,F) >(X,F) 

un endomorphisme tel que le morphisme de faisceaux 

u : f~(F) ~F 

soit un isomorphisme. 

Sous ces conditions il existe U,U',G,f',~ 

de 5.1, 6.1, 6.2. 

satisfaisant aux conditions 

D~monstration. Soit U le plus grand ouvert de X tel que F soit 

localement constant dans U et d~signons par Y son compl~mentaire. 

L'ensemble Y est stable par f : 

f(Y) C Y 

En effet supposonsp~ l'absurdequ'il existe y E Y tel que 

f(y) E U . Le faisceau f~(F) est alors localement constant 

au voisinage de y et en utilisant l'isomorphisme u il r~sulte que F 

est localement constant au voisinage de y ce qui est absurde. 

Si f est constant la d~monstration de la proposition est triviale. O~ 

va donc supposer que f n'est pas constant. Si ~ est le point g~n~rique 

de X on aura donc f(~ = ~ . 



Soient i 

u : f~(F ) 

induit par 
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: Spec (k(r~), > X l'inclusion canonique, F = i (F) et 

> F le morphisme (en fait l'isomorphisme) de faisceaux 

u, f 4tant bien-entendu la restriction de f ~ Spec(k(r#). 

En traduisant tout en termes de H-modules : 

H = Gal (k(TQs/k(r o ) , k(TQs = une cl6ture s4parable de k(~ , 

on obtient les isomorphismes 

H >H 

u-- 

F ~ >F 

o~ F 

file : 

a une structure de H-module et la relation suivante est v4ri- 

~(gx) = Y(g) u--x, g E H, x 6 F_ 

Si H I est le plus grand sous-groupe distingu~ de H d'indice fini 
H I 

tel que F_ = F-- , on a ~(H I) = H I . Un tel sous-groupe existe 

parce que le faisceau F est constructible. 

Soit K ~ k(~) l'extension galoisienne de 

respondante au sous-groupe H I et X' la normalis~e de 

Evidement on peut d~finir un endomorphisme 

k(~ cor- 

X dans K 

f' : X' ) X' 

et un endomorphisme 

tel que le syst~me 

H/H I 

U,U',f',G,~ 

G ~ >G 

satisfassent aux conditions voulues. 
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Exemple 7.3. Soient X un pr~sch~ma d@fini sur le corps fini ~ , p 
P 

4tant un nombre premier, fr X : X >X l'endomomphisme de Frobenius 

(cf.XlV) et un faisceau de A-modules sur X 

Si Y,S sont des ~h4mas sur ~ et si Y est un sch4ma sur S , nous 
P 

d~signons par ~r Y/S : Y > y(p/S) le morphisme de Frobenius relatif 

(cf. XlV 2). 

On obtient un morphisme de faisceaux sur X : 
et 

(fr X )~ (F) > F 

en posant pour tout X-pr4seh4ma 4tale U : 

(frx)~(F)(U) = F(f__[rXI(u)) = F(U (p/X) 

Ce morphisme est en fait un isomorphisme. Son inverse : 

F (Fr/x)-I : F ----> (frx) ~ (F) , 

d4finit par adjonction un morphisme 

FrF/x : (frx)~ (F) > F 

qui est un isomorphisme. 

F(Fr... ) 
--U/~>F(U). 

Si X est en particulier lisse de dimension 

tructible, la paire 

(FrF/X , fr X) : (X,F) ~ (X,F) , 

est donc justiciable de la proposition 7.2 

i et F cons- 

[i] Wecken, F., Fixpunktklassen I, Math. Ann. 117 (1941) p. 659-671, 

Fixpunktklassen II, III, Math. Ann. 118 (1942-1943), 

p. 216-234 et p. 544-577. 



EXPO SE XV 

MORPHISME DE FROBENIUS Ef RATIONALITE DES FONCTIONS L 

par C. HOUZEL 

§ 1. MORPHISME DE FROBENIUS 

n ° ~. Endomorphisme de Frobenius. 

D@finition I. Soit p un hombre ~remier, on dit %u'un pr@sch@ma 

X est de caract6risti~ue p i p.1~X = 0 

Cette condition @quivaut A la suivante : ie morphisme (uni- 

que) X -'~ Spse(~) se factorise ~ travers SpeC(~p) --~ Spec(~) 

notons de plus qu'une teile factorisation est unique. 

Nous d6signerons par (SCh)p la sous-cat@gorie pleine de 

la cat@gorie des pr6sch@mas dont les objets sont les pr6sch@mas de ca- 

ract@ristique p . D'apr6s la remarque pr6c6dente, la cat@gorie 

._($Ch)p est isomorphe de manihre naturelle & la cat@~orie des F=p - 

pr6sch@mas. 

Si X est un pr@sch@ma de caract@ristique p , le couple 

~X ~ (idtX I' <#) , oh ~: ©X--~ ©X est d@fini par ~(f) = fP 

pour route section f de ~X dans un ouvert~ est un sndomorphisme 

de X , oar ~ est visiblement un endomorphism8 du faisceau d'an- 

ne~I/x ~X 
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D@finition 2. Soit X un pr@sch4ma de caract@ristique p ; o__n_n 

appelle endomor~hisme de Frob@nius de X l'endomorphisme f r X ainsi 

d@fini. 

L'endomorphisme de Frobenius fr X d@pend fonctoriellement 

du pr@sch4ma X de earact4ristique p ~ c'est-~-dire que pour tout 

morphisme g : X --~ Y de pr@sch@mas de caract@ristique p, le dia- 

gramme suivant est commutatif 

X ~ X 

y . . . . . . .  .~. Y 
~y 

Autrement dit~ on a d@fini un endomorphisme 

que ia(SOh)p 

fr du foncteur identi- 

n°2. ~orphisme de Frobenius relatif. 

Soit S un pr@sch4ma de caract@ristique p , tousles S - 

pr4sch@mas sent sussi de csract~ristique p . Si X est un $ -pr@- 

sch4ma~ on volt (of. le diagrsmme) que f_r X se factorise ~ travers 

la projection ~X/S ~ X x S (S~f~s) --9 X od (S~s) d~signe S 

consid4r~ comme S -pr@sch@ma au moyen du morphisme f_~r S . Nous d@- 

signerons le produit fibr@ X xs (S,f~s) par X (p/S) ou meme par 

X (p) si aucune confusion n'en r~sulte ; l'unique S -morphisme de X 

dans X (p/S) qui compos@ avec ~X/S donne ~rx est d@sign@ par F=~rx/S ; 

ainsi on ob~ient un diagramme commutatif od le cart@ est cart@sien 
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f~r X 

X ~---~ .... ~-~- .... 

II est clair que X (p/S) d@pend fonctoriellement du S - 

pr@sch@ma X ; le foncteur 

PS ~ X,,,v,._> X (p/s) 

est simplement le changement de base au moyen du morphisme 

frs : S --~ S . Comme tout changement de base~ il commute aux li- 

mites projectives et aux sommes~ st conserve les propri@t@s telles 

que ~ de type fini~ s~par@, affine, projectif~ plat, ~tale, etc. La 

commutation aux limites projectives montre que si X est muni d'une 

structure alg@brique (par exemple ~ groupe 9 alg@bre, etc.), X (p/S) 

se trouve muni n~turellement d'une structure alg@brique de m~me esp@ce. 

En utilisant la fonctoria~it@ de f=~x par rapport ~ X 

on volt que le morphisme Frx/S d@pend fonctoriellement du S -pr@- 

sch@ma X , de sorte qu'on a d@fini un morphisme fonctoriel 

=~X/S ~ id(Sch)/S --~ PS 

D@finition 3. Soient S un pr@sch@ma de caract@ristique p e t X 

u n S -pr@sch@ma. On dit que le $ -morphisme FrX/S E X --~ X (p/S) 

est le morphisme de FTobenius de X relativement g S 

Les premi@res propri@t~s formelles du morphisme de Frobenius 

sont @nonc@es dans la proposition suivante 
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Proposition Io 

a) (trausitivit@) Soient S un pr@sch@ma de caract@ristique 

e t g ~ X --> Y u n S -morphisme de S -pr@sch@mas. Le diagramme 

suivant est commutatif et ses trois sarr@s sont cart@siens 

~x/s 
x ~_~_x_/s_ x(~/s)~_ ~ f  ~<~/~) ~ ~x/~"~x 

J ' /  J 

b) (ehangement de base) Soient g ~ S' --~ S un morphisme de 

pr@sch@mas de caract@ristique p e t C u n S -pr@sch4ma. On a un 

isomorphisme canonique ~ X (p/S) xsS' ~ (X xsS')(P/S') fonctoriel 

e n X 9 soit ( x ( P / S ) )  ' ~ X ' ( p / S ' )  e n  affeotant d ' u n  ' l e  r @ -  

sultat du ohs~ngement de base par g ; de plus F~X,/S , = (F~rX/S)' 

modulo l'identification ~ermise par l'isomor~hisme pr@¢@dent. 

La d4monstration est imm4diate. 

Proposition 2. Soient 

un S -pr@sch@ma. 

S un pr@sch@ma de caract@ristique p e t X 

a) Le mor~hisme de Frobenius relatif Frx/S : X --> X (p/S) est 

entier sur~ectif et radiciel (dons c'est un hom@omorlohisme universel). 
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b) S__~i X --9 S sst une immersion ouverte~ X (p) = X e_~t 

F~rX/S = id X . S_~ X --> S est une immersion ferm@e~ identifiant X 

un sous-espace annel@ ferm@ (iXl,~S/~) d__~e S ~ alors 

X (p) z (/XI ~ ~/~ P) e% FrX/S =(idlxl, ~ ) ot~ ~ : 0S/!]P--~ ~S/~ 

est l'augmentation 6vidente. 

c) Snpposons X localement de ~r@sentation finie sur S 

I) Les trois conditions suivantes sont @quivalentes 

(i) X es% non rarnifi@ sur S 

(it) =~x/s est non r=ifi@ 

(iii) F~_X/S est un monomor~hisme. 

2) De meme les trois conditions suivantes sont @quivalentes 

(i') X est @tale sur S 

(it,) ~xls e~t @t~le 

(iii') F~=X/s e, s t u n  isomor~hisme. 

D@montrons a) ; le oompos@ ZxisO}~-rXiS = f_r X est entier 

surjectif et radiciel de faqon 6vidente ; il en  r6sulte que F~X/S 

est radioiel (EGA I 3.5.6 (it)) ~ de plus ZX/S est s4par@ et radi- 

ciel, car il se d@duit de f r S par le changement de base X --~ S 

il en r@sulte que _Frx/s est entier (ECA II 6.1.5 (v)) et surjectif. 

La d6monstration de b) est 4vidente~ en observant que 

3~(S,f_rs ) = ~P pour tout Id@al ~ de ~S 

Preuve de c) : on sait que pour qu'un morphisme soit un mo- 
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nemorphisme (resp. un isemorphisme) il faut et il suffit qu'il soit 

radieiel et non ramifi@ (resp. radiciel @tale et surjectif) ; d'od 

l'@quivalence de (ii) et (iii) (resp. (ii') et (iii')). II reste 

prouwr que (i) @quiv~ut ~ (ii) et li') ~ (ii'). 

Pour cela on utilise le crit@re diff@rentiel de non rami- 

fication (S.G.A. I 3) et l'isomorphisme fl I I -- x/s ~ r--Zx/x(P) ~onn@ 
par la suite exacte canonique 

I 1 1 _[-]_ X / x ( p )  --~" ~ x / s ( & x ( P ) / s ) - - > ~ x / s  - ->  - -  o (s .G.A.  IT 47 ~ans 
1 

laquelle la premiere fl~che est visiblement nulle, car __~x(p)/S 

est engendr@ par los diff@rentielles des sections de ~x(p) ~ et 

la diff@rentielle dx/S s'annule sur (60x)P et sur (~0 S . Ainsi 

(i) est @quivalente A (ii). 

Supposons maintenant X @tale sur S ~ il en est de memo 

de X (p) (changement de base), et par suite le merphisme 

~X/S ~ X--). X (p) est @tale. Inversement, supposons F~rx/s @tale 

il ost non ramifi@~ donc X est non ramifi@ sur S ~ autrement dit 

le morphisme structural g ~ X--h~ S est localement sur X (pour la 

topologie @tale) une immersion ferm@e (S.G.A. I 0or°7.8). On peut 

done supposer que g est une immersion ferm@e de pr@sentation finie, 

et il s'agit de veir que si ~rx/S est un isomorphisme g est une 

immersion ouverte. Or X est d@fini par un Id@al ~ de type fini 

X = (LXI~ ©S/D ) et, d'apr~s b), /P) = (ixi ~ (~S/,D p) 

Prx/s = (idlx!, aS/ 9 p --7 (O$/•) ~ dire que Frx/S est un 

~'T r] isomorphisme revient donc & dire que ~ = ~ p et somme est 

de type fini on en d@duit par le lemme de Nakayama que ~ = O 
S 

ou U s = (~S�s pour tout point s Q_ S ~ d'od la conclusion. 
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nO3. Effet sur un Nodule. Exemples. 

Soient S un pr4sch@ma de caract@ristique p et X un 

- r soh4   ; tout (faisceau po r la topolo ie 

de Zariski), on pose 

C'est un (0x(p) -!~dule ; on a 

Le oas le plus int6ressant est celui o~ X = S ; on peut 

alors 6crire ~(P) au lieu de ~ (p/S) sans risque de confusion ; 

(P) = f r~(~) . Le morphisme d'adjonotion ~ --> f rrsmf=r~(~) 

est un morphisme de faisceaux abgliens ~ --~ ~(P) qui n'est pas 

~]S -lin@aire, mais "p -lin4aire" (en un sens @vident) ; c'est visi- 

blement un morphisme p -lin4aire universel de ~ dans un (QS - 

Nodule. 

Il est clair que ~(P) d~pend fonctoriellement de v~c~ et 

que le foncteur ~_~(P) est exact ~ droite (reals pas exact en 

g@n@ral) ; il commute au produit tensoriel 

Z~X '~ (p) 
( ~)(P) ~'~/ ~(P)Z[~x(p) , et conserve les propri@t@s 

telles que : quasi-coh@rent, de type fini, de pr@sentation finie~ plat, 

localement libre, etc. En particulier si ~ est un faisceau inver- 

sible sur S ~ on volt imm4diatement que i (p) est canoniquement 

isomorphe A ~P ~2Gp , car le morphisme i --~ d4fini par l'~- 

14ration ~ la puissance tensorielle p -i~me des sections est un mor- 

phisme p -lin4aire universel. 



449 

Si /~ est une ~$ -Alg~bre, ~ (p) poss~de une struc- 
/i" 

ture de ~J$-Alg~bre dgduite de celle de ~ • $upposons k~ quasi- 

coh@rente (resp. gTadu@e et quasi-coh4rente) ; il enest de mSme de 

~(P) et o~ a 

(resp. 

Pmoj(~ (P)) = Proj(~ G~S~(S,frs))~ Proj(~i~Xs(S,frs)=Proj(J4)(P)). 

na projection ~Spec(d~)/S " Spec(~ff~)(P) --> 9pec(~) (resp. 

ZPrgj(~)/S) s'identifie au morphisme d@duit de ~ --~ ~ (p) 

D'autre part _~rSpec(~O)/S (resp. =~rproj(~)/S) provient d'un hc- 

momorphisme de (~PS -Alg@bres ~(P) = ~ ~S~(S,f_rs) --> ~ ,  qui 

transforme a ~ f en aPf pour toute section a de'Let toute section 

f de O S • Pour le voir on observe que le compos@ de cet homomor- 

phisme avec Jt--)- ~i (p) (~ droite) est l'@Igvation ~ la puissance 

p-i@me darts 

Consid@rons le cas particulier od ,i~ est l'Alg@bre sym- 

m~t~ique Sym(~) ~'un ©S-Mo~le ~uasi-ooh~rent ~ ;il ost 

clair que ~(P) ~-" Sym(~ (p)) doric 

v(~(P)) ~ Spec(A(P)) ~J Spee(~) (p) = V(~) (p) 

p(~(p)) ~ ~oj¢~(p)) ~ Proj(~)(P) P(~)(P) 

quant A Frv(~)Is (resp. Frp(~)/S) ~ il se factorise de la fagon 

suivante - 

V(~) -~ V(SymP(~)) --~ V(~ (p)) (resp. P__(~)-~ P(SymP( ~))-'~ ~(~(~(P))) 
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od la premi@re fl@che est d@finie par le mor~aisme canonique : 

P ~d qui provient de Sym (:_K) --~ Sym(~0 tandis que la seconde est d4- 

finie par le morphisme de (0 S -~4odules 

~%(P) .. SymP ( ~'~. ) 

~'.- (~,.) ~/-- f f  Sym p ~ donn~ par provenant du morphisme p -lin@aire : 

l'414vation & la puissance symm@trique 

oas de X P(~) calculons le faisceau fondsmental "tl (I i 

P~x(p)~'~) : (sy~('~)(p)(1))  ~' = (Sym(~)(~)(P))~" -~__ <)X(~)(P/S) 

Lorsque ~ , :  [01 , Sym(¢) = O s ~ T I ~ . . o , T n ]  et 

X Z ( ~ )  SIT 1 ,Tn] (resp X { ( ~ )  n-1 = = ~ . . . . . .  ~S ) ; il est clair 

que ~ ( P )  ~-- @ i  = ~ , de sorte que X (p) = X • Le morphisme 

de Frobenius F~X/S provient de l'endomorphisme de l'Alg@bre 

en TP ( i :  ~, . ,n )  0 S i ~ , , ' ' ' , T n J  q u i  t r a n s f o r m e  T i l "" 

p -i@me des sections. Dans le 

Consid@rons maintenan% un pr&sch@ma Y affine de type fini 

(resp. projectif) sur S ~d@fini par un Id4al (resp. un Id@al homo-- 

g~ne)  J C  ( ~ S % 1 , . . . , T n ]  

= ( ~ S  i T 1 ,  • • • . 

od !4" est l ' image dans 

l ' I d 4 a l  r~ se dSduit de 

. Ainsi X = Speo(A-) (resp. = Proj(~)) 

on volt que ~(P) , i- 

en 41evant les coefficients des poly- 

homes & la puissance p -iQme ~ on a X (p) = Spec(~ (p)) (resp. 

Proj6~(P)~) et le morphisme de I~obenius ~Frx/s , X ~ X (p) ----~ est 

d@fini par l'@l@vation ~ la puissance p -i~me des "coordonn~es" T. 
1 

(qui d@termine un morphisme ~(P) -~, ~" ). 
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n°4 • ~{orphisme de Frobenius it@r@ ; pr@sch@mas parfaits. 

Pour tout entier ~ ~ 0 ~ l'endomorphisme it@r@ f r~ d@- 

pend fonctoriellement du pr@sch@ma X de caract4ristique p . Si 

donc S est un pr@sch4ma de caract@ristique p et X un S -pr4- 

sch@ma, f=r~ so factorise (d'une mani@re unique) en un S -morphisme 

x(p/s) ~=x/s ' x --~ , od : x ~s(s,f~) , suivi de la 

projection , X (p~/s) -~ X (of. ~s2). b morphisme ~X~/S ~@pend 

fonctoriellement du S -pr@sch@ma X et il est compatible avec le 

changement de la base S (cf. n°2~ prop. 

clair que 

X( p /S) = x(p ~) ~_-~ (P) et que 

]b)). D'ailleurs il est 

~x/s = (~x/s) ~×/s 

modulo l'identification permise par l'isomorphisme canonique pr@o4- 

dent. 

D@finition 4. 0_n d it qu'un prgsch@ma S de c aractgristi~ue p est 

~arfait si f rs es tun automorphisme de S 

Si S est un pr@sch@ma de caract@ristique p parfait et 

X un S -pr4sch@ma~ on voit imm@diatement que X (p/S) s'identifie 

au pr@sch@ma X consid4r4 somme S pr@sch@ma au moyen du morphisme 

f rs1og ~ X --~ S od g est le morphisme structural de X dans S 

modulo cette identification -~Frx/s = ~X 

Comme exemple de pr@schSma parfait 9 nous renoontrerons 

M 
S = Spec(~q) off q = p est une puissance de la caract@ristique p 

en effet dans ce sas f~ = id S . Si X est un S -pr@sch@ma, on voit 
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que X (p~/S) = X et FrX/SV = f=r~ . Notons que pour v = I on ob- 

tient S = Spec(~p) pour l~quel f=r S = id S ; les S -pr@sch@mas 

sent les pr@sch@mas de caract@ristique p ; sur cette base S 

X (p/S) = X et F~rX/S = ~JX 

§ 2. CORRESPONDANCE DE FROBENIUS. 

n°~. D@finition. 

Soient X un pr@sch@ma de caract@ristique p et F un 

faisceau d'ensemhles sur X@t . Pour tout X-pr@sch@ma @tale U 

on a (f_rx) (F)(U) = F(f=rxI(U)) = F(U (p/X)) ~ et le morphisme de 

F~obeniu~ ~U/X ~ U --9 U (p/x) ~@fi~it u~s ~pplioatio~ 

F(FJ=u/x) ~" f_=rX (F)(U) --~- F(U) visiblement fonctoriellement en U 

(puisque ~Fru/X est fonctoriel en U). Ainsi on obtient un morphisme 

de faisceaux sur X@t 

Or~ lorsque U est @tale sur X ~ ~F=ru/x est un isomorphisme (~ ] 

n°2, prop. 2c))~ doric il enest de m~me de F(FI~=U/X) ; il en r@sulte 

que le morphisme pr@c@dent (frx)~(F) --9 F est un isomorphisme ; 

dans le eas ot~ F est muni d'une structure algSbrique (par exemple 

si c'est un faisceau de A-modules 9 /\ anneau de base dormS) cet 

isomorphisme est compatible avec la structure algSbrique. L'inverse 

F(~ /X 1-I ,@ F --'2 .f_rx~F) de cet isomorphisme d@finit~ puisque 
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( f r x ) ~  est adjoint ~ gauche du foncteur (£ rx )  ~ , un morphisme 

~F/x ' (~x)~(F) --~ ~ 

On peut m~me dire plus~ car f=r X @tant un hom@omorphisme universel 

([ I n°2~ prop. Za)) les foncteurs (~X)~ et (~X)~ sont quasi-- 

inverses l'un de l'autre, et par suite FrF/X est un isomorbhisme 

oomme le morphisme F(F~= /X )-I dont il provient. 

D@finitien I. Etant donn4s un ~r4sch@ma X de carao.t@ristique p 

etun faisceau d'ensembles F s_~_~ ~4t  ~ on a p p e l l e  c o r r e s 2 o n d a n c e  

de Frobenius sur (X,F) le couple (frx,FJF/X) form@ de l'endomor- 

~hisme de FTobenius f~r X d_~e X et de l'isomorphisme 

Bien entendu on d@finit de la meme fa@on une classe de cor- 

respondanoe de Frobenius it@r@e (fr X ~ ,(Fr_F/X) ) pour tout entier 

~/ 0 ~ l'isomorphisme (FrF/X) ~. (~X# [ ) --~-F est @gal & 

~-1 ,~-1 ~ ~ ~ ~ ~ ~-1 
(~F-rF/X) o ( f r  X ) ( ~ F / X )  ou encore ~ ~F/xOfrx((F~r=F/X) ) pour 

/~ 1 . 

Examinons le oas particulier od F est repr@sen~able par 

un pr@sch@ma V @tale sur X ~ alors fjx(F)= V (p/F~) 

F(v) = E0~x(V,V ) , ~X~(F)(v) = F(v(P/X)) = ~o~<v(P/x) v) et 

F(=Frv/x) est l'application de Homx(v(P/X),v ) dams Homx(VgV ) qui 

tr~.sfor~e un ~orphis~e ~ ~. ~O~'v/x ~or ~/X ~'i~o.tifie 

& un morphisme de V (p/X) dams V qui est l'image de id V par l'ap- 

plication F(F~_V/X)-I r@ciproque de la pr@c@dente. Ceci montre que 

(~v/)-i pour F = V @tale sur X on a ~ ~V/X = X 
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Notons que si le faisceau F est constant il est clair que 

f r % ( F )  = F et Fret X = i d  F 

Proposition I. 

a) L'isomor2hisme ~F~rF/X d@pend fonctoriellement du faisceau F 

autrement dit on a un isomorphisme fonctoriel Fr ~/X~f___r~ --~ id~/4t 

(od X~'@t est la cat@~orie des faisceaux d'ensembles sur X@t). 

(x~?) est b) La correspondance de Frobenius (f=rx~=FrF/X) sur 

oom2atihle avec le chan~ement de la bas___ee X . C'est-&-dire que~ s_~ 

d@signe la oat@gorie fibr@e sur (SCh)p des faisceaux (pour la 

to~olo~ie @tale~ sur des pr@soh@mas de caraot@ristique p jsriabl%s ~ 

les foncteurs f2~ (X ~ 0b(SCh)p) d@finissent un (SOh)p -foncteur 

cart@sien f_r ~ : 7 --- [~ ~ et le,s morphismes =Fr~/X (X -~_Ob(SCh)p 

Xgt) -morphisme fonctoriel F ~ 0b d&finissent un (SCh)p . 

~/ , f=~ --~ i~%_ (~ui est ~n isomorphis~e). 

c) Inversement . . . .  ces propri@t4s caract@risent _F~_ ~/ ~ c'est-~- 

dire qu'il existe un (Seh)p -morphisme fonotoriel etun seul de f r M 

dans id~ • 

Remarquons que l'@nono@ b) implique l'@nonc@ a) ; ce dernier 

est tout-~-fait 4vident. 

D@montrons b). Soient g ~ X' --~ X un morphisme de pr@sch@- 

mas de caract@ristique p et F un faisceau sur X@t ; posons 

F' = g~(F) ~ et plus g4n4ralement affectons d'un ' l'image inverse 

par g de tout objet donn@ sur X • Comme gofer X, = f_=rx°g 9 on a 
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d'od le fair que les f_r X d@finissent un foncteur eart@sien f r ~ au- 

(SCh)p ~ dessus de . II reste A prouver que ~F'/X' = (F~f~F/X)' ; 
en utilisant les propri@t@s des foncteurs adjoints~ on voit que cela 

)-~ 
revient [ montrer que l'image de F'(_Fr_ /X' par l'application 

bijective 

(g~ adjoint de g~) coincide avec l'image de F(Fr /X) -I par l'ap- 

plication 

HOmx(F,frx~(F)) -=~ HOmx(F~f~x~/~g~(F)) = Homx(Fggfrx,~g~(F)) 

~finie par le morphisme d'adjonction ~ F -~ g~g~(F) ~ autrement dit~ 

il faut montrer que aoF(__Fr /X ) = g~(F'(Fr_ /X,))of=rx~(a ) c'est- A- 

dire que pour tout pr@sch6ma U @tale sur X on a un diagramme com- 

mut at if • 

i 

F,(v (p/x,)) ~'(~u,/x,) ~ ................. F,(u,) 

o~ les fl~ches verticales sont les applications canoniques ; or eeci 

o 
provient imm@diatement de ~U'/X' = (Fru/x)' (~ 1~n 2.~prop. Ib)). 

Pour prouver c), on se ramSne en composant avee (=Pr~/) -I 

prouver que id~ a un seul (Sch)p -endomorphisme : l'identit6. 

-endomorphisme de idol- ~ ~ soient F un Or si ~@ est un (Seh)p 

faisceau sur un pr6sch@ma X de car~ct6ristique p et U un pr6- 

sch@ma @tale sur X ; on salt que F(U) s'identifie A HOmu(U~FIU ) 
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et ~)F(U) • F(U) --9 F(U) & l'application : s.v~ <hDFiuoS = sO<Qu 

(s ~ HOmu(U,FIU)) ; comlne is faisceau final U de U@t n'admet pas 

d'autre endomorphisme que l'identit@~ on a .~U = i% ; il en r@sulte 

que ~F(U) est aussi l'identit@ de F(U) st que <~ = idg~ 

Bien entendu~ si le fmisceau F est muni d'une structure 

alg6brique~ l'isomorphisme =FrF/X est compatible avec cette struc- 

ture ; par exemple si F est un faisceau de groupes sur le pr@sch@ma 

X (de caract@ristique p), _FrF/X est un isomorphisme de faisceaux 

de groupes. Soit A un anneau et soit F un faisceau de I~--modules 

sur X ~ alors FrF/X est un isomorphisme de faisceaux de ~-modu- 

les ~ plus g@n4ralement~ si F" est un complexe de ~ -Modules~ on 

~' f=~x(F') ~" ~ l  d4finit imm@diatement un isomorphisme FrF./X • --- 

FrFm/X sur la composante de degr4 i (grace & la proposition la)); 

dans ce eas le couple (frx~F./X) est bien une eorrespondanoe (au 

sens habitual) sur (X~F') ; cette correspondance est fonctorielle en 

F" et compatible avec le changement de la base X (proposition la)~b)). 

n°2. Effet sur la cohomologie. 

Pro2ositio.n 2. 8oit X un 2r@sch4ma de caract@ristique p 

a) Pour tout faisceau d'ensembles F sur X@t , l'endomorphisme 

d_e_e H°(X,F) d4fini ~ (f_rx,~F/X) , o'est-&-dire t e  compos4 

H°(X~F) --~ H°(X,frx(F)) --3 HO(x~F) o~d la premi6re fl@che est l'ap- 

plication canonique (caract$re contravariant de H°(X~F) par rapport 

O g X) et la seconds H (X~FrF/X) ~ est l'identit@ de H°(X~F) 
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b) Pour tout f~isceau de groupes 

~__o ~ ( x , ~ )  ~@~in± ~ar ( ~ X ' ~ / ~ )  

(~, ,~X(~))  - -~  ~ (X ,F )  

F su___~ X4t l'endomorPhisme 

c'est-~-dire 

, est l'identit@. 

c) Pour tout complexe limit@ ~ gauoh__~e F de /k-~{odules sur 

X@t , .1.'endomorph.i.sme de { ~' x(F) d@fini par (f_..rX,~_F/X) , c ' e s t -  

&-~ro  Ze ooa#o~@ , ~ i ~ X(~) -=~ 5 ~ X ( # ~ ( ~ ) )  - '>  { ~ X (~) , e~t 
l'identit@. 

Etablissons d'abord a) tnous en d@duirons b) et c). Soit 

~l°F l'endomorphisme considTr@ de H°(X~F) ~ il est clair que ~F 

d@pend fonctoriellement de F et que ~X = i~°(X~X) . Or tout 

@lTment s de !I°(X~F) s'identifie ~ un morphisme de faisceaux 

s ~ X --~ F tel que s soit l'image par H°(Xgs) do l'unique 61@- 

ment de H°(X~X) ~ comae <~F °H°(X~s) = H°(X~s)o <~X = H°(X~s) 

d'apr@s les remarquos prToTdentes, on volt que ~F(S) = s pour tout 

s , done ~F = idH°(X~F) 

Notons que '.~p est encore le compos6 

~°(x,F) - - ~ ° ( x , ~ x ~ ( F ) )  - -~ ~°(x,F) o~ la premiere ~l~c~e e~t 

~ ° ( X , ~ ( ~  / x  ) - I )  et ~ ~eeond~ t ' ~ p l i o ~ t i o n  o ~ e n i q ~  ( ~ i  n 'e~t 

autre que l'identit~) [ de memo les endomorphismes consid@r@s en b) 

ot c) ~e f~ctor±~ent ~in$i , ~ ( X , F )  - -> H I ( X ~ x ~ ( F ) )  --'~ ~ ( X , F )  

et ~ P x(F) -+ ~ ~ x ( ~ ( F ) )  - -~ ~ ~ ~(~) 

Pour @tablir b) nous utiliserons un monomorphisme F --~ G 

F dans un faisceau de groupes G tel que HI(x~G) = 0 ; alors do 

.frx~(F ) --~m f=rx~(O ) est un monomorphisme et HI(X~frx~(G)) = 0 

Introduisons le faisoeau d'ensembles homog~nes quotient C = O/F 
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comme f=rx est entier surjectif et radieiel les foncteurs f~=x et 

f_rx~ sent des @quivalenees de cat@gories quasi-inverses l'une de l'au- 

ire (SGAA VIII th@or~me 1.1) ; on en d@duit que 

f__rx~(C) ~ .f_rK~(G)/f=rxm(F ) , et la suite exacte de cohomologie 

(SGi~A XII proposition 3.1) montre que l'endomorphisme de HI(x~F) 

consi~ provient p~ p~s~e ~u quotient de ' ~ c  ~ ~°(x~c) -~* ~°(x,c) 

qui est l'identit@ d'apr@s a) ; oet endomorphisme est done i~II(x~F ) 

L'assertion e) se d4montre d'une mani$re analogue~ en utili.- 

sant un eomplexe I injectif en ehaque degT4 et isomorDhe ~ F dans 

la cat@gorie d4riv6e D + , construite sum les A-Modules ; le complexe 

~ I )  est injeotif en chaque deg~g et isomcrphe ~ %rx~F) dans 

D~ ear ~N~ est une @quivalence de cat@gories. On peut alors iden- 

on voit que l'endomorphisme consid4r~ de [ I'~ X (F) s'identifie [ ~I 

qui est l'identit@ ; cet endomorphisme est donc i~ p 
= X (F) 

o 
n 3. Comportement des produits. 

Soient X et X' des pr4sch6mas de caract@ristique p ; 

leur produit X x X' est identique au produit fibr@ X x X' el 
e 

e = Spec(F= ) . II est clair que 
P 

~X~X'= ~X ~ ~X' = (~X xidx')°(idx X~X ') = (idX Xf~x')°(!!X xi%:,). 

On en d6duit imm@diatement que pour tout X -pr@sch@ma Y et 

tout X' -prgsch@ma Y' 9 on a un isomorphisme eanonique 

(Y x y,)(p/XxX') __-~ y(p/X) x y,(p/X,) ~ modulo oet isomorphisme on 
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peut @crire _~y xY'/X xX' = =Fry/x x F~y,/x , 

Proposition 3. Soient X e t X' des pr6sch@mas de caract4risti~ue 

p , 6_ un anneau commutatif~ F un faisceau de !~-modules sur 

X6t c t F' un faisceau de ]~-modules sur X@t . On a 

• ~ ~ . 

Pour @orire ees @galit@s~ on a identifi@ ~XxX,(F ~A F') 

au produit tensoriel frx(F ) Zafr~,(F, ) au moyen de l'isomorphisme 

o ano nique. 

Les deux membres de la premiere @galit6 d6pendent fonctorieL- 

lement de F et de F' et ils sont compatibles avec le changement 

de la base X ou de la base X' ; de plus ils sont compatibles avec 

le passage ~ la limite inductive sur F ou sur F' ~ car le produit 

tensoriel commute ~ la limite inductive et il est clair que 

F~!~mF = .... lim~ ~i i)/X /X ~ ceci perme% de se raraener au cas o~ F = 

et F' = /IX, ; alors o'est 6vident. 

Corollaire. Avec les donn6es de la ~r~oo0_ositi0n 3~ les endomorphismes 

__de R~Z~x,(F ~ F') d~finis respectivement . . . .  ~ar ( idx~f~X, ~ idF~,/X ,~ ) 

et par (f~x x idx, ~ =~-F/X X idF') sont des isomor~hismes r@ciproques 

l'un de l'autre. 

En d6signant ces endomorphismes par ~' et par ~ , mon- 

trons par exemple que ~o ~' = id ~ cela r6sulte du diagramme 
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R~x~x,(m~,) i%~x' ': (~fr~,(F')) : F=~,/X' (~,) 

~-'(~m~,/XxX,) ~ ~ ~x~x,(~, ) 

~x ~i%, i 

qui est commutatif ~ cause de f_~rxxx, = (frxxidx,)o(idk~xf_rx,) (pour 

Io triangle du haut) et de 

)o(idf 9 (F)~FrF,/X,) (pour le triangle du ~/~x ~ <~/~i% _~ 
bas)~ et dans lequel le eompos@ des deux fl~ches obliques est l'iden- 

tit@ d'apr~s la preposition 2e) (n°2). A l'aide d'un diagramme ana- 

logue @changoant les r$1es de (X~F) et (X',F') on obtient • 

~o T - id 

~ous appliquerons ce r@sultat au cas particulier od 

X' = e = SpeC(~p) est io spectre d'une cl~ture alg@brique ~p de 

F et ot~ F' = est le faiscoau constant de fibre A. Da~as 
=p e 

ee cas nous peserons ~ X = Xxe = X ~ F =p ~ et F = F ~/\ /k e - = image 
=p 

r6oiproque de F par la projection X --9 X . L'endomorphisme de 

Frobenius fr- s'identifie au g4n6rateur caneniquo f • k ~.~ k p 

(~p) ~u ~oupe ~e a~1ois ~ = - e Gal({p/Fp) (f d6termine un iso-- 

morphismo~ Z= __~.~e) ~ et Fr~/\ /e = id/~_ car ]\-e est un faiscoau 

constant. Posons 
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f___r X = fr X x id~ = image r4ciproque de f r X par X ~ X , 

fx = idxxf~-r~ = automerphisme de X d@fini par f (par transport 

de structure) 

F~rF/X-~ = =F/X~Id/i~FT ~ " = image r@ciproque de ~/X par X -'-~ X 

0~ pe~t ~orire : glZ = ~rxofx = fXot~x et ~F/X = ~F/X 

Le oorollaire de la proposition 3 montre que l'endomorphisme de 

i~(~) ...... R d@fini par le couple (f~x,~F/X) est l'automorphisme in- 

verse de celui que d@finit fx ° Nous dirons que (<rx~rF/X) est 

la oorrespondanoe de Frobenius g@om@trique (e'est l'image inverse 

par X --~ X de la correspondance de Frobenius sur (X,F)) et nous 

dgfinit ; l'op@ration de Frobenius arithm@ti~ue~ provenant par trans- 

port de structure de f ~ !7 ~ en est l'inverse. 
e 

§ 3. LA FONCTION L 

n°1. D4finition. 

Soit p un nombre premier ~ consid@rons un nombre premier 

/ pet une extension finie .~ de Q~ . A tout oouple (X~F) 

d'un schema X de type fini sur e = Spec(~p) et d'un S3-faisceau 

constructible F sur X ~ nous allons associer une s4rie formelle 

LF6f'~ iit~ ~ de terme constant I 
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Consid4rons d'abord le oas particulier oh X = e ~ soit 

~p une olSture alg@brique de ~p et soit [ = SpeO([p) . Le 

faisceau F est enti~rement d6termin4 par sa fibre F- , consid6r@e 
e 

c~mme /~-espace vectoriel de dimension finie o~ le groupe de Ga- 

lois F e = Gal([p/~p) op6re continflment. Comme Wre est engendr@ 

topologiquement par l'414ment de Frobenius f :k ~--> A p ( k & ~p) , 

la donn4e du faisceau F @quivaut & celle de l'espace vectoriel 

F-e muni d'un automorphisme fF- "topologiquement unipotent", c'est- 
e 

&-dire dont la puissance k-i&me tend vers l'identit4 dans le groupe 

analytique Aut(F[) lorsque k tend "multiplicativement" vers l'in- 

fini. Nous poserons 

LF(t) = i/det(l-fFl_t ) (= -{~A ~]~ 
e 

d Supposons maintenant que X = Zpec(=Fq) , aveo q = p 

(d entier ~ I). Soit x un point g6om@trique de X ~ d6fini par 

un plongement de F dans F ~ le groupe de Galois =q =p 

x = Gal(Fp/Fq)= = s'identifie au sous-groupe de Ke engendr@ topo- 

l~giquement par fd . Ainsi la donn6e du faisceau F @quivaut & 

eelle de sa fibre F- (espace vectoriel de dimension finie sur J~ ) 
X 

automorphisme (fd)F - topologiquement unipotent~ que nous munie d'un 

d x 
noterons fF- pour simplifier° Soit g l'unique morphisme de X 

x 

dans e ; l'image directe g(F) 

g~(F)[ munie des op@rations de 

"module induit" T~_ _~(F)~ ~ F- 
X 

est de m@me dgfinie par sa fibre 

TU ~ que l'on calcule oomme un e 

]T 
x 

. Nous poserons 
e 

LF(t) = Lg~(F)(t ) = 1/det(1-fil,~, t) ; 

un ealcul facile de d6terminant montre que cette expression est @gale 
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& 

LF(t ) = i/det(l-f~dt d) 
X 

Dans le oas g@n@ral d'un schgma X de type fini sur e 

muni d'un ~-faisceau constructible F ~ on d@finit 

L F = I I L F 
x~X ° x 

e~ X ° d4signe l'ensemble des points ferm4s de X ; nous aliens 

voir que ce produit est multipliable dans ~ l~t~ ; explicitons-le en 

effet,en introduisant pour chaque x C X ° un point g@om@trique 

de X localis@ en x , d@fini par un plongement du corps r@siduel 

k(x) dans F , et en posant =p 

avec ces notations 

L F ( t )  = 1 / d e t ( 1 - f F d ( X ) t d ( x ) )  = l + T r ( f F d ( X ) ) t d ( x ) +  , . °  

X X X 

Comme pour tout entier n l'ensemble des points x 6 X ° tels que 

d(x) ~ n est fini, on en conclut que la famille (LF)x~X ° est 
X 

multipliable dans XO_ ~t~ . Ainsi la fonction L de (X,F) est 

LF(t) = ~-T (1/det(1-fF~ (x)td(x)) 
x~X ° x 

Les premi@res propri@t@s formelles de la fonction L sont 

r4unies dans l'4nonc@ suivant 

Proposition I. 

a) (multiplicativit@ en F) Soit 0 --~ F' --9 F --7 F"--~ 0 
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une suite exacte de ~!-faisceaux constructibles sur X , alors on 

L F = LF,.LF, , 

b) Soient Y un sous-sch@ma form@ de X et U = X-Y l'ouvert 

compl4mentaire. Alors on a : L F = LFIu.LFi  Y pour t o u t  ~ /~_- fa i sceau  

constructible F 

o) Soit X --7 S un morphisme de sch@mas de type fini sur F , =p 

et soit F un _~-faisceau constructible sur X ; alors 

LF° i ] LF!Xs s~ S ° 

L'assertion a) est claire ; b) provient de X ° = U°uY ° 

(r@union disjointe) et l'assertion c) de X ° = i I X ° en utili- 
o s 

sant la propri@t@ d'associativit@ des produits infinis multipliables ; 

ces formules sur les points ferm4s sont vraies parce que l'image d'un 

point ferm@ par un morphisme de pr@sch@mas de type fini sur F est =p 

encore un point ferm@. 

n°2. Enenc@ du th@or~me de rationalit@ et r@duction au cas d'une courbe. 

Th4or~me. Soient X un sch@ma de type fini sur F , de dimension =p 

n , g : X --9 e son morphisme structural, e._~t F u_n_n ~-faisceau 

cenetruotible sur X • On a 

2n ( -1) i  
(1) L F = .T--E(L~g(F~)  

l=O ! - . 

Dans oet @nono@ les R~g(F) sont les images directes sup@- 

rieures ~ supports propres, au sens de la oohomologie ~ -adique. On 

pose H!i([,~)= R%g(F). = R%g(F)~. (th@or&me du changement de base), o~ 
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, ~ et g proviennent de X ~ F et g par le changement 

de base ~ --~ e (~ = spectre d'une clSture alg@brique de ~p) 

avec cette notation, on a d'apr~s le n°1 : 

LR~g(F)(t ) = i/det(l-f-~HI(X,F)- - t) = LfH~(Z,~)-I (t) 

en posant Lu(t ) = 1/det(1-ut) pour tout endomorphisme u d'un es- 

pace vectoriel de dimension finie, selon le formalisme d@velopp@ 

dans un expos@ pr@c@dent. 

de sch@mas de type fini sur 

F sur X . D@signons par 

(eF~u) : L F = 

L'@nonc@ du th@or&me pour le couple 

Plus g@n@ralement, consid@rons un morphisme u ~ X --~ Y 

F et un ~Z-faisceau constructible =p 

(PF,u) la propri@t@ suivante 

i -V  (LR~u(F)) ( -1 ) i  
i 
(X,F) n 'est  autre que (PF,g) , 

o~ g : X -~ e est le morphisme structural de X . Nous allons 

le ramener au cas oh X est la droite projective grgce & quelques 

lemmes. 

Lemme I. Soient u ~ X --9 Y un morphisme de sch@mas de type fini 

sur F et F un ~-faisceau constructible. Si (PF!Xy~Uy) est =p . . . .  

vraie pour tout y ~ yo , alors (PF,u) est vraie. 

En effet 

or 

LF= y~_~ol LFLXy (nO1~ propoeition Io)) 
- -  (_1) i 

= yg_yo~ i l i  (LRiuy(FtXy)). en utilisant (PFiXy,Uy) 

Ri, uy(Fixy).  ~ R~u(F)y (th@o~me du ohange~ent ~e ~as~), oe qui 
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danne : 

i y~.yo 

par dgfinition de la fonction L sur Y 

Corollaire. Soient u : X --~ Y un mQrphisme fini de sch4mas de 

t~pe fini sur F ~ et F un -~-faisceau constructible sur X 

La propri@t@ (PF,u) est v~aieo 

Le lemme permet de se ramener au cas oG Y est ponctuel : 

Y = Spec(F ) . Alors X est fini et u (F) ~ ~5) u (Fx) ; =q 
x ~ X 

pour @tablir la formule (PF,u) L F = Lu (F) on est donc ramen@ 

au cas ~ X est lui-m@me ponetuel : X = Spec(Fq,) . Soient 

g : X --~ e et h : Y -'~ e les morphismes structuraux ~ on a par 

d@finition (n°1) : L F = Lg~(F) = Lh u (p) = Lu (F) , puisque 

g = hou 

Lemme 2. Soient u : X --7 Y , v : Y -~ Z des morphismes de 

sch4mas de type fini sur F et F un S~-faisceau constructible 

sur X . Si les propri4t@s (PF,u) e_~_t (PR~u(F)~v) pour tout i 

sont vraies~ alors ~ - (P= you ) est vraie. 

En effet 

o i = 

• • i j 

i~j . . 

(PF,u) et (PRiu(F),v) . La suite spectrale de Leray 

R!v(R!u(F)) j i ~ Rk(vou)(F) et la multiplicativit4 de L F par rap- 
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p~rt ~ F (n°1, proposition la)) donnent enfin 
--~ ~ )k 

i (LR~(vou)(F)) (-I , ce que zeus 
= i k 

voulions d@montrer. 

Lemme 3. Soit X un sch@ma de tFpe fini sur F =p 

g : X -~ e son morphisme structural. 

, et soit 

a) Consid@rons un ~ L-faisceau constructible F sur X , u_~n 

sous-sch@ma ferm@ Y dle X et l'ouvert compl6mentaire U = X-Y 

Si le th6or~me est vrai pour deux des couples (X,F) , (Y,FIY) , 

(U,F!U) , il est vrai 2our le troisi~me. 

b) Consid@rons une suite exacte 0 --> F' --> F --~ F" --~ 0 

d_~e -~-faisceaux constructibles sur X ~ si le th@or&me est vrai 

pour deux des couples (X,F') , (X,F) , (X,F") ~ ii est vrai 

pour le troisi~me. 

Nous n'utiliserons que l'4nono@ a)~ mais nous donnons aussi 

b) par souci de sym@trie° Leg d4monstrations de a) et b) sent analo- 

gues ; d@montrons par exemple a)o La suite exacte 

et la proposition la) (n°1) donnent : 

et la proposition Ib) (n°J) permet alors de conolure. 

On peut r6sumer leg raisonnements des lemmes Jr 2 et 3 en 

disant que, d'apr~s la proposition I du n°1, la fonstion L F a des 

propri@t@s formelles analogues & celles de la oohomologie & supports 
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prepres. 

Utilisons maintenant les lemmes pr@c@dents pour nous r~- 

mener au cas oG X est la droite projective. 

~re 1 R@ductions par rgcurrence noeth@rienne on peut construire une 

partition (Uj) I/ jdr de K par des sch@mas affines telle que 

i J  L' i Uj+ I soit ouvert dans X- pour j = I,...,r-I . Supposons 
i=1 

le th@or&me @tabli pour tout couple (U,G) d'un sch@ma affine U 

de type fini sur F et d'un ~-faisceau constructible G sur U =p 

il est donc vrai pour (Uj~FiUj) , j : 1~...,r ; grace au lemme 

3a) on en d6duit par r@currence descendante sur j qu'il est vrai 

pont ( , dono pour , p,,is ue x =  < j  

I 1  s u f f i t  dono d e  d @ m o n t r e r  l e  th@or~me dans  l e  cas  06 X 

est affine. 

2 ~me R@duction : supposons X affine~ de dimension n ~ il existe 

un morphisme fini u : X --9 E n de X dans l'espace num@rique de 

dimension n • Raisonnons par r@currence sur n . Pour n = 0 

X est fini sur e et le th@or~me est vrai d'apr~s le corollaire 

du lemme I. Si n ~ I , supposons le th@or~me ~tabli pour les soh@- 

mas affines de dimension n-1 ; soient u : X --9 En un morphisme 

~n 91 
fini et v : --9 un morphisme de projection, dgfini & partir 

d'un isomorphisme ~ E n~ E I E n-1 _ x ; en composant on obtient un 
= = = 

morphisme w = you : X __~ El dont les fibres sont des sch@mas af- 

fines de dimension n-1 . Le lemme I montre alors que la propri@t@ 

(PF,w) est v~aie d'apr~s l'hypoth@se de r@ourrenoe. Grace au lemme 

2 on voit qu'il suffit d'@tablir le th@or&me pour les couples 
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(ES,R~w(F)) • On se ram~ns ainsi au cam oG X = E I 
• = 

a f f i n e .  

est la droite 

3 ~me R@duction : supposons X = E I ~ soit i : E I --> p1 l'im- 
= = = 

mersion de la droite affine dans la droite projective p1 , st soit 
= 

z = S-i(~ I) le sons-schema fsrm~ r~duit au point ~ Z'infi~i de 

~I ; comme le th@or&me est vrai pour (Z,i!(F)IZ) , il revient 

au mGme, d'apr~s le lemme 3a)~ de l'@tablir pour (EI,F) ou pour 

(PI,iT(F)) (comme i est une immersion ouverte on a : F = i,(F)iE]). 
= . . J= 

n°3. D@monstration du th@or~meo 

Au bout de ces r@ductions, il nous reste donc ~ @tablir le 

th@or~me dans le cam off X est la droite projective. Nous allons 

dJabord transformer la formule (I) de l'@nonc@ en une formule du 

type de Lefschetz, portant sur des traces ~ cette derni~re formule 

sera d@montr@e dans le cam particulier oG X est une courbe projec- 

tive et lisse. 

Reprenons la formule (I) ; 

LF =~(LRig(F))(-1)i PF ~ "''p2n-1 

• PF ... p 2n 

PF(t) = det(l-fl~!(~,~)t ) 

a v e o  

Le logarithme du premier membre s'4crit : 

Go ~__ 
~_ ~ Tr(fFn_d(x))tnd(x)/n = ~oo ( 

xg=X ° n=1 x n~=1 d(x)l n 

tandis que celui du second membre est : 

d(x)Tr(f~))tnln 
X 
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(~(-I i - n  ) Tr(fH~ (~,~)) )tn/n 
n>1 i 

En comparant lee coefficients de tn/n cn volt qu'il faut @tablir : 

(2) _7_. d(x)Tr(fFn ) =~(-1)iTr(fHn(~,~)) pour tout n ~ I ; 
~(x)In x T- 

ces calculs sont l~gitimes grace au fait que le corps ~)_ est de ca- 

ract~ristique nulle. 

Transformons encore la formule (2) en supposant que X est 

propre~ ce qui permet d'@crire la cohomologie ordinaire au lieu de la 

oohomologie ~ supports propres. Rappelons que la cat@gorie des ~ - 

faisceaux sur X est une cat@gorie de fractions de celle des faisceaux 

~-adiques ; par abus de notation, nous d@signerons d@eormais par 

F = (F~) le faisceau ~-adique(~)sur X qui correspond au ~ - 

faisceau sous-jacent & F . Alors F = (F~) et les morphismes de 

Frobenius F rFg/X d@finissent un morphisme de faisceaux ~-adiques 

F~rF/X~ : f r~(F) --9 F , d'oG une correspondance ~ -adique sur (X,F) 

Pour chaque entier P on salt que l'endomorphisme f_rR F~(F~) d@fini 

par (f~x,~t/X)__ est l'inverse de fR F~(~) (§2, n°3~ corollaire 

de la proposition 3) ; en utilisant la d~finition de la cohomologie 

~-adique, on trouve alors que l'endomorphisme ~Hi(~,~) de Hi(X,F) 

d@fini par (frx,~F / est l'inverse de fHi(~,~) ; ainsi 

f-n = fr n. pour tout n ~ I et tout i ~(~,~) =~f (L~) 

Appliquons ce r~sultat dans le cas particulier o~ X = x = $peC(~q) 

(q = pd) est r@duit ~ un point dont le degr@ d divise n . Nous 

obtenons : 

(m) Pour simplifier l'@criture~ nous supposerons pour la suite de la 
d@monstration que I~_= ~ . Dane le cas g@n@ral, il faudrait remplacer 
~ par la cl6ture normale de ~ dans ~'~ . (D@tails laiss@s au lecteur). 
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-- ~ n 

(x = point ggom@trique d@fini par un plongement de ~q dans ~p) . 

D'autre part f_r X et fx op~rent de fagons inverses sur 

les points de X . I1 en r@sulte que la projection X--~ X 4tablit 

une eorrespondance bijective entre l'ensemble des points ferm@s de 

degr@ d de X et l'ensemble des orbites ~ d ~l@ments de f_rx 
--n 

op@rant dans X . En remarquant que l'ensemble xf----rX des points 

de X fixes par f=_r X est la r@union des orbites de f r X dent le 

cardinal divise n , on peut transcrire (2) sous la forme "g@em@- 

trique" 

(2 , )  z ~ r ( f ~  ) = 2_ ( - 1 ) i ~ ( f r  n- ) 
- -n ---- ~ i =I{~ (~,~) ~ ~ x  

C'est une formule du type de Lefschetz sur le schema X muni du 

faisceau F et de la oorrespondanoe (Fr_rX,~F/X) 

Pour all@get les notations~ nous 4orlrons dor@navant X , 

--~ n 
F , h et h F au lieu de X ~ F ,fr~ et (FrF/X) (comme X 

et F n'interviendront plus, aucune confusion n'est ~ craindre) ; 

nous supposerons que X est une courbe projective et lisse sur 

k = F . Les points fixes de h dans X sent tous de multiplicit@ 
=P n 

I ; en effet h op~re par : T~_~ T p sur le compl@t6 de l'anneau 

local d'un point fixe, T d@signant une uniformisante. Le th~or~me 

se d@duira du r~sultat suivant 

Proposition 2. Soient X une courbe projective et lisse sur un 

corps alg4briquement clos k de caract@risti%ue p , F un faisceau 
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~-adi~ue constructible sur X~t (avec ~ =nombre premier { p), 

h un endomorphisme de X dont tousles points fixes sont de mul- 

tiplicit~ I, e__t_t h F : h~(F) --~ F un morphisme de faisceaux. L_~a 

formule suivante, o_~ h d~si~ne l'endomorphisme de Hi(X,F) 
~(x,~) 

d~fini ~ar (h,hF) , est vraie : 

(2") 
X 6 X h x i H~(X,F) 

On a ~tabli dans ce sgm~naire une formule de Lefschetz 

analogue pour un faisceau de torsion constructible F F , annul4 par 

~+I sur la oourbe X , mu~ d'un morphisme ~, , h'(~) F~ 

Elle s'@crit : 

(3) ~ " ~r(h(F~) x) ~ ~ r ~  

oGles deux membres appartiennent & Z/~+IZ 

Supposons que le faisceau ~-adique de l'~nonc4 s'~crive 

F = (FW) 9 ~N , avec F annul@ par ~+I . Pour chaque ~ on peut 

~crire la formule (3)~ , et on volt que les premiers membres de ces 

formules, pour ~ variable, sont les composantes d'un entier ~ - 

adique qui est pr4cis@ment le premier membre de la formule (2") 

d@montrer. I1 reste & 4tablir que les seconds membres des formules 

(3)~ d~finissent, pour ~ variable, un entier ~ -adique ~gal 

Z(--1)i~r(hEi(X,F )) , a~ec ~i(x,F) = *~-lim ~i(R= Fx(F~)) . Ceoi r~- 

sulte de iemmes purement alg4briques que nous allons dgmontrer pour 

terminer. 

On consid~re un syst~me projectif (K~)yC~ N de complexes 
= 

parfaits, avec K~ Dparf(Z / ~+IZ) , tel q~e pour cha~e ~ le 
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merphisme de transition ~ K ~+1 -~ K~ soit isomorphe au sons des 

catg~ories d@riv@es au morphisme canonique ~ K$+I--~ K~+I/ ~¢+IK 4 +i 

On suppose chaque oompl~e K@ muni d'un endomorphisme 

hv ~ Fl(Dparf(Z/~V+I~)) , de mani~re que (h~)¢@ N soit compatible 

avec los morphismes de transition~ d@finissant ainsi un endomor- 

phisme du syst~me projectif (K~) . Dans l'application & la d@mons- 

tration de la proposition 2 on prendra K¢ = R Vx(F2) et 

h~, = hRI--x(F~ ) =  ; la condition sur los morphismes de transition se 

d@duit par la "formule de K~nneth" de la condition analogue v@rifi@e 

par les mcrphismes de transition du syst~me projectif ~-adique (F#) . 

On se propose de trouver un syst~me projectif (K'#)~N ' 

oG K~ est un oomplexe de (Z/ ~+Iz)-modules libres de type fini, 

nul en dehors d'un intervalle de degr@s [a,b~ (ind@pendant de ¢ ) 

et muni d'un endomorphisme de complexe h'~ ~ K'~ --~ K'/ , de ma- 

ni@re que les conditions suivantes soient satisfaites ~- 

I) le mcrphisme de t~ansition : K'~ +I --~ K'@ est isomorphe 

,~J+IK'~+ 1 (comme morphisme de complexes) ~ K'~+ I --~ K' 9 +I / , pour 

tout ~ ~ N 

2) (h'~)@~_N est compatible avec les morphismes de transition. 

¢+IZ~ 3) (K'?,h'v) est isomorphe "& (K@,h~) darts Dparf(Z/c. =) 

pour tout ~ ~ cos diffgrents isomorphismes pouvant Gtre choisis de 

mani~re &&tre compatibles avec les morphismes de transition de (K'~) 

et de (K?) 

Supposons faite la construction des syst~mes (K'~) et 

(h'~) ; on peut clots @crire Tr h@ = Tr~h 

pour tout ~ E N . Soient K' = lim K' W , et h' = lim (endo- = ~--~ ~ ' 7  h ',~ 
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morphisme de K') • On voit que (Tr~h~)Q est un entier ~-adique 

@gal & ~ (-1)iTr h 'i . De plus le systbme projectif (K'@) v@- 
l 

rifie la condition de Mittag-Leffler, et il en est de mGme du sys- 

tbme (Hi-1(K'p))9 pour tout i ~ il en r@sulte que 

Hi(K ' ) ~> l~i_m Hi(K'@ ) pour tout i (EGA Oii I 13.2.3). Dans le 

oas qui nous int@resse, oh K 9 = R ~X(F~) et h V = hRrX(F@ ) =  . , on 

voit que Hi(K ') s'identifie A Hi(X,F) , et que 1 endomorphlsme 

de Hi(K ' ) d@fini par h' sridentifie & h . Par suite on 
~(x,~) 

peut @crire 

~ (_1)i~= h, i : ~ ( - 1 ) i ~ r  h~i(X,F ) 
1 

et la formule (2") de l'@nonc@ est ainsi d@montr@eo 

L'existenoe des syst~mes (K'@) et (h'~) repose sur 

dsux lemmes, dans lesquels on consid&re un anneau commutatif A 

un id@al I de A et le foncteur T : L~__~ L ~AAo (L complexe 

de A-modules born@ & droite), avec A = A/I 
O 

Lemme I. Supposons l'id@al I nil~otent. Consid@rons un complexe 

L ~ D-(A) plat en chaque de~r@, un complexe M G D-(Ao) projectif 

en chaque de~r@ st un isomor~hisme u : T(L)~ M dans D-(Ao) 

I1 existe un complexe de A-modules L' , born@ & droite et projec- 

tif en cha%ue des-r@, un isomorphisme v : L~---~. L ' dans D-(A) ~ e_~_t 

un isomorphisme de complexes w ~ T(L')_~-/M , tels %ue u = woT(v) 

dans O-(Ao) 

Remar~ue. Si M est suppos@ libre (resp. de type fini) en chaque 

degr@, le complexe L' est aussi fibre (resp. de type fin±) en cha- 
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que degr@. En effet si un A-module plat N est tel que T(N) soit 

libre (resp. de type fini), on montre facilement que N est libre 

(resp. de type fini) (Bourbaki, Alg. Comm., Chap. II, §3, prop° 5). 
L 

Notons le corollaire = soit L ~ Ob D-(A) tel que L ~AAo soit un 

comp~exe de A -modules pseudo-coh@rent resp. parfait (i.e° isomer~ 
o 

phe dans D-(A) & un complexe born@ sup@rieurement, respo bern@, et 

projectif de type fini en chaque degr@)° Alors L est un complexe 

de A-modules pseudo-cob@rent (resp. parfait). 

Lemme 2. Consid@rons un complexe de A-modules born@ & droite L , 

projectif en chaque degr@, muni d'un endomorphisme ~ , et un en- 

domorphisme ~o d_~e M = T(L) co~ncidant avec T(~) au sens de 

la cat@~erie d@riv@e D-(Ao) . Ii existe un endomorphisme k~' de 

L ~ui coKncide avec ~ au sens de D-(A) et v@rifie : T(~') = ~o 

Avant de d@montrer oes lemmes~ indiquons comment on les 

applique & la d@monstratien de l'existence des syst&mes (K'w) et 

(h'~) . On raisonne par r@currence sur ~ , en supposant 

K'o,h'o, "''' K'7_I,h'v_I d@j& construits ; en applique les lemmes 

a v e o  A = # /  .gT+lz  e t  I = ~ v # / g 2 + l z  ( de  s o r t e  que 12 = 0 ) ,  

A ° = _Z/6~ =Z . P r e n o n s  d ' a b o r d  L = K )  e t  M = K ' # _ 1  dans  l e  p r e -  

m i e r  lemme. Nous obtenons, compte tenu de la remarque 2, l'existence 

de K'@ = L' avec le morphisme de transition K'~ --~ K'@_ I donn@ 

par w , de telle sorte que la condition I) @nonc@e plus haut soit 

satisfaite. L'isomorphisme v de D-(A) permet de transporter h F 

en un endomorphisme de K' au sens de D-(A) . On peut supposer 

que ce dernier provient d'un endomorphisme de complexe h"@ 

K'~ --~ K'~ • Appliquons alors le deuxi@me lemme avec L = K'~ , 
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<~: h" et fo = h'~-1 ; nous obtenons l'existence de 

h' w : K'? --- K'~ de mani&re & v@rifier la condition 2) ~ de plus 

la condition ~) sera satisfaite. Notons que, avec les notatio~ du 

lemme I, si M i = 0 pour un indice i , on en d4duit L 'i = 0 

grgce au lemme de Nakayama ~ les complexes K'~ sont dono bien tous 

nuls en dehors d'un mGme intervalle de degr4s. 

Pour d@montrer les lemmes Iet 2 nous aurons besoin du 

r4sultat suivant : 

Lemme 3. (i) Soient P e_}_t Q des A-modules. Si P est projecfif, 

pour toute application A -lin@aire f : T(P) --~ T(Q) il existe 
o o 

une application A-lin@aire f : P --7 Q telle %ue T(f) = f 
o 

(ii) Supposons l'id@al I nilpotent. Pour tout Ao-module 

projectif P il existe un A-module pro~ectif P tel %ue T(P) ~ P . 
o o 

Si de plus P' est un A-module plat tel ~ue T(P') _~__ P , alors 
o 

on a p,~v p 

L'assertion (i) est claire, car si Up (resp. UQ) d4- 

signe l'application canonique de P sur T(P) (resp. de Q sur 

T(Q)), le compos@ fooUp est une application A-lin4aire de P dans 

T(Q) et UQ est surjectif ; comme P ~s~ projectif, il existe une 

factorisation de fooUp & travers UQ : fooUp = uQof o2 f est 

une application A-lin@aire de P dans Q ; alors T(f) = f 
o 

Pour d4montrer (ii) on commence par constater que le cas 

oG P est libre est gvident (sans aucune hypoth&se sur l'idgal I). 
o 

On passe au cas g4n4ral oh P est projectif en introduisant un A - 
o o 
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module libre L dont P est facteur direct etun A-module libre 
o o 

L tel que T(L) ~L . Le module P s'identifie & l'image d'un 
o o 

projecteur e : L --~ L , et il s'agit de voir qu'il existe un 
o o o 

projecteur e ~ L --> L relevant e , ce qui rgsulte de Bourbaki~ 
o 

Alg. Comm., Chap. III, §4, n°6, lemme 2 appliqu@ & la sous-A-alg~bre 

B de End(L) engendrge par un endomorphisme de L qui rel~vs e 
o 

(dont l'existence est assur@e par (i)) et & l'idgal (nilpqtent) 

trace sur B du noyau de l'homomorphisme canonique End(L) --> End(Lo). 

Cela prouve l'existence de P dans (ii). Soit de plus P' comme 

@nonc@ dans (ii), alors l'isomorphisme compos@ T(P) ~ P ~ T(P') 
o 

provient, en vertu de (i), d'un homomorphisme f : P --> P' . Comme 

P et P' sont plats sur A et que T(f) est un isomorphisme, on 

en conclut que Gr i(f) est un isomorphisme, donc f est un iso- 

morphisme (I @tant nilpotent), d'o~ (ii). 

Corollaire. Supposons l'id@al I nilpotent. Pour tout complexe 

acyclique et born@ & droite N de A -modules pro~ectifs9 il exists 
o -- o 

un complexe ac~cli%ue born@ & droite N d~e A-modules pro~ectifs 

tel que T(N) ~v N 
o 

Le complexe 

exactss courtes 

N , 4tant acyclique, se d@compose en suites 
o 

0 --7 Z i N i ---~ Z i+I 
o --~ o o --90 

o~ Z i dSsigne~ pour ehaque i ~ le sous-module des cycles de N i 
o o 

de plus N i = O pour i assez grand. Par r@currence descendants sur 
o 

i , on volt que les suites exactes pr@c~dentes sont scind@es et que 

Z i est projectif pour tout i . On relive N en relevant routes 
o o 
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ces suites exactes de proche en proehe, par r@currence descendante 

sur i . I1 s'agit donc de montrer que si 

S o : 0 --~ Po ~ Qo ~ Ro --~ 0 

est une suite exacte de 

est un A-module tel que 

Ao-modules, avec Qo projectif, et si R 

T(R) ~R , il exists une suite exacte 
O 

S : 0 --~ P --~ Q --'~ R ---~ 0 

de A-modules, avec Q projectif, tells que T(S) ~ S . Or on 
O 

peut relever Qo en un A-module projectif Q par le lemme 3(ii), 

puis Qo --~ Ro en une application A-lin@aire : Q -~ R par le 

lemme 3(i). Cette application est surjective d'apr&s le lemme de 

Nakayama ; on pose P = Ker(Q --~ R) pour compl@ter la suite exacts 

D@monstration du lemme 2 : comme M = T(L) est projectif en ehaque 

degr@, l'hypoth~se du lemme s'exprime en disant que T(~) est 

homotope g U~o ; ainsi il existe un op@rateur d'homotopie 

k O = (k~) i avec k i : M i --> M i-I tel que T(~)-~o=doko+kodo 

oG d est la diff@rentielle de M . D'apr&s le lemme 3(i)~ k i 
O O 

L i L i-I se rel&ve en une application lin@aire k i : --9 . On obtient 

ainsi un op@rateur d'homotopie k = (ki)i dans L . I1 suffit de 

poser ~' = ~-kd-dk (d = diff@rentielle de L) pour v~rifier le 

lemme 2. 

D@monstration du lemme I : on peut (quite ~ remplacer L par un com- 

plexe quasi-isomorphe) supposer que le complexe L ,donc aussi T(L), 
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est projectif en chaque degr@~ ce que nous supposerons dans la suite 

on peut par suite supposer que l'isomorphisme u de D-(Ao) pro- 

vient d'un quasi-isomorphisme T(L) ~ M encore d@sign@ par u 

Nous allons d'abord nous ramener au cas oG u est surjectif. Le com- 

plexe N d@fini par N i = ~i ~ Mi-1 , di(x,y) = (dix,x_di-ly) 
o o 

(x ~ M i , Y E M i-I) est visiblement acyclique et projectif en 

chaque degr@ ; on d@finit un @pimorphisme de complexes N --~ M par 
o 

la projection N i __~Ni en degr@ i . Le corollaire du lemme 3 
o 

permet de relever N en un complexe N acyclique, bern@ & droite 
o 

et projectif en chaque degr@. On peut alors remplacer L par L ¢ N 

qui lui est quasi-isomorphe (puisque N est acyclique) et projectif 

en ohaque de@r@ ; on remplace en mGme temps u par le quasi-iso- 

morphisme T(L e N) = T(L) ~ N --9 M d@fini par u sur T(L) et 
o 

par l'@pimorphisme N --~M sur N ; il est clair que ce dernier 
o o 

quasi-isomorphisme est surjectifo 

Supposons doric que u ~ T(L) --9 M est un quasi-isomorphis- 

me surjectif~ et soit R son noyau. Le complexe R est acyclique 
o o 

car u est un quasi-isomorphisme~ et il est projectif en chaque 

degr@, car la suite exacte ~ 0 --~R --~T(L) --~ M --9 0 est 
o 

scind@e puisque M est projectif en chaque degr@. On peut donc, gra- 

ce au corollaire du lemme 3, relever R en un complexe de A-modules 
o 

R born@ ~ droite, acyclique et projeclif en chaque degr@. Montrons 

maintenant que le morphisme f ~ R --~ T(L) se relive en un mor- 
e o 

phisme de complexes f : R --9 L . Pour cela on observe que R est 
o 

homotopiquement trivial~ donc f est homotope ~ 0 et peut s'@crire 
o 

i h i R i T(L) i-I Le fo =ho%+%(L)ho o~ h e=(ho) i ~veo o' o--~ ° 
o 

lemme S(i) permet de rslever h en h = (hi)i avec h i ~ Ri--~ L i-I 
o 
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et on volt que f = hdR+dLh est un morphisme de complexes qui rel~ve 

f . Un lemme standard (comparer SGA 60/61, IV 5.7) implique alors 
o 

que f est injectif et que Coker f = L' est plat en chaque degr~. 

Comme T(L') ~Coker T(f) = Coker f ~ M  ~st projectif en chaque 
o 

degr4, il en r~sulte (lemme 3(ii)) qu'il en est de mGme de L' 

D'autre part, l'homomorphisme canonique L --7 L' est un quasi- 

isomorphisme (~tant surjectif et de noyau R aoyclique), donc on volt 

que L' satisfait ~ la conclusion envisag~e dans le lemme I, cqfd. 
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